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ELEMENTY OKRESLAJACE STOZKOWE SRODKOW
PRZY RZUTOWANIU STOZKOWEJ NA PEI< OKREGOW

Streszczenie. Artykut zawiera rozwinigecie twierdzenia sformuto-
wanego przez Tran Van Nama w jego pracy doktorskiej.

Rozwiezane zostato zagadnienie dotyczece tzw. stozkowych $rodkéw
przez analize i konstrukcje okreslajecych je elementéw, w szczegol-
noéci asymptot hiperboli, osi paraboli i $rednic sprzezonych elipsy.

W konstrukcji asymptot hiperboli S$rodkéw rozwazono réwnolegte
przesuniecie rzutni do potozenia incydentnego ze $rodkiem stozkowej
podstawowej. Przesunigcie to zachowuje zbiér stozkédw rzutujecych,
nie zmieniajec charakteru ich przekroju rzutnie.

W konstrukcji osi paraboli Srodkéw wykorzystano symetrie prosto-
ketne o znanym Kkierunku osi.

Przy wyznaczeniu Srednic sprzezonych elipsy $rodkéw konstrukcja
oparta jest na wkasnosci czwérki harmonicznej.

Tran Wan Nam w swojej pracy doktorskiej [I1 sformutowat i1 udowodnit
nastepujece twierdzenie:

"w przestrzeni istnieje stozkowa - miejsce geometryczne $rodkéw rzutéw -
z ktérych rzuty stozkowej na dane ptaszczyzne se okregami”.

Dow6éd tego twierdzenia oparty byt na wkasnosciach miarowych okregu.
Dow6éd ten przeprowadzi¢ mozna w sposOb bardziej ogélny, rzutowy, a w wy-
niku sformutowaé twierdzenie precyzyjniejsze:

W przestrzeni istnieje stozkowa - miejsce geometryczne $rodkéw rzutéw -
z ktérych rzuty stozkowej na dane pitaszczyzne tworze pek okregéw”.

W dalszym ciegu stozkowe rzutowane na pek okregéw nazywa¢ bedziemy
stozkowe podstawowe"3 , a miejsce geometryczne $rodkéw rzutéw, czyli zbidér
wierzchotkéw odpowiednich stozkéw rzutujecych - stozkowe $Srodkéw. Na dro-
dze rzutowej £1j , [2] #atwo mozna wykazaé, iz stozkowa $rodkéw jest utwo-
rem dwéch inwolucyjnych pekéw prostych i stanowi:

hiperbole - jezelistozkowa podstawowa jast elipse,
parabole - jezelistozkowa podstawowa jest parabole,
elipse - jJezelistozkowa podstawowa Jest hiperbole.

Rysunek 1 przedstawia konstrukcje rzutéw elipsy jako stozkowej podsta-
wowej na pek okregéw lezecych w ptaszczyznie” . Punktami podstawowymi pe-
ku se punkty przeciecia stozkowej podstawowej ptaszczyzne f (P i Q). Roz-
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wazmy inwolucyjne pary punktéw IX, 211, 3111 itd., w ktérych o$ peku
przecina poszczegélne okregi peku.

¥« kolejnym rzutowaniu pary te pokrywaja sie z rzutami koncéw AB Sred-
nicy elipsy sprzezonej z kierunkiem PQX . Oznacza to, ze wierzchotkami
inwolucyjnych pekéw prostych tworzacych stozkowa $rodkéw sa punkty A i B.
Poniewaz w inwolucji punktéw 1,2,3,...1,11,1101,... punktowi 4 lezgcemu
na przecieciu osi peku z prosta PQ odpowiada punkt - niewkasciwy I1V@®«,
wynika stad, iz styczne do stozkowej $rodkéw w punktach A i B beda do
siebie roéwnolegte.

Unosimy stad natychmiast, iz AB jest roéwniez Srednica stozkowej Srod-
kéw, a jej Srodek - Srodkiem tejze stozkowej.

W rozpatrywanym przyktadzie na rys. 1 stozkowa $rodkéw jest hiperbole.

Wyznaczmy jej asymptoty [2]. N tym celu ustalmy takie odpowiadajace
sobie promienie pekéw (A) i (B) [na rys. 1 pekow (@) i (BH)I, ktore
przecinaja sie w punktach niewkasciwych. Zauwazmy, ze przy roéwnoleghym
przesuwaniu ptaszczyzny® (z zachowaniem Jej wyjsciowego ustawienia) stoz-
ki rzutujgce stozkowa podstawowa beda przecinane nadal przez te ptaszczyz-
ne w peku okregéw. Zmienia¢ sie beda jedynie punkty podstawowe tych pekow
jako punkty przeciecia stozkowej podstawowej rzutnieT .

gnWynika to z warunku roéwnolegtosci do PQ stycznych do elipsy w punk-
tach A B oraz stycznych do okregéw w punktach stanowigcych rzuty kon-
céow A B.
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Przysunmy zatem pitaszczyzne Z do potozeniaT ~, tj. tak, aby przecho-
dzita ona przez Srodek S. Punkty podstawowe peku okregéw w tym podozeniu
se koncami C i D Srednicy sprzezonej z AB. Bezeli rozwazymy okreg peku o
Srednicy CD i jego punkty przeciecia z osie t - 5,V, otrzymamy na sku-
tek symetrii réwnolegtos¢ promieni A5 BV oraz AV I B5. Punkty niewkasci-
we A5F] BV i1 AV T ustalaja kierunki asymptot hiperboli Srodkoéw.

Rysunek 2 ilustruje konstrukcje rzutowania na pek okregéw (o punktach
podstawowych P, Q) paraboli o wierzchotku A i $rodku S°°,

Wyznaczmy o$ drugiej paraboli stanowigcej w tym przypadku stozkowag
Srodkéw. Zauwazmy, iz Srodek obydwu parabol, podobnie jak w przypadku po-

Rys. 2
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przednim, jest wspolny, a co za tym idzie, znany jest kierunek szukanej
osi. Wiadomo roéwniez, iz parabola $Srodkéw przechodzi przez punkt A.

Zadanie sprowadzi¢ wiec mozna do wyznaczenia punktu C paraboli od-
powiadajacego w symetrii prostokatnej punktowi A. 0$ symetrii odcinka AC
jest szukana osig paraboli.

Konstrukcja punktu C wymaga jedynie wykreslenia promienia o peku (a)
o kierunku prostopadtym do AD. Ustalenie punktu cfj t = 5 oraz wprowadze-
nie promienia SV odpowiadajacego w peku (S"*“) promieniowi <c wyczerpu-
je konstrukcje.

W przypadku rzutowania na pek okregéw hiperboli (rys. 3) konstruowac
bedziemy $rednice sprzezone elipsy Srodkéw 12]. Na wstepie przypomnimy,
iz jedna z tych Srednic jest Srednica hiperboli AB. Aby skonstruowac
sprzezona z nig Srednice CD (o znanym kierunku T~ ustalonym przez
styczne w punktach A i B) uwzglednimy nastepujace rozumowanie. Dana ja-
ko hiperbola, stozkowa podstawowa lezy na powierzchni kazdego ze stozkoéw

Rys. 3
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rzutujacych ja na pek okregéw. Wierzchodki tych stozkédw sg punktami stoz-
kowej $rodkéw. Szukajac zatem np. punktu C $rednicy CD, szukamy wierz-
chotka odpowiedniego stozka. Wiemy przy tym, iz jego kierujaca jest joden
z okregow peku (PQ), a przekrdj ptaszczyznag réwnolegta do danej stozkowej
podstawowej (hiperboli) i przechodzaca przez wierzchotek C - parg tworza-
cych réwnolegtych do asymptot hiperboli.

Zat6zmy, 1z znany jest nam punkt C (rys.3).Wprowadzmy harmonicznag

czworke promieni peku (C) CA, CB, CS, CH™ . Czwérka ta przecina o$ t
peku okregéw w harmonicznej czwdrce punktéw U, R, T°° , W, przy czym,
uwzgledniajac stozek rzutujacy, dwa z nich to punkty przeciecia jego kie-
rujacej osia t, pozostate - Srodek kierujgcej i punkt niewtasciwy.
0 stozku tym ponadto wiemy, iz tworzace lezace w .ptaszczyznie réwnolegtej
do stozkowej podstawowej (rys. 3) przecinaja kierujaca w konicach $rednicy.
Poniewaz znany jest takze kierunek tworzacych, a wysoko$¢ wierzchotka C
odpowiedniego stozka jest roéwna wysokosci Srodka hiperboli, potozenie te-
go wierzchotka da sie #atwo ustalic.

Wystarczy rozwazy¢ okreg peku (PQ) o takiejsrednicyMN, ktorej ddu-
goé¢ jest roéwna odcinkowi EF wycietemu przez rzutnie na asymptotach da-
nej hiperboli.

Wynikajaca stad konstrukcja kierujacej nie wymaga komentarza. Punkt C

lezy w przecieciu promieni UA i RB.
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3JIEEEHTH OUPEHEJIHIUHE KOHYCHHE CEHBHHH NSHTPOB I1PH IIPOEKTHPOBAHHH
KOHYCHUX HA liyHEK OKPY&HOCTEIl

P e 3» ue

B padoie npeaciaBzeao yiozHeHae leopeuu, nocTaBzeaHofi TpaH Ba» HaMo8
b ero KaHfIHAaTCKoii zaccepTaitaa. PemeHO 3azaHBe onpezezeaaa aejcoiopMX eze-
«emoB T.H. Koaycaux ceqeHHft peHTpoB, b aacTHocTH accHMnTot rnnep6oza, oca
napaSoza a zaaMeipoB szzanca. B KOHCipyKnaa accaMnioi ranepfioza peHTpoB,
paccxoTpeiio napazzezbaoe zBaxeHae nzonaza npoeaipia K nozoxeaaio, npaHazze-
Xxaneay ueaipy ocaoBHoro ezzanca. Taaoe zBaxeHae coxpaazeT MHoxeciBo npoea-
Tapyionax KoayooB a bba nepecezeaaz ax noBepxHocibio npoeKipia. B KoacrpyKixaa
oca napadoza peHipoB acnozbaosaHa npzMoyrozbaaz caaaeTpaz npa zzhhou aanpa-
BzeHBH. npa onpeAezeaaa conpzxeHaax AHaaeTpoB ezzanca neatpoB, KOHCTpya-

naz oCHOBHBazacb aa CBOOcTBax rapaoHaaecKoft aeiBepiKa.
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ELEMENTS DEFINING CONIC CENTRES BY PROJECTION
OF THE CONIC ONTO PENCIL OF CIRCLES

Summary

The paper specifies Tran Van Nams theorem determined in his D.SC<
thesis. The problem of the so called conic centres has been solved due
to the analysis and construction of the elements that determine those
centres; 1i.e. the asymptotes of hyperbola, axis of parabola and conjugate
diameters of ellipse.

In the construction of asymptotes of hiperbola centres there has been
considered the parallel shift of the plane of projection to the inciden-
tal with centre of projected conic position. This shift keeps the set of
projective cones not changing the character of their section by plane of
projection.

Rectangular symmetry when the axis direction is known has been used
in the construction of parabola centres.

While determining conjugate diameters of ellipse centres the construc-
tion is based on the feature of harmonic four.



