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TWIERDZENIA APROKSYMACYONE W PEWNYCH FUNKCYJNYCH
PRZESTRZENIACH FRECHETA

Streszczenie. W pracy udowodniono pewne twierdzenia aproksyma-
cyjne, w ktorych funkcje z przestrzeni aproksymowane se wielo-

mianami trygonometrycznymi. Udowodniono réwniez w przestrzeni L™
nieréwnos$¢ typu Bernsteina-Zygmunda. Uzyskano w ten sposéb uogél-
nienie wynikéw lwanowa ["lj.

1. Wstep
Niech $ bedzie funkcje ciegte, niematejece, okreslone dla s 0 , ta-
ke, ze $() =0, $()>0 dla s> 0 i $(si+s2) $(si) + ~(s2™

niech oznacza przestrzen liniowe funkcji f mierzalnych, okreso-
wych o okresie 25T, prawie wszedzie skonczonych, dla ktérych

23T
Ifn« " IfF(X)] )dx < oo z metryke §(t ,f) = ||[F~®|| (f."E )-
0
Przestrzen jest przestrzenie Frs$cheta z F-norme B R (LsJ).
Niech Tn bedzie wielomianem trygonometrycznym stopnia <n (n> 0).
Niech lim <b(t) = i 7@ = sup filr8? dlaoC "0.
t-0« s>0 1

Oczywiste se nastepujece wiasnosci funkcji:

DV*"&q&XVFEtCM/S) . foc.p> 0),
2) dla n 6 N v(n)~: n,
V(nt )« nV(t) (t>0),
v(D = 1.
3) $fcC/5X i>(oC)V(/3), V(oC) $(/5) (0¢./3>0),

4) V jest funkcje niemalsjece.
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niecii  ft . Przy jmi jmy oznaczenia £n(f)~= inf WFf-Tn I,
k n
Ah f(x>=21 (-Dk+i (k)Ff(x+ih)
i=0
oraz dlac > o (fHji = SUP @ Ah fU*
k ? Ih|«<5 h
Funkcje ffc nazywamy pochodng funkcji f€ 1Ii w sensie metryki
f
przestrzeni li, jesli Iim| "< - 1=
h- 0
Lemat 1 [j?3 zapewnia istnienie elementu najlepszego przyblizenia funk-
cji f6 L*.

Z whasnoséci funkcji” i twierdzenia Beppo-Leviego wynika prawdziwos$é¢
nastepujacego lematu:

Lanat 1
oo oo

oesli fie a=1,2....), toly ft l« Y1 Lfi"e
i=I i-1

Lemat 2

00
Jeéli dla pewnego p6 N "y (¢t ) =< to dis n;> 1, h ¢ R, ih”"O

=1 N

| —+it <J”™y(n) ||TnTI, gdzie C* jest statg zalezng odV.

Dowéd

JehTn(x)i s
2 Lz] (str. 2G2.) wiadomo, ze n— — 1*$ n(1+1) J Tn(x+h) +
2n(1+1)
zEZ Sni~Axi jTnAx+xi”~j dla xi = Zr,(J+T)VI" 1 = 0.1..=..2n(1+1),
i=0

3in iliilJr21
16 H i 3 i(x) =
nl

\(n+lI )sin
1T 23T 2n (1+1)
Stad ||-p-2-11C ~[n-(I+D[|Tn (x+h)] + ZZsnl (xi51Tn(x+xi \]dX <
27C 2n(1+1) AT
ACE+D)Vn) T J i(]Tn (x+h] )dx + ~ <f(Snl (x£)) 1i $ (|Tn (x+xi) |)dx] 4
~O 1=0 0
2n (1+1)

41+1Mn) [1 + X1 ~7~nl(xi~3 1wl
i=0
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2n(1+1)
Wybierajec odpowiednio I=ly, otrzymujemy 1 + vV(sSni¢ii))< C2,
P 1=0
gdzie C, jest stata zalezng ody (patrz lemat 6 so. 2C2-283).
aldt,
Stad]] -\"11 <C*V(n)]| Tj -

Z lematu 2, po zastosowaniu twierdzenia Lebesgue"a o przejsciu do gra-
nicy pod znakiem cadki, otrzymuje sie natychmiast nieréwnos$¢ Bernsteina-
Zygmunda.

Nieréwnos¢ Bernsteina-Zygmunda

Jesli dla poivnogo p6 H ~ V (~)<-°, to dla n> 1] N~ cv() ITjl,
i=i 1 \%
gdzie Cy Jjest state zalezng od "f.

Stad indukcyjnie otrzymujemy odpowiedniag nierdéwnos¢ dla pochodnych rze-
doéw wyzszych. Zatem dla kazdego Trf£ N

HT<r)II< Cv Vrin)HTnl. @)

tatwo zauwazy¢, ze dla r6 N oraz ifi N, izl prawdziwe sa nieroéwnosci

(O NGON

21"1 r
(*) LV(2i)JIrE 1.1(Ff)< 22r-1 X1 E, (fk,
2 1 , 0 <U P 9
oel1=2 +1
0=0 @x
*) X > @k)Ir T k - T2k-1H<22r 51 [V@)y r _
k=m+2 &gl=2m+2 IS Vv

Twierdzenie 1
Jesli £, 2n(H)~ = If“Tn | i dlapewnych naturalnych p,r6 N
°° r
y Gii-< i -En(f < «e=,to funkcja f ma pochodnag
i=l 1 n=1
r-tego rzedu w sensie metryki przestrzeni L(J i dla n>1

IF(r) - TAr)lI< Cv.r [yr(n)En(HQ + 2 1 [ AN T 3dzie Cy,r
_ il=n+1
jest statg zalezng od y. I r.
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Dowdd
Z zatozenia |
00 o>
tatwo zauwazy¢, ze £ =Tj + a~ -7 E ] toi*  9czie zbiez-
=l 2 2 i 2
<

no$¢ rozumiana jest w sensie metryki przestrzeni LY.

Pokazemy, ze dia 1 = 1,2,...,r istnieje funkcje €16 $ takie ze
.2, (D)
fx(x) - Pi(x>1 fF1Ix " f <X >*
i=0 2
Z lematéw ,1,2 i nierdwnos$ci Bernsteina-Zygmunda otrzymujemy:
1
-1Ir OO0 AUn @ c-0
i=0 i=0
i=0 n T«N+1
Nl Pt [l B zZ ] [t 1. )
4:;5 i=M+1
1=

Z zatozenia i nierdéwnosci (*x)

ZZ ~(21)H1 ifl< 4 Z Looa < ~
i-N+1 2 A2 N-KI

Zatem prawa strona nieroé6wnosci (2) dezy do zera przy h-<0 i N~ Nq-
Oest ivic T 3 (X). Dla 1 = 2,...ar dowdéd przebiega indukcyjnie.
Dobierajec m tak, by 2ra-1< n<2m, otrzymujemy, korzystajec z nie-

rownosci (1) i (**#):

<> - Fr5E=0TAr> - ~[r) -1 T (TiDD-TA2D) 1< Tir)-TAil1 MW+
1=T C. 2 z

+ Y1 ™ " r{vrC@m+1)QITh - T ~J +
i=m+2

+ g -T J) < ~Mr{"f’r(n)=n(f» +
i=m+2

167041
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Twierdzenie 2

Dasli fe L$, ke N, dla pewnogo naturalnego r / "7 AN ) S0
n=0

i dla pewnego p£ N 5Z gf@f X 001! to istnieje r-ta pochodna funkcji F
i-1 iP

w sensie metryki przestrzeni L™ i

dla n
n , ox?
(k=0 V=(k+i
gdzie k p jost stala zalezng od Y, r i k.
Dowod
Niech t bedzie wielomianem najlepszegoprzyblizenia funkcji f stop-
nia n.Wtedy dla catkowitego m ~0O otrzymujemy, podobnie jakw twierdze-
niu 2 [2]. nastepujace nieréwnosci:
2
© <V * 227
2 =0

Dobierajac m tak, by 2i5+<;n<2n+2 i korzystajac z nieroéwnosci (%)
otrzymujemy: 2kH

cky = 21 V-
<k=1

fc-

Zatem Cdl. (F,i”< CAkyk() ~ 0 4437 1$e
(k<0

Stad i1 z twierdzenia 1

'\<(rf(l.) non \'n?\zl(k y ()~ " 'yi(?+g)%«%¥(r)M'<‘.

(k=0

=0 9="+1
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AllIIPOKCHMAUHOHHIIE TEOPEMU B KEKOTOPHX 3YHKUHOHAJIbHHX
IIPOCTPAHCTBAX OPEIIE

P e 3Kue

B sioa padoTe ododneHu HeKoiopue pesyjtbTam B_H. HBaHOBa [lj. Eojiee
HHTepecHue TeopeMU sto aHanor HepaBeHCTBa BepHiBTei}Ha-3HriiyH4a h Teopeiia 2

11ycTh HeKOTopoe $yHKi(aoHaJdibHoe npocTpaHCTBo $peme ¢ F-Hopno8 I 1L
[2] >Tn TproHOueipHtiecKHH hojihhom nopaflica He BHme n (n ~ 0 ), 0603HaHHii
A4H«>0, ip0C) = sup

HepaBeHOTBp EepHinTeaHa-3HrnyH.ua

IlycTby/ TaKaa, hto npa HeKOTopou Haiypajibnoii p [F(i~P)<00 , Tor"a

AdH n>1. F6N |TJr) [[<CvVr®]] Tnll- 1=1
Tepoena 2
00 k+r/
6 cjih fe L , kSN, npn HeKQTopoM rgN An(f)Y < C>CH TaKaH*
n=0
00

hto npn HeKOTopou pgN "if(i~)X0®, ior.ua cynecTByeT npoa3Bo,HHan <J>yHK-

HHH f r -Toro nopaAKa b CMHeze iieipkH $ h fjH n~ 1 v LT 9~

“OTE+TX n r*e>Yik,r
=0 - » +1

KOHCTaHTa, 3aBHCHaaH ot Y , kur.

APPROXIMATION THEOREM IN CERTAIN FUNCTIONAL
FRScHET SPACES

Summary

An approximation theorem"™is proved about 1$ functions approximated
by trigonometric polynomials. The Bernstein-Zygnund type inequality in 1$
space is also proved. By this the generalization of Ilvanoiv's results is
obtained.



