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TWIERDZENIA APROKSYMACYONE W  PEWNYCH FUNKCYJNYCH 
PRZESTRZENIACH FRÉCHETA

Streszczenie. W  pracy udowodniono pewne twierdzenia aproksyma
cyjne, w których funkcje z przestrzeni aproksymowane sę wielo
mianami trygonometrycznymi. Udowodniono również w przestrzeni L™ 
nierówność typu Bernsteina-Zygmunda. Uzyskano w ten sposób uogól
nienie wyników Iwanowa ["lj.

1. Wstęp

Niech $ będzie funkcję cięgłę, niemałejęcę, określonę dla s O ,  ta- 

kę, że $ (O) = O, <j> (s ) >  O dla s >  O i $ ( s i+s2 ) $ ( si) + ^ ( s2 *̂
niech oznacza przestrzeń liniowę funkcji f mierzalnych, okreso

wych o okresie 25T, prawie wszędzie skończonych, dla których 
23T

Il f II “ ^  |f (x)| )dx < o o  z metrykę §(t ,f) = || f — fP|| ( f . ^ E  ).
O

Przestrzeń jest przestrzenię Frścheta z F-normę II l| (LsJ).

Niech T n będzie wielomianem trygonometrycznym stopnia < n  (n >  O).

Niech lim <b(t) = i '/’(oC) = sup ffilr*'8' ? dla oC ^0.
t-o« s > 0  1

Oczywiste sę następujęce własności funkcji:

DV'&q&XVftCM/S). foc.p > o),
2) dla n 6 N V(n)^: n,

V(nt ) «  nV(t ) (t>0),

V ( D  = 1.

3) $fcC/5X i>(oC)V(/3), V(oC) $(/5) (oć./3>o),
4) V  jest funkcję niemalsjęcę.
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2. Twierdzenia aproksymacyjne

niecii ft . Przy jmi j my oznaczenia £n ( f ) ^ =  inf II f-Tn II, 
k n

A h f(x> = 2 1  ( - D k + i (k )f(x + ih) 
i=0

oraz dla c> >  o (f <5)jł = SUP ® A h  f U*
k ?  lh |«<5 h

Funkcję f'fc nazywamy pochodną funkcji f € li w sensie metryki

f
przestrzeni li , jeśli lim || "< - f* II =

h —  O

Lemat 1 [j?3 zapewnia istnienie elementu najlepszego przybliżenia funk

cji f 6 L*.
Z własności funkcji^ i twierdzenia Beppo-Leviego wynika prawdziwość 

następującego lematu:

Lanat 1
o o  o o

Oeśli fie (i = 1,2....), to II y  f± || «  Y 1  11 fi" •
i=l i—1

Lemat 2
O O

Jeśli dla pewnego p6 N ' y  (~t ) =•"< to dis n;> 1, h ć R, i h ^ O

1=1 ^
|| ---pj-n- i! < J ^ y ( n )  || Tn II, g d z ie  C* j e s t  s t a ł ą  z a le ż n ą  o d V .

Dowód

j ¿ h T n (x) i ,
2 Lz] (str. 2G2.) wiadomo, że ■ —  — | •$ n (1+1) j Tn (x+h ) +

2 n (1 + 1)

żEZ Snl^xi ¡T n^x+xi ^ j  dla x i = Źr,,(,l,+T)Vl' 1 = 0.1.. • . .2n (1+1),
i=0 ,,

3in iliilJr21
1 6  H i 3 i (x) =

nl \(n+l )sin

1T 23T 2n (1+1)

Stąd ||-p-2.||C ^ [n.(l+l)[|Tn (x+h)| + Z Z  snl (xi 51 T n (x+xi J dx <
27C 2n(1+1) 21T

^(l+l)V(n)i J i(|Tn (x+h| )dx + ^  <f (Snl (x± ) ) jj $  ( |Tn (x+xi ) | )dx] 4

 ̂O 1=0 O
2 n (1+1)

4(1+1 M n )  [l + X ]  ^ ^ n l (xi ^ 3 l|Tnll*
i=0
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2 n (1+1)
Wybierajęc odpowiednio l=ly, otrzymujemy 1 + V ( S n 1 (>:i ) ) <  C2 ,

1=02
gdzie C „  jest stałą zależną o d y  (patrz lemat 6 so. 2C2-283).

a Jt ,
Stąd|| - \ ^ l l  <C*V(n)|| T j .

Z lematu 2, po zastosowaniu twierdzenia Lebesgue'a o przejściu do gra

nicy pod znakiem całki, otrzymuje się natychmiast nierówność Bernsteina- 
Zygmunda.

Nierówność Bernsteina-Zygmunda

Jeśli dla poivnogo p 6  H ^  V  ( ^ ) < - °  , to dla n >  1 || || ^  C V(n ) || Tjl,

i=i 1 V
gdzie C y  jest stałę zależną od 'f.

Stąd indukcyjnie otrzymujemy odpowiednią nierówność dla pochodnych rzę

dów wyższych. Zatem dla każdego r £  N

H T < r)ll< Cv V r i n ) H Tnl. (1)

Łatwo zauważyć, że dla r6 N oraz ifi N, i Z l  prawdziwe są nierówności 
(*) i (**).

2 1"1 r

(*) LV(2i )JrE 1.1 ( f ) <  22r- 1 X ]  E , ( f k ,
2 1 , 0 <U P  9

¿¿1=2 +1

0=0 «***

(**) X > (2 k )]r i!T k - T2 k - l H < 22r 5 1  [ V ((ii)j r _ 

k=m+2 ¿¿1 =2m+2 ł* V

Twierdzenie 1

Jeśli f£ , 2n (f)^ = || f“T n || i dla pewnych naturalnych p,ró N
°° r

y  (—jj-)< i .. En (f <  «*•=, to funkcja f ma pochodną
i=l 1 n=l

¿i
r-tego rzędu w sensie metryki przestrzeni L i dla n > l

||f(r) - T ^ r ) ||< Cv .r [ y r (n)En (f)(|) + 2 1  ^ f ^ j ,  3dzie Cy, r
il=n+l

jest stałą zależną od y. i r.
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Dowód

Z założenia ||

o O  cx=>

Łatwo zauważyć, że f = Tj + ^  (T ^ - T =■ t0 i' 9c*2:i-e zbież-
i=l 2 2 i»0 2

<h
ność rozumiana jest w sensie metryki przestrzeni LY .

Pokażemy, że dia 1 = 1,2,...,r istnieję funkcje tf 16  $  takie że 

,22, (1)
f x (x) . i i (x> 1 f l (x) " f <x >*

i=0 2
Z lematów ,1,2 i nierówności Bernsteina-Zygmunda otrzymujemy:

1
- I r  OO A  U ̂  •? C-O

i=0 i=0

i=0 ^ i«N+l

^ ¿ | P t ^ ill* Z ]  ||t II. (2)
4 - 1  i=M+li = 0

Z założenia i nierówności (*x)

Z Z  ^ ( 2 l ) H 1 i ¡1 <  4 Z  . <î ‘ f }4) <  ^
i-N+l 2 ^ 2 N- K l

Zatem prawa strona nierówności (2) dęży do zera przy h —•* 0 i N ̂  Nq . 

□est ivic f'(x) 3 ^ (X ). Dla 1 = 2,...ar dowód przebiega indukcyjnie. 
Dobiera j ęc m tak, by 2 ra-1<  n < 2 m , otrzymujemy, korzystajęc z nie- 

równości (1) i (•*#):

!|t<'-> - f (r 5 li = II T^r > - ~[ r) - ] T  (Ti[)-T^2l)|l<!|Tir ) - T ^ i 1 ll +
. c. 2 z

1=1

+ Y 1  l|T^  " r { v  r (2m + 1 ) || Tn - T ^ J  +
i=m+2

+ g  - T j )  <  ^,r{'f’r(n)=n(f^  +
i=m+2

,¿¿=0+1
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Twierdzenie 2

Daśli f e L$, k e N, dla pewnogo naturalnego r /  ' ^ ^ ̂ )S <̂ CX>
n=0

1i dla pewnego p £ N 5Z 1jf(— X 0 0 ! to istnieje r-ta pochodna funkcji f 

i-1 iP
w sensie metryki przestrzeni L.*** i dla n

n , cx?

(k=o V=(k+i

gdzie k p jost stalą zależną od Y, r i k.

Dowód

Niech t będzie wielomianem najlepszego przybliżenia funkcji f stop

nia n. Wtedy dla całkowitego m ^0  otrzymujemy, podobnie jak w twierdze

niu 2 [2], następujące nierówności:

2

‘ < V *  2 Z
2 «p =0

Dobierając m tak, by 2 i5,+1<; n < 2 n+2 i korzystając z nierówności (-#)

otrzymujemy: 2k ;H CkV ' 2 1  V ' fc-
<k=l

Zatem Cd|. ( f , i ^ <  C ^ k y k (^) ~ i  + + J ̂ !$•
(k«0

Stąd i z twierdzenia 1

/r(l') 1\ ^  „2  ̂ V  (6* + l ) ̂  ix(r)M.<"
^ < ( f wV(k y  (-) ^  " i r r  c(k(f

(k=0

ff=0 9=^+1
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AIIiIPOKCHMAUHOHHliE TEOPEMU B KEKOTOPHX 3’yHKUHOHAJIbHHX 

IIPOCTPAHCTBAX OPEIIE

P e 3 K) u e

B sioa padoTe ododneHu HeKoiopue pesyjtbTam B.H. HBaHOBa [lj. Eojiee 

HHTepecHue TeopeMU sto aHanor HepaBeHCTBa BepHiBTei}Ha-3HriiyH4a h Teopeiia 2 

IlycTb HeKOTopoe $yHKi(aoHaJibHoe npocTpaHCTBo $peme c F-Hopno8 II II. 
[2] > T n TproHOueipHtiecKHH hojihhom nopaflica He BHme n (n ^  0 ), 06o3HaHHii 

A 4 H « > 0 ,  ip(OC) = sup

HepaBeHOTBp EepHinTeaHa-3HrnyH.ua

IlycTby/ TaKaa, hto npa HeKOTopou Haiypajibnoii p [iff (i~P )<00 , Tor^a 

A4H n > l .  F 6 N  ||T J r) |[<CvV r (n)|| Tn||. 1=1

Tepoena 2
00 k + r* /

6 cjih f e  L , k S N ,  npn HeKQTopoM r g N  ^ n (f )$ < C>CH TaKaH*
n=0

oo
hto npn HeKOTopou p g  N ' if ( i ~ )K 0*0 , ior.ua cynecTByeT npoa3Bo,HHan <J>yHK-

1=1 A  i f 'HHH f r -Toro nopaAKa b CMHeze iieipHKH 1$  h fljiH n^l CÔ, (i, f ' ) ̂

“ '£+'x ^  r* e > Y ik,r
fU =0 ' » +1

KOHCTaHTa, 3aBHCHąaH ot Y  , k u r .

APPROXIMATION THEOREM IN CERTAIN FUNCTIONAL 

FRS c HET SPACES

S u m m a r y

An approximation theorem"is proved about 1$ functions approximated 

by trigonometric polynomials. The Bernstein-Zygnund type inequality in 1$ 

space is also proved. By this the generalization of Ivanoiv's results is 

obtained.


