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Streszczenie. Celem niniejszej pracy jest udowodnienie dokładno
ść i- uogSTriTońej" nierówności typu Grunsky'ego - Nehariego w przy
padku wszystkich parametrów rzeczywistych lub czysto urojonych 
w klasie funkcji symetrycznych, jednolistnych i ograniczonych. 

Głównym wynikiem pracy j3st następujące twierdzenie:
Niech oznacza klasę funkcji jednolistnych, symetrycznych

i ograniczonych w kole jednostkowym U = { z  : | z | <  1} i niech L bę
dzie cięgłym i liniowym funkcjonałem określonym na przestrzeni ll(U; 
wszystkich funkcji analitycznych w U takim, że L(l) = O, L(h) n 
» L(h) lub L(h) = - L(h), gdzie h 6 H ( u ) ,  h(z) = h(z) i ponadto

L2 (V(z,ę )) = L ( L W z , i ) ) ) ,  |L|2 W z , { ) )  = L ( L W z , ? ) ) )  dla każdej 
funkcji f(z,ę) analitycznej w U X U* Wtedy dla dowolnej funkcji
f £.sj ma miejsce następująca, dokładna w klasie Ŝ ', nierówność:

Ue { L2 (loy .f± zL r . * ( %  . |L |2 (log(l-f(z)f(ę)))} < -  |Lf(log(l-^z)).

173 t'rP

Niech oznacza klasę funkcji f holomorficznych i jednolistnych

w kole jednostkowym U = ^z:|zl<l}- o postaci:

P 2f(z) = b1z+b2z'+ ... = bx (z+a2 z + ...), b1 >  O, (0.1)

spełniajgcych warunek:

lf(z)|< 1 dla z £  U, (O.i)

O
a S^ podklasę klasy funkcji spełniajęcych dodatkowo warunek:

Imbn = O dla n = 1,2,... (O.ii)

Niech dalej S1 (b1 ) i S ^ f b ^  oznaczaję podklasy odpowiednio i . 

funkcji o ustalonym współczynniku b^.
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Niech wreszcie i SR^ , 0 < T < 1  oznaczają podklasy odpowiednio i

SR funkcji spełniających dodatkowo warunek:

b1 >  T. (O.iii)

Z uwagi na to, że dla funkcji klasy musi być 0 < b ^ l ,  mamy:

S1 ~ U '
0<T<1

0<T<1

a ponadto

b1 R Rbl
S1 (b1 ) c  S ^ ,  3^(b1 ) C  SŁ X .

Klasy s1 (b1 ), sj i S^ib.^, S^T maję tę wyższość nad klasami S1 i SR ,

że sę zwarte, z czego wynika między innymi, że dowolny funkcjonał rze

czywisty i cięgły, określony na jednej z tych klas, osięga swoje kresy, 

co może nie zachodzić dla klas i SR , które staję się zwarte dopiero 

po dołączeniu funkcji f = 0,
3uż w roku 1953 Z. Nehari w £4] podał warunki konieczne i wystarcza

jące na to, by funkcja, która w kole U ma rozwinięcie o postaci (0.1), 

należała do klasy S^. Warunki te maję postać nierówności, w których 

oprócz dowolnych parametrów występuję współczynniki funkcji f i, po
nieważ sę podobne do warunku Grunsky'ego dla funkcji klasy S (funkcje 

holomorficzne i jednolistne w kole U, takie, że f(0) = f(0) - 1 = 0),

zostały nazwane warunkami Grunsky’ego-Nehariego.
Nierówności Grunsky'ego-Nehariego sę dokładne, tzn. nie daję się po

prawić, choć nie wiadomo czy w każdym przypadku istnieje funkcja, dla 

której staję się równościami. Nierówności te spełnia oczywiście każda 

funkcja klasy SR względnie SR (b1 ), gdyż sę one podklasami klas 

względnie 3 1 (b1 ), nie wiadomo natomiast czy nierówności tych nie można 

zaostrzyć, jak to często bywa w przypadku rozmaitych podklas.

Najlepszą, choć nie jedyną, metodę otrzymywania oszacowań dokładnych 

jest znalezienie funkcji, dla której funkcjonał, który chce się oszaco

wać, osięga swoje ekstremum. W teorii funkcji jednolistnych służy do te

go zwykle znajomość dostatecznie bogatej wariacji w danej klasie funkcji 
jednolistnych i. wyprowadzone na podstawie tej znajomości równanie róż- 

niczkowo-funkcyjne, które muszę spełniać funkcje ekstremalne. Dla klas 

sl równanie takie uzyskał Z. Charzyński w [lj (1953), a dla klas SRT 

I.Dziubiński w £33 (1960) w przypadku funkcjonałów zależnych od skończo

nych ilości współczynników. W roku 1961 Z. Charzyński i H. śmiałek w
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uzyskali rozszerzenie tych wyników na funkcjonały różniczkowalne w sen

sie Frecheta. Ze względu na znaczenie wyniku Z. Charzyńskiego i H. śmia

łek, jako głównego narzędzia prezentowanej tu pracy, przytoczymy twier
dzenie, w którym wynik ten jest zawarty.

Twierdzenie I

Gęśli funkcjonał $ ( f )  jest określony, rzeczywisty i różniczkowalny 

w sensie Frecheta w każdym punkcie f należącym do S?T , 0 < ’T < 1 ,  które- 

go różniczka L (h), h€ H(U), (H(U) oznacza przestrzeń funkcji holomor
ficznych w kole U, ze zbieżnością jednostajną w zbiorach zwartych) nie 

znika tożsamościowo w żadnym punkcie f £  S^T , wtedy każda funkcja ekstre
malna

f = f ( z ) .  (0.2)

to znaczy funkcja, dla której funkcjonał $  osiąga maksymalną wartość 
w , spełnia następujące warunki:

1) Istnieje otwarty łuk C na okręgu |(£| = 1, na którym funkcja f 

jest holomorficzna i jednolistna i odwzorowuje ten łuk na pewien łuk D 
na okręgu !w| = 1.

2) Dla każdego £  £  C zachodzi :

H [ f (?)] =#(?). (o.3)

gdzie :

o j h w )  = ■* & (Z )(j. ■: - $ § ;  ♦ i - L i i M ) ]  , (0.4 )
' 1 - wf(z)

JŁ(?) = ^ [ z f ' ( z ) ( H | T  + (0*5)

Min
0Cy<2JT

•? z

1 .  Q- i y[ f ( z )(1 .ł ...9J -L(.zJ, + itely]' (0.6)
L 1 - elyf(z) 1 - e y f(z) J

gdzie z ożnacza zmienną pozorną w (0.4) i (0.5), w oraz Żj pełnią ro

lę parametrów. ^  (h) oznacza różniczkę Frecheta funkcjonału {5 w punk
cie f.

3) Funkcje (0.4) i (0.5) są rzeczywiste i nieujemne na okręgach Iw | = 1 

i |ęj= 1 odpowiednio.

4) Pierwszy współczynnik b^ funkcji ekstremalnej jest równy T.
5) Gęśli istnieje obszar E ^ zawarty w U, którego brzeg zawiera okrąg 

jednostkowy i U oraz żaden punkt tego okręgu nie jest punktem skupienia 

punktów istotnych dopełnienia zbioru E ^  (punktami istotnymi dopełnienia
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zbioru £■* nazywamy punkty zbioru U A E ^ ) ,  jeśli ponadto różniczka l*(h) 

funkcjonału $  w każdym punkcie f Ê S j T przedłuża się w sposób ciągły na 

klasę funkcji meromorficznych w U mających bieguny położone co naj

wyżej w '£*, wtedy równanie (0.3) zachodzi dla każdego Ç 6 E  .

Definicja

Niech Y( f ) będzie funkcjonałem o wartościach zespolonych, określonym 

i ciągłym w H^U) przestrzeń sprzężona do H(U). I4ówimy, że Y ( f )  ma

pochodną zespoloną w sensie Gâteaux w punkcie f, jeśli istnieje funkcjo

nał -A- ̂  6 frtU) taki, że

Y(f) - Y ( f  ) + £ A f (h) + o(ć),

gdzie £ >  O, f - dowolna funkcja klasy taka, że f(z) = f(z) +
+ £ h(z ) + o (£), h ( z ) 6 H ( u )  oraz o (<£)/£ -*■ 0, gdy £  — »  O > niemal jedno

stajnie w U. Funkcjonał-A-j(h) nazywamy różniczką w sensie Gateaux.

Zauważmy, że w twierdzeniu I warunek różniczkowalności w sensie 

Frécheta można zastąpić słabszym warunkiem różniczkowalności zespolonej 

w sensie Gâteaux. Istotnie, nierówność L*(V)-^ 0 w (str. 3) jest

prawdziwa także, gdy l? oznacza ReJu^, gdzie-A-^ jest różniczką w sen

sie Gâteaux, a równanie (0.3) jest jedynie konsekwencją tej nierówności.

1. Określmy w klasie , 0 < T < 1  funkcjonał

$(f) = Re{L2 (log l l ^ L ą J J S l )  _ |L |2 (log(l - f(z)f(Ç)))} , (1)

gdzie L6H'(U), L(l) = O, L2 (f(z,4)) = L( L(f (z ,4 ) ) ), I U  2 (<jp(z Ą  ) ) =

= L(L(f (z,ę ) ) ), Ÿiz.Ç) jest funkcją holomorficzną w U X  U.

Można łatwo zauważyć ze wzoru Caccioppoli-Kothego £6] na ogólną postać

funkcjonału liniowego z H^U), że V ( Ç )  = U(Ÿ (z ,4 ) ) € H (U ). Stwierdzamy
RTrównież łatwo, że funkcjonał (1) ma w dowolnym punkcie f € różniczkę

w sensie Gâteaux. Różniczkę tę jest funkcjonał:

» 0 0  = Re{ L2 (h (fI - h (?i) + | L 12 (h(z)f~(4) ♦ , (2)
f 1 T(z) - f(Ç) i _ f(z )f(Ç) J

gdzie h = h(z) eH(U). Zakładamy dodatkowo, że_A_f (h) nie znika tożsamo-
RTściowo w żadnym punkcie klasy . Na podstawie wspomnianego wzoru

Caccicppoli-Kothego na ogólnę postać funkcjonału liniowego z H^U) można
RTstwierdzić, że-A.^(h) przedłuża się w sposób ciągły z Sj na klasę 

funkcji symetrycznych i meromorficznych w U, mających bieguny położone 

co najwyżej w punktach pierścienia = ^z : r <  |z|<lj, 0 <  r<£ 1. I tak

wiadomo, że funkcjonał -A-f da się wyrazić wzorem:

-A-f(h ) = 2ïïï i* h (z )g(2 )d z - (3 )
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gdzie g(z) jest funkcję holomor f icznę w zbiorze | z : |z|> r" , 0 < r M<  1, 

a r' jest dowolnę, ale ustalonę liczbę z przedziału (r",l). Jeżeli więc 

założymy dodatkowo, że r >  r', to wzór (3) określa funkcjonał również dla

funkcji h(z) holomorficznej w U i majęcej bieguny położone co najwy-
. . .  _■* zej w pierścieniu c .

Brzeg zbioru E *  zawiera okręg ^z: |z|= l} i oczywiście żaden punkt

tego okręgu nie jest punktem skupienia punktów istotnych dopełnienia

zbioru E*.
Dla funkcjonału (1) możemy więc zastosować twierdzenie I. Aby lewa 

strona równania (0.3) była kwadratem pewnej funkcji, załóżmy dodatkowo, 

że

L(h) ■ -L(h) dla h 6 H ( U ) ,  gdzie h(z) •= h(z). (4)

Bioręc pod uwagę (2), (0.4) i (4) otrzymamy, że f unkcja JJh (w) dla 
|w| = 1 przyjmie postać:

TO (w) - 2L2 f________ " f(z)_____________  + wf(^) - wwf(z)f(?;  +
L ( 1  - w f ( z ) ) ( l  - vwf ( ? , )  )  ( 1  -  w f ( z ) ) ( l  -  W f  ( *7) )

+ (i -■ w T r z ) T f ~  w T r f n ]  +

+ 2 | L j 2 r_______ wwf(z)f (?)_______  + wwf (z)f (5)__________n _ q '
L (1 - wf(z))(l - wf (?)) (1 - wf(z))(l - wfC?))J

(5)

przy założeniu, że L(l) = O, uzyskujemy:

» - >  ■ !6) 

Na podstawie (0.6) obliczamy:

T  = Min 2 [~L( f- ) - L( ----- )]
0<y<25T L 1 - e ^ f (z) 1 - e lvf ( z ) J

= Min 2fL( -----) ♦ L(--- ł-—   )] > 0 .  (7)
0<y<2JT l - e ^ f ( z )  1 - e y f (z )

Dla y = 0 i y = X  mamy L.(------ ^  ) - L(---------  ) = o, zatem
1 - elyf(z) 1 - e lvf(z)

^ = 0 .  (8)
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Korzystając z twierdzenia I, (4), (6) i (8) możemy stwierdzić, że 

funkcja f, dla której funkcjonał (l) osiąga maksymalną wartość w S. ,
-A "*•

spełnia w zbiorze E U  C następującą równość:

^ <8>

Z (0.5), (2) i ze wspomnianego już twierdzenia Caccioppoli-Kothego wyni
ka, że funkcja J l (?) jest funkcją holomorficzną co najmniej w pierście

niu E = { ?  : r<lę|<-pj, 0 < r < l .  Wiadomo ponadto, żeJŁ (?) jest nieujem- 

na d l a ? 6  3u. Wynika stąd między innymi, że wszystkie pierwiastki funkcji 

7l( ?) położone na 3l) są parzystokrotne. Ze związku (9), który zachodzi 

między innymi w pierścieniu E ^ = | ę  : r<! I ̂  I <  ij-, wynika, że lewa strona 

w równości (9), która jest funkcją holomorficzną w pierścieniu E^, prze

dłuża się jako funkcja holomorficzna na pierścień E, jest nieujemna na 

Su oraz jest kwadratem funkcji:

\ / 2  [ L ( f ( z ) ( - ),f ( ę ) ) -  U 'l' - ' T f z T f T ę r ^  * ( 1 0 )

która jest także funkcją' holomorficzną w pierścieniu E * , a więc na mocy 

(9) w tym samym pi 

zJ Ł  (?)) połóżmy:

(9) w tym samym pierścieniu E* jest ona gałęzią pierwiastka kwadratowego

^  [L(((z)(- ‘lf(^)) - L(m 7 7 ^ 7 f y )J-

^  o
FunkcjaJi (?) przedłuża się z pierścienia E jako funkcja ciągła, a na

wet holomorficzna na pierścień r<!|?|^ l}. Istotnie, jeżeli ? &  dli
i 4 0, to w pewnym otoczeniu punktu t*  istnieją dwie jednoznaczne

gałęzie pierwiastka kwadratowego z JŁ (!>) i jedna z nich musi się pokry
wać w części wspólnej koła U i tego otoczenia z Oeżeli natomiast
JH?*) = 0, to ze względu na wspomniang^wyżej parzystokrotność tego pier

wiastka musi być JŁ (?) = ( 5 -  ?*)2kJt(ę) w pewnym otoczeniu punktu?*, 
przy czym JŁ (?"*) 4 0. W pewnym otoczeniu punktu ? * ” istnieją zatem dwie 

jednoznaczne gałęzie pierwiastka kwadratowego z JŁ-(?) i jedna z nich na 

wspólnej części tego otoczenia i koła U pokrywa się z Jb^(?). Ponadto 

tak przedłużona funkcja JŁ^(5) jest na, okręgu 3 U rzeczywista.

Weźmy teraz pod uwagę funkcję:

J t * 1 ś )  = * L( 4 _ ) .
z " 5 i - ę z
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3est ona holomorficzna w pierścieniu E i rzeczywista na okręgu dU. 
Funkcja :

^  J Ł  ( 5 )  IŁ ( ? )  -  >-(—tT T T  f ( z )  -  f { ? 5  "  F ^ ę -5  ‘

- LtSlifii ------- i----— ) + U ----i^-)
f (€) 1 - f(z)f(f) 1 - ? Z

jest holomorficzna w kole U i przedłuża się w sposób cięgły na koło 

domknięte U, pozostajęc rzeczywistę na okręgu d U. Stosujęc zasadę odbi- 

cia Schwarza, dochodzimy do wniosku, że funkcja -j==rJŁ (5) + prze-
V2

dłużą się jako funkcja holomorficzna na płaszczyznę domkniętą?) , a więc 

jest funkcję stałą, a ponieważ -pr-JŁ*(0) + jft^O) = O, otrzymujemy na- 
stępujęcy zwięzek: V

T T § ł  C l <TT77^ V t >  -  L<,  .  , ( ! „ « , > ]  ’

= L ( - i x )  - L( (1 1 )

Zauważmy następnie, że zachodzę tożsamości:

W?f(S) f(S) 5 - <5 f(z ) - f(?)
- % i  T iT T ^ r r ę T  “ rz~-ę~" - S j ś  9 — ^ — •

 i —  = ^ ¡ P -  - ę - 4  log(1 - f(z)f(?)),
f(<?) i - f(z)f(?) f(5)

_ Ł _ . ,  . ę  ^  1„,(1 . ? I ) . (12 )

Wstawiając związki (12) do równości: (11) oraz biorąc pod uwagę, że ze 

względu na liniowość i ciągłość funkcjonału L, L(p|- y(z,ę )) * l_(V(z,ę))
oraz całkując tak otrzymane związki względem? , otrzymujemy:

L(log - L(log(l- f (z)f (5))) +L(log(l - 5  z)) = G, . (13)

gdzie

G = L(log (14)
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Udowodnimy, że

Re{5] = 0, (15)

IV tym celu obliczamy G ze związku (13) w punkcie Ś należącym do łuku 

C z twierdzenia I, Mamy zatem I? | - 1 i ¡f(5)[ = 1* Bez trudu uzyskujemy, 

że zachodzi warunek (15).

Ze związku (13) otrzymujemy dalej:

L2 (log lląLzpJżl) _ | L |2 (log (1 - f (z)f (?))) ■» - | L| 2 (log (l -$z)).

' S (16)

Połóżmy obecnie w równości (1) funkcjonał L spełniający warunki:

L(h) = L ( h ) i L(l) = 0, gdzie h £  H(U) i h(z) = h(z). (17)

Rozumując analogicznie dostajemy, że dla i}) (f) postaci (1), gdzie L 

spełnia warunek (17), funkcjaUt (w) jest również postaci (6), przy czym:

2

^  = Min 2 
Osy§2'3T

l( h z  ) + L( K -  )
1 - elyf(z) 1 - e lyf ( z ) _

= Min 2 j~L( ł - _  ) + L ( 1—  )
0$y-i23r L 1 -  e v f ( z )  1 - e  y f ( z )

(18)

Weźmy pod uwagę funkcję (/'(y) = i  L-(l°9  ---------  ̂ )• 2 założenia (17)
1 - e yf(z)

wynika, że f(y) jest funkcją rzeczywistą, ciągłą i okresową o okresie 

23T, czyli jej pochodna

<p'(y ) = L ( i- ) + L (-------f- ) (19)
■ 1 - e y f (z ) 1 - e y f (z)

musi być równa zero dla pewnego yQ£ < 0,23T> . Stąd wynika, że

?  = 0. (2°)

Dalszy tok rozumowania jest analogiczny jak dla funkcjonału L, spełniającego 

warunek. (4) i L(l) = 0. -Otrzymaliśmy zatem następujące twierdzenie:

Twierdzenie 1

Niech $(f) będzie funkcjonałem postaci (1), gdzie l S h '(u ) spełnia 

warunek (4) i L(l) = 0 lub L spełnia warunek (17). Niech różniczka
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Gâteaux funkcjonału (1),. będęca postaci (2), nie znika tożsamościowo w żad

nym punkcie f klasy S^T . V/tedy w klasie istnieję funkcje ekstre

malne f = f (5 ), dla których funkcjonał (1) osięga wartość największę.

1. Każda ekstremalna funkcja spełnia równanie:

L (log _ L (log(l - f(z)f(?))) + L(log(l -? z)) =

= L(log ), (21)

przy czym Re^l_(iog = 0»

2. Dla funkcji ekstremalnych wartość funkcjonału (1) wynosi:

<Kf) = - I L|2 (log(l - T z ) ) .  (22)

3. Współczynnik rozwinięcia funkcji ekstremalnych jest równy T.

RTMożemy obecnie udowodnić równość (22) dla klasy 3, P rzY każdym
R

T 6(0,1)/ a tym samym dla całej klasy ,S..

Z twierdzenia 1 oraz z faktu, że S? = U wynika, że każda
1 0<T<1

funkcja f 6s!?T , dla której funkcjonał (1) osięga maksymalnę wartość 
Dy

w , jest funkcję, dla której ten funkcjonał osięga maksymalnę wartość 

w 3«.
Otrzymane wyniki możemy wypowiedzieć w postaci następujęcego twierdze

nia :

Twierdzenie 2
R » *Dla każdej funkcji f 6 S? zachodzi nierówność

Re £ L2 (log . |L |2 (log(l - f(z)f(?)))j <

^  - | L| 2 (log(l - T z ) ) ,  (23)

gdzie U .spełnia warunek (4) i L(l) = O lub L spełnia warunek (17) 

oraz różniczka (2) nie znika tożsamościowo w żadnym punkcie klasy 3^, 

Nierówność (23) jest dokładna oraz dla każdego T 6  (0,1) w klasie ist
nieje funkcja f, której pierwszy współczynnik b1 jest równy T i dla 

tej funkcji w nierówności (23) zachodzi równość. Funkcja ta spełnia rów

nanie (21).
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RT R
OEOEIHEHHOE HEPABEHCTBO FPyHCKH -  HEXAPH jy ifl $yH K I® H  KJIACCA S a  Sj^

P e 3 10 m  e

B  H a c i o H n e S  p a b o x e  n o x a s a H o ,  ito b  H a p a B e H c i B a x  F p y H C K H  -  H e x a p n  n p a  

B e m e c i B e H H H X  a m  a a o i o  mhhmhx n a p a M e T p a x ,  bo3uoxho p a B e a c T B o  b K x a c c e  o x -  

hoxhothux o r p a H a a e H H H x  a cauMeTpaaHHx t f y H K n j i a  b enaHaaHOM K p y r e .

' FjiaBHbM pe3yjibiaTon paboiH  hbjihstoh cjiexymaa xeopeuai
IlycTi S1 5y.neT KJiaccou oahojihcthux orpaHaaeHHHX a CHMMeTpaaecKax (tyHKqaft 
b eflHHaaHOM Kpyre U = [ z :  I z |  <  1^,nycxb L oeo3Ha>iaei KenpepaBHua, aaaeS - 
hh2 (JyHKitHOHaj! onpexexeHHua b Kxacce H(U) s c e x  aH ajtaiaaecK ax $yhkixha b  Kpy
re  U TaKoS, a io  L ( l )  = 0 ,  L ( h )  = L ( h )  hjih L ( h )  = - L ( h ) ,  rfle h 6 H( U ) , 

h ( z ) = h ( z  ) a  Kpoue axoro  L2 ('(’ ( z , ?  ) )  = L f L C ^ i z , ?  ) ) ) .  I L|  2  ( ^ ( z ,? ) )  «

= L ( L ( f ( z , ? ) ) )  K a * x o a  f y H K p a a  ^ ( z , ? )  a H a x a x a a e c K o a  b  u X u .  T o r x a  ¿ w a  

KaxxoB ipyHKuaa f 6 s^ aMeex ueuTo, xoraoe b KJiaooe, HepaBeHciBO

Re L2 (log l i z L z ^ S l l )  - | L|2 (log(l - f ( z ) f ( 5 ) ) ) j <

-  | L|  2 ( l o g ( 1  - ?  z ) ) .

THE GENERALIZED GRUNSKY - NEHARI INEQUALITY IN THE CLASS S^T AND S^ 

S u m m a r y

In the above paper there has been proved that in the generalized 

Grunsky-Nehari inequality the equality is always possible for all para

meters real or pure imaginary in the class of univalent, bounded and 

symmetric functions in the unit disk.
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The main result of the paper is the following theorem:

L®t be a class of univalent, bounded and symmetric functions in the 
unit disk U = j^z: | zj <  l j , and let L denotes a continuous and linear 

functional defined in the space H(U) of all analytic functions in U, 

such_t hat L (l) =* 0, L(h) L(h) or L(h) = -L(h) where h 6 H(U), h(z) =

= h (z ) and L2 (f(z,C)) = L(L(f(z,?))), lL|2 (f(z,$)) = L(L(f(z,5 ))) for 
each function y  (z, 5 ) analytic in U Xu. Then for each f 6 sj we have the 
sharp inequality

R e ^ L 2 (log _ |L |2 (log(l - f(z)f(5)))J<

<  - ! L |2 (log (1 - ? z ) ).


