ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLAGKIED 1988

Seria: IIATEMATYKA-FIZYKA 2. 53 Nr |J<ol. 1001

Oolanta SMIGIELSKA

UOGOLNIONA NIEROWNOSC TYPU GRUNSKY EGO -
NEHARIEGO OLA FUNKCOI KLASY S~AT 1 37

Streszczenie. Celem niniejszej pracy jest udowodnienie doktadno-
§¢i-uogSTriTonej" nierdwnosci typu Grunsky®ego - Nehariego w przy-
padku wszystkich parametréw rzeczywistych lub czysto urojonych
w klasie funkcji symetrycznych, jednolistnych i ograniczonych.

GHéwnym wynikiem pracy j3st nastepujace twierdzenie:

Niech oznacza klase funkcji jednolistnych, symetrycznych
i ograniczonych w kole jednostkowym U ={z =: ]Jz]|< 1} i niech L be-
dzie cigegtym i liniowym funkcjonatem okreslonym na przestrzeni H(U;
wszystkich funkcji analitycznych w U takim, ze L(1) =0, L(h) n
» L(Ch) lub L(Ch) = - L(¢h), gdzie h6H(u), h(z) = h(z) i ponadto
L2 (V(z,e)) = L(LWz,i))), ILl2wz,{)) = L(LWz,?))) dla kazdej
funkcji f(z,e) analitycznej w UX U* Wtedy dla dowolnej funkcji
f£.sj ma miejsce nastepujaca, doktadna w klasie S, nieréwnosc:

Ue {L2(loy EzLr . * (% . JL]2(log(I-F(2)F(e)))} <- |LF(log(l1-"2)).
1Bt rP
Niech oznacza klase funkcji f holomorficznych i jednolistnych

w kole jednostkowym U = "z:]zIl<I1}- o postaci:

3

f(2) = blz+b2z"+ ... = bx(z+a2z°+ ...), bl> o0, 0.1)

spedniajgcych warunek:

1f(2)|< 1 dla z £ U, 0.1)
a S’(3 podklase klasy funkcji spedniajecych dodatkowo warunek:
Imbn = 0 dla n = 1,2,... 0.11)
Niech dalej S1(bl) i SA"fb”~ oznaczaje podklasy odpowiednio i.

funkcji o ustalonym wspédczynniku b~".
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Niech wreszcie i SR, 0<T<1 oznaczaja podklasy odpowiednio i

SR funkcji spedniajacych dodatkowo warunek:

b1> T. O.iii)
Z uwagi na to, ze dla funkcji klasy musi byé O<b~1, mamy:
S1~ u :
0<T<1
0<T<1
a ponadto

S1(bl)c st sReb1yc sfPY .

Klasy s1(bl), sj i S"ib.”~, SAT maje te wyzszo$¢ nad klasami S1 i SR,

ze se zwarte,

z czego wynika miedzy innymi, ze dowolny funkcjonat rze-

czywisty i ciegty, okreslony na jednej z tych klas, osiega swoje kresy,

co moze nie zachodzi¢ dla klas i SR, ktéore staje sie zwarte dopiero

po dotaczeniu funkcji f = 0,

3uz w roku 1953 Z. Nehari w £4] podat warunki konieczne iwystarcza-
jace na to, by funkcja, ktéra w kole U ma rozwinigcie o postaci (0.1),
nalezata do klasy S”. Warunki te maje posta¢ nieréwnosci, w ktdrych

oprécz dowoln
niewaz se pod
holomorficzne

ych parametréw wystepuje wspédczynniki funkcji f i, po-
obne do warunku Grunsky®ego dla funkcji klasy S (funkcje
i jednolistne w kole U, takie, ze f(0) =f(0) - 1 = 0),

zostaty nazwane warunkami Grunsky’ego-Nehariego.

Nierownosc
prawi¢, choé
ktérej staje
funkcja klasy

i Grunsky"ego-Nehariego se doktadne, tzn. nie daje sige po-

nie wiadomo czy w kazdym przypadku istnieje funkcja, dla

sie roéwnosciami. Nieréwnos$ci te spednia oczywiscie kazda
SR wzglednie SR(bl), gdyz se one podklasami klas

wzglednie 31(bl), nie wiadomo natomiast czy nierdéwnos$ci tych nie mozna

zaostrzyé, jak to czesto bywa w przypadku rozmaitych podklas.

Najlepsza,
jest znalezie
waé, osiega s

cho¢ nie jedyna, metode otrzymywania oszacowan dok#adnych
nie funkcji, dla ktérej funkcjonat, ktéry chce sie oszaco-
woje ekstremum. W teorii funkcji jednolistnych stuzy do te-

go zwykle znajomo$¢ dostatecznie bogatej wariacji w danej klasie funkcji

jednolistnych

i. wyprowadzone na podstawie tej znajomosSci roéwnanie roéz-

niczkowo-funkcyjne, ktére musze spe#nia¢ funkcje ekstremalne. Dla klas

sl roéwnanie
1.Dziubinski
nych ilosci w

takie uzyskat Z. Charzynski w [1j (1953), a dla klas SRT
w £33 (1960) w przypadku funkcjonatdéw zaleznych od skornczo-
spotczynnikéw. W roku 1961 Z. Charzynski i H. Smiatek w
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uzyskali rozszerzenie tych wynikéw na funkcjonaty rézniczkowalne w sen-
sie Frecheta. Ze wzgledu na znaczenie wyniku Z. Charzynskiego i H. $mia-
tek, jako gtdéwnego narzedzia prezentowanej tu pracy, przytoczymy twier-
dzenie, w ktorym wynik ten jest zawarty.

Twierdzenie 1

Gesli funkcjonat $(f) jJest okreslony, rzeczywisty 1 rézniczkowalny
w sensie Frecheta w kazdym punkcie f nalezacym do S?T, 0<7T<1l, Kktoére-
go rézniczka L (h), h€ HQ), (HQ) oznacza przestrzen funkcji holomor-
ficznych w kole U, ze zbieznosScia jednostajna w zbiorach zwartych) nie
znika tozsamosciowo w zadnym punkcie f£ S~T, wtedy kazda funkcja ekstre-

malna
f = f(z2). (0.2)

to znaczy funkcja, dla ktérej funkcjonat $ osiaga maksymalna wartos$c¢
w , spednia nastepujgce warunki:

1) Istnieje otwarty fuk C na okregu |E = 1, na ktérym funkcja f
jest holomorficzna i1 jednolistna i odwzorowuje ten 4uk na pewien 4uk D
na okregu Iw] = 1.

2) Dla kazdego £ £ C zachodzi :

HLF(™] =#(?). (0-3)
gdzie :
ojhw) = w* & @Z)(G-w-$8; ¢ i-LiiM)] , ©.4)
" 1 - wf(2)
JE(?) = "[zf"(z)(H]T + (0*5)
-? z

Min [f(z2)@ 4.2 -L@d, + ' TV itely]” (0.6)

0Cy<2JT L 1 - elyf(2) 1 -e yf(2) J

gdzie z oznacza zmienng pozorng w (0.4) i (0.5), w oraz 4 pednig ro-
le parametréw. ”~ (h) oznacza rézniczke Frecheta funkcjonatu & w punk-
cie fF.

3) Funkcje (0.4) i (0.5) sa rzeczywiste i nieujemne na okregach Iw]=1
i |ej= 1 odpowiednio.

4) Pierwszy wspodczynnik b~ funkcji ekstremalnej jest roéwny T.

5) Ges$li istnieje obszar E~zawarty w U, ktérego brzeg zawiera okrag
jednostkowy 1 U oraz zaden punkt tego okregu nie jest punktem skupienia
punktéow istotnych dope#nienia zbioru E” (punktami istotnymi dope#nienia
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zbioru £w* nazywamy punkty zbioru UAE”), jesli ponadto rézniczka 1*(h)
funkcjonatu $ w kazdym punkcie FESjT przedbuza sie w spos6éb ciagty na
klase funkcji meromorficznych w U majacych bieguny potozone co naj-
wyzej w "£5, wtedy roéwnanie (0.3) zachodzi dla kazdego GC6E

Definicja

Niech Y( f) bedzie funkcjonatem o wartosciach zespolonych, okreslonym
i ciggdym w HAU)  przestrzen sprzezona do H(U). 146wimy, ze Y(Ff) ma
pochodna zespolong w sensie Gateaux w punkcie f, jesSli istnieje funkcjo-
nat -A- "6 frtU) taki, ze

Y(F) -Y(F) +£A F(h) + o(8),

gdzie £> 0, f - dowolna funkcja klasy taka, ze f(z2) = f(z) +
+£h(z) + o(), h(z)6H(u) oraz o(<E£)/£-*m0, gdy £ —-» 0> niemal jedno-
stajnie w U. Funkcjonat-A-j(h) nazywamy rdézniczka w sensie Gateaux.
Zauwazmy, ze w twierdzeniu 1 warunek rézniczkowalno$ci w sensie
Frécheta mozna zastapi¢ stabszym warunkiem rézniczkowalnosci zespolonej
w sensie Gateaux. Istotnie, nieréwnos¢ L*(V)-~ 0 w (str. 3) jest
prawdziwa takze, gdy 1? oznacza ReJu”~, gdzie-A-~ jest ro6zniczka w sen-
sie Gateaux, a rownanie (0.3) jest jedynie konsekwencja tej nierdéwnosci.

1. Okres$lmy w klasie , 0<T<1 funkcjonat

$(f) = Re{L2(log 117LgJJSI1) _ L2 (log(l - F(2)F(C)))} . )

gdzie L6H"(U), L(1) =0, L2(Ff(z,4)) = L(L(F(z.,4))), U 2@ p@A )) =

= L(L(F(z,e))), Yiz.¢) jest funkcja holomorficzng w UX U.

Mozna #atwo zauwazy¢ ze wzoru Caccioppoli-Kothego £6] na ogélng postacd
funkcjonatu liniowego z H"U), ze V(G) = U(Y(z.,4))E HW). Stwierdzamy
réowniez #+atwo, ze funkcjonat (1) ma w dowolnym punkcie f£€ T rézniczke
w sensie Gateaux. RoOzniczke te jest funkcjonat:

» 00 = Re{L2(h(Fl - h(Ri) + [L12(h(DF-(4) + , @
f 1 T(z) - f(0) i f(z)FE©) J

gdzie h = h(z) eH(U). Zaktadamy dodatkowo, ze_A_f(h) nie znika tozsamo-

Sciowo w zadnym punkcie klasy RT

Na podstawie wspomnianego wzoru
Caccicppoli-Kothego na ogdélne posta¢ funkcjonatu liniowego z H”U) mozna
stwierdzié¢, ze-A.~(h) przedtuza sie w sposob ciagty z SJRT na klase
funkcji symetrycznych i meromorficznych w U, majacych bieguny potozone
co najwyzej w punktach pierscienia =Nz :r< |zl<lj, O0< r<€1. 1 tak

wiadomo, ze funkcjonat -A-f da sie wyrazi¢ wzorem:

-A-f(h) = 2T i* h(z)g(2)dz- G)
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gdzie g(z) Jest funkcje holomor ficzne w zbiorze |z: |z]> r" , O<rM 1,
a r" jest dowolne, ale ustalone liczbe z przedziatu (r",l1). Jezeli wigc
zatozymy dodatkowo, ze r> r, to wzér (3) okresla funkcjonat réwniez dla
funkcji  h(z) holomorficznej w U i majecej bieguny potozone co najwy-
zej w pierscieniu c'*

Brzeg zbioru E* zawiera okreg ~z: |z]= 1} 1 oczywisScie zaden punkt
tego okregu nie jest punktem skupienia punktédw istotnych dopednienia
zbioru E*.

Dla funkcjonatu (1) mozemy wiec zastosowaé twierdzenie 1. Aby lewa
strona roéwnania (0.3) byta kwadratem pewnej funkcji, zakdézmy dodatkowo,

ze
L(h) m -L(h) dla h6H(U), gdzie h(z) <« h(2)- (C))
Biorec pod uwage (2), (0.4) i (4) otrzymamy, ze funkcja Jh(w) dla
W] = 1 przyjmie postac:

TO (w) - 2L2F "f(2) +wf(?) - wwf(2)F(?; +
L@ - wi(z)) (1 - wf2)) @ - wf(z))(l - wWi(*))

+ (i AawTrz)Tf~ wTrfn] +

+ 2|Lj2 r wwf(z)f (?) + wwf (2)F (5) n_q°"
L@ - wf(2))( - wf(?)) @ - wf(2)) - wfC?))J
®
przy zatozeniu, ze L(l) = 0, uzyskujemy:
» -> m 16)
Na podstawie (0.6) obliczamy:
T = Min 2 [H( f- ) - L - )|
O<y<25T L 1 - e ~"f(2) 1 -e lvf(z)J
= Min 2fLC - ) ¢ L(—+—- )| >0 . (@)
0<y<2JT l-erf(z) 1 -eyf@)
Dla y =0 1 y =X mamy L(E--—--—- n - L= ) = o, zatem

D) (
1 - elyf(2) 1 - e Ivf(2)

A=Q . ®)
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Korzystajgc z twierdzenia I, (4), (6) i (8) mozemy stwierdzié¢, ze
funkcja f, dla ktoéorej funkcjonat (1) osigga maksymalng wartos$¢ w S;b ,
spednia w zbiorze E U C nastepujaca rownosc:

N <8>

Z (0.5), (2) i ze wspomnianego juz twierdzenia Caccioppoli-Kothego wyni-
ka, ze funkcja J1(?) jest funkcja holomorficzng co najmniej w pierscie-
niu E ={? : r<le]<-pj, O<r<1l. Wiadomo ponadto, zeJdt (?) jest nieujem-
na dla?6 3u. Wynika stad miedzy innymi, ze wszystkie pierwiastki funkcji
71(?) potozone na 31) sa parzystokrotne. Ze zwigzku (9), ktdry zachodzi
miedzy innymi w piersécieniu E~=]e : r<! P I< ij-, wynika, ze lewa strona

w réwnosci (9), ktora jest fFunkcja holomorficzng w pierscieniu E®, prze-
ddtuza sie jako funkcja holomorficzna na piers$cien E, jest nieujemna na

Su oraz jest kwadratem funkcji:

\/2 [L(f(z)(-)f(e)) - U -'"TfzTfTerr * (10)

ktéra jest takze funkcja™ holomorficzng w pierécieniu E*, a wiec na mocy
(9) w tym samym pierscieniu E* jest ona gateziag pierwiastka kwadratowego
zJt (?)) potdzmy:

n [L(DHEW)) - L(m7 7 7~7 Fy)-
n o
FunkcjaJdi (?) przedtuza sie z pierscienia E jako funkcja ciagta, a na-
wet holomorficzna na pierscien r<!|?|”~ 1}. Istotnie, jezeli ? & dli
i 4 0, to w pewnym otoczeniu punktu t* istnieja dwie jednoznaczne
gatezie pierwiastka kwadratowego zJt (I») i jedna z nich musi sie pokry-
waé¢ w czesci wspdélnej kota U i tego otoczenia z Oezeli natomiast
JH?*) = 0, to ze wzgledu na wspomniang”wyzej parzystokrotno$¢ tego pier-
wiastka musi by¢Jt (?) = (5- ?*)2kJt(e) w pewnym otoczeniu punktu?*,
przy czym Jt (?*) 4 0. W pewnym otoczeniu punktu ?*”istnieja zatem dwie
jednoznaczne gatezie pierwiastka kwadratowego z Jt-(?) 1 jedna z nich na
wsp6lnej czesSci tego otoczenia i kota U pokrywa sie z Jb”(?). Ponadto
tak przedtuzona funkcja Jt~(5) jJest na, okregu 3U rzeczywista.
Wezmy teraz pod uwage TFfunkcje:

Jt*1$) = . *LC. 4_)-
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3est ona holomorficzna w pierscieniu E i rzeczywista na okregu dU.
Funkcja :

Jb (5) Ik (?) - >(—TTT f(z) - f{?5 " Freg-5 *

- LtShifii - R Y+ U —eeins)
f(€) 1 - f(2)Ff(FH) 1 -27

jest holomorficzna w kole U i przedtuza sie w spos6b ciegty na koto
domkniete U, pozostajec rzeczywiste na okregu d U. Stosujec zasade odbi-

cia Schwarza, dochodzimy do wniosku, ze funkcja -j==rdt (5) + prze-

V2
ddtuzg sie jako funkcja holomorficzna na ptaszczyzne domknieta?) , a wiec

jest funkcje stata, a poniewaz -pr-Jt*(0) + jft~0) = 0, otrzymujemy na-
stepujecy zwiezek: "

TTE&§4 CI<TT77A V t> - L<, . ,(',,«,>] "
= L(-ix) - L( (1)

Zauwazmy nastepnie, ze zachodze tozsamosci:

Wr(s) £(S) 5 -5 f(z) - f(?)
-% i TiTT/rreT “ E~—€~""-Sj§ 9 — ~ _—

i - = AjP- -e-4 logl - F(2)F(?)),
<) i - f(2)F®) £(5)
_t _ o, e~ 1, 710). 12)

Wstawiajac zwiazki (12) do réwnosci: (11) oraz biorac pod uwage, ze ze
wzgledu na liniowo$¢ i ciagtos¢ funkcjonatu L, L(ppl-y(z,e))™* 1_(V(z,e))
oraz catkujac tak otrzymane zwigzki wzgledem? , otrzymujemy:

L(log - L(log(l- f(2)f ())) +L(log(l -5 2)) =G, . (13)
gdzie

G = L(log (14)
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Udowodnimy, ze
Re{5] = O, (15)

NV tym celu obliczamy G ze zwigzku (13) w punkcie § nalezacym do 4uku
C z twierdzenia 1, Mamy zatem PP| - 1 i jf(5)[ = 1* Bez trudu uzyskujemy,
ze zachodzi warunek (15).

Ze zwigzku (13) otrzymujemy dalej:

L2 (log I1aLzpJzl) _ L2 (log (1 - F(2)F(?))) » - L 2 (log (I -$2)).
" s (16)

Potézmy obecnie w roéwnosci (1) funkcjonat L spedniajacy warunki:
LCh) = LCh) i L(l) = 0, gdzie hE£ H(U) i h(z) = h(2). an

Rozumujgc analogicznie dostajemy, ze dla ) (f) postaci (1), gdzie L
spetnia warunek (17), funkcjaUt (w) jest roéwniez postaci (6), przy czym:

2
A= Min 2 ¢ hz ) + L( K- )
Osy§2"3T 1 - elyf(2) 1 -e lyf(z)_
= Min  2jL( t-_ ) + L( 1— ) (18)
0$y-i23r L 1 - e vf(z) 1-e yf(z)
Wezmy pod uwage funkcje ¢"(y) =1 L{°9 -——mmme n )* 2 zatozenia (17)
1 - e yf(2)

wynika, ze T(y) Jjest funkcja rzeczywistg, ciggta i okresowg o okresie
23T, czyli jej pochodna

PEI=LC - )+ L - 9
] 1 -eyf(z) 1 -e yf(z)

musi by¢ roéwna zero dla pewnego yQf < 0,23T> . Stad wynika, ze

? = 0. 2°)

Dalszy tok rozumowania jest analogiczny jak dla funkcjonatu L, spedniajacego
warunek. (4) i L(l) = 0. -Otrzymalidmy zatem nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1

Niech $(f) bedzie funkcjonatem postaci (1), gdzie 1S h"Qu) spetnia
warunek (4) i L(l) =0 lub L spednia warunek (17). Niech rézniczka
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Gateaux TFfunkcjonatu (1),. bedeca postaci (2), nie znika tozsamos$ciowo w zad-
nym punkcie f Kklasy SAT. V/tedy w klasie istnieje funkcje ekstre-
malne f = f(5), dla ktérych funkcjonat (1) osiega wartos¢ najwieksze.

1. Kazda ekstremalna funkcja spe#nia roéwnanie:

L (log _ Llog(l - Ff(2)Tf(?))) + L(log(l -? 2)) =
= L(log ). (21)
przy czym Re”l_(iog = O»

2. Dla funkcji ekstremalnych warto$¢ funkcjonatu (1) wynosi:
<Kf) = - 1L]2log(l -Tz)). (22)

3. Wspétczynnik rozwiniecia funkcji ekstremalnych jest réwny T.

Mozemy obecnie udowodni¢ réwnos¢ (22) dla klasy S,RT PrzYy kazdym
T 6(0,1)/ a tym samym dla catej klasy SR
Z twierdzenia 1 oraz z faktu, ze S? = u wynika, ze kazda
1 0<T<1
funkcja f 6s!?7T, dla ktorej funkcjonat (1) osiega maksymalne wartos$c¢
w y' jest funkcje, dla ktérej ten funkcjonat osigega maksymalne wartosc¢

w3«
Otrzymane wyniki mozemy wypowiedzie¢ w postaci nastepujecego twierdze-

nia :

Twierdzenie 2

Dla kazdej funkcji F65S3 zachodzi nieréwnodd
Re £L2 (log CILI2 (Qog(d - FDFIN <

N - L2 Clog(l -Tz)), (23)

gdzie U _.spednia warunek (4) i L(1) =0 lub L spednia warunek (17)
oraz roé6zniczka (2) nie znika tozsamos$ciowo w zadnym punkcie klasy 3%,
Nieréwnos¢ (23) jest doktadna oraz dla kazdego 76 (0,1) w klasie ist-
nieje funkcja f, ktorej pierwszy wspdétczynnik bl jest réwny T i dla
tej funkcji w nierdéwnosci (23) zachodzi réwnos¢. Funkcja ta spednia roéw-
nanie (21).
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P e 3 10nme

B HacioHneS paboxe noxasaHo, ito v HapaBeHciBax FpyHCKH - Hexapn npa
BemeciBeHHHX am aaoio mMhhmhx napam eTpax, bo3uoxho paBeacTBo b Kxacce ox-
hoxhothux orpaHaaeHHHx a cauMeTpaaHHXx tfyHKnjia b enaHaaHOMK pyre.

' FjiaBHbM pe3yjibiaTon paboiH hbjihstoh cjiexymaa Xxeopeuai
IlycTi S1 b5y.neT Kliaccou oahojihcthux orpaHaaeHHHX a CHMMeTpaaecKax (tyHKgaft
b eflHHaaHOM Kpyre U = [z: 1Iz| < 17,nycxb L oeo3Ha>iaei KenpepaBHua, aaaeS-
hh2 (yHKIitHOHaj! onpexexeHHua b Kxacce H(U) scex aHajtaiaaecKax $yhkixa » Kpy-

re U TaKoS, aio L(l) = 0, L(h) = L(h) hjih L(h) = -L(h), rfle h 6 H(U),
h(z) = h(z) a Kpoue axoro L2 (((z,?)) = LfLC%iz,?))). IL|2(*(z,?)) «
= L(L(f(z,?))) Ka*xoa fyHKpaa ~(z,?) aHaxaxaaecKoa » uXu. Torxa ¢wa

KaxxoB ipyHKuaa f6 s aMeex ueuTo, xoraoe b KJiaooe, HepaBeHciBO

Re L2(log lizLz~SHl) - |L|2(log(t - f(2)f(5)))i<

- L 2(log(l -2 z)).

THE GENERALIZED GRUNSKY - NEHARI [INEQUALITY IN THE CLASS S~AT AND S*

Summary

In the above paper there has been proved that in the generalized
Grunsky-Nehari inequality the equality is always possible for all para-
meters real or pure imaginary in the class of univalent, bounded and
symmetric functions in the unit disk.
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The main result of the paper is the following theorem:

LOt be a class of univalent, bounded and symmetric functions in the
unit disk U = j~z: |z < 1j, and let L denotes a continuous and linear
functional defined in the space H(U) of all analytic functions in U,
such_that L(I) =0, L(h) L(h) or L(h) = -L(h) where h6 H(U), h(z) =
= h(z) and L2(f(z,C)) = L(L(F(z,?))), IL|12(F(z,$)) = L(L(Ff(z,5))) for
each functiony (z,5) analytic in UXu. Then for each f6 sj we have the
sharp inequality

Re~L2 (log _ L2 log(l - f(z)Tf(5)))J<

< - WpRUog@ -?2)).



