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PEWNE SZCZEGÓLNE PRZYPADKI NIERÓWNOŚCI GRUNSKY'EGO-NEHARIEGO 
dla funkcji klasy S^T I

Streszczenie. IV pracy zastosowano uogólnioną nierówność Grun- 
sk y 'ego-Nehariego do oszacowania pewnych funkcjonałów w klasie 
funkcji jednolistnych, symetrycznych i ograniczonych w kole jednost
kowym U. Rozważono problem maksimum funkcjonału

Re |l 2 (log f(.z ? I ę f(^ ) - | L |2 (log(l - f(z)f(ę))] . f €s*. przy

czym funkcjonał L wybrano w sposób następujący:

N

L(h) = ^  i \ ( h ( 2 , )  - h (O )), 
m«l 

N

L(h) =
m=l

gdzie h £ H ( U ) ,  ^ . . , ^ 6  1? i , . . . ,zN 6 (-1,1).

D
Niech S^ oznacza klasę funkcji f holomorficznych i Jednolistnych 

w kole jednostkowym U = £z i | z | < l  j postaci:

f(z) = b±z + b2 z2 + ... = bŁ (z + a2 z2 + . . . ) ,  bŁ >  0, (1)

spełniających warunki:

|f(z)|< 1 dla z £ U (i)

oraz

Im b n = O dla n = 1,2,... (ii)

RT RNiech dalej S^ , 0 < T < 1 ,  oznacza podklasę klasy S^ funkcji speł

niających dodatkowo warunek:

(iii)



Celem niniejszej pracy jest oszacowanie pewnych funkcjonałów określo-
RT Rnych w klasach Sj i Sj, przy wykorzystaniu uogólnionej nierówności 

Grunsky ’ ego-Nehariego, uzyskanej przez autorkę w [i/]. Przytoczymy zatem 
twierdzenia, z których będziemy korzystać.

Twierdzenie 1

Niech <J> (f ) będzie funkcjonałem postaci:

= Re f L2 (log _ |L|2 (log(l - f(z)f(S)))j , (2)

gdzie f6 , 0 < T  <1, L6 H*(u) (H(u) oznacza przestrzeń funkcji holo
morficznych w kole U, ze zbieżnością jednostajną w zbiorach zwartych,

, 2 
natomiast H(U) przestrzeń do niej sprzężoną), i. ftP(z,Ç))= LiLi^Pfz, Ç ) ) ),

L2 (^(z ,Ç)) = L(L(f(z,Ç))), '/’(z.Ç) jest funkcję holomorficzną w U X  U.

Niech L(l) = 0 i dodatkowo funkcjonał L spełnia warunek :

lÓT) = -L(h) (3)

lub :

l ÓT) = L(h), (4)

dla h e  H(U), gdzie h(z) = h(z).

Załóżmy, że różniczka Gâteaux funkcjonału (2), będąca postaci
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J V  (h) , R e Î L Z ($f|j + ,
t i t(z) - tiÇ) i _ f (z )f (5) ->

gdzie h 6 H ( u ) f nie znika tożsamościowo w żadnym punkcie f klasy 
Wtedy w klasie istnieję funkcje ekstremalne f = f(?), dla których

funkcjonał (2) osięga największę wartość.
Każda funkcja ekstremalna spełnia równanie:

(5)

.RT

L(log _ L(log(l - f(z)f(?)) + L(log(l - £  z)) =

= L(log i— i), (6)

przy czym Re ^L(log ■ ■■(— ).) j = o.

Dla funkcji ekstremalnych wartość funkcjonału (2) wynosi:

$ (f) = - 1 l | 2 (log (1 - 5 z ) ) .  (7)

Współczynnik b1 rozwinięcia funkcji ekstremalnych jest równy T.
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Twierdzenie 2

Dla każdej funkcji f 6 zachodzi nierówność:

Re [L2 (log li-z-L l -J l.i l) - | L j2 (log (1 - f(z)f(?)))]<

<  - | L| 2 (log(l - f z ) ) ,  (8)

gdzie L spełnia warunek (3) lub (4) i L(l) = 0 oraz różniczka (5) nie
D

znika tożsamościowo w żadnym punkcie klasy S^.

Nierówność (8) jest dokładna oraz dla każdego T £  (0,1) w klasie 

istnieje funkcja f, której pierwszy współczynnik jest równy T i

dla tej funkcji w nierówności (8) zachodzi równość. Funkcja ta spełnia 

równanie (6).

Przejdźmy obecnie do zastosowania podanych wyżej twierdzeń do oszaco

wania pewnych funkcjonałów w klasie S^.

1. Połóżmy

N

U(h) = ^  iXm (h(zn ) - h (O) ), (9)

m=l

gdzie hfeH(U), ni = 1,...,N - dowolne liczby rzeczywiste, z^, m =
N ^

= 1, • • • ,N - dowolne liczby z przedziału (-1,1), 2 Z  zm '>0 > Niech dodatko-
m=l

wo A  i z , m = 1,...,N będę takie, aby różniczka (5) nie znikała toż-m m  P
samościowo w żadnym punkcie klasy S^. Z twierdzenia 2 wynika, że dla do-

wolnej funkcji f 6 zachodzi nierówność :

f v N 1 r , z z (f (z ) - f(z )) ")
Re * m * h lo9 [f(0) T T F T f T r "  '"i"7 (1 " f (zm 5 f (zn >>] ) ^„ _ m n m n Jv m ,n=l

N

>  X  ^ ^ n l09 (1 " zmZn>* (l0>
m , n=l

W przypadku, gdy m. = n, przyjmujemy jako wartość ilorazu 

f(zm> " f(zn>

wartość f^z^). Nierówność (10) jest dokładna oraz istnieję funkcje f £ S ^ ,  

któro realizuję w niej znak równości.
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Dla funkcji tych zachodzi związek :

V "  , , f(?) V  , n  zm (f(zm ) " f(?))
-  2 _  m  ^  p w r  +  Z -  m  9  - r r r i T T — r r r  +

m=l m=l

N

+ log(l - f(zm )f( ?))] = Y 1  V ° 9 (1 ~ S * J -  ( « )
m=l

IV nierówności (10) możemy położyć np. X  = 1, z, = z, ponieważ wtedy
Rróżniczka (5)nie znika tożeamościowo w żadnym punkcie f £ s £  np. nie ze

ruje się dla h = f. Zatem dla z rzeczywistego, 0 < | z | < l ,  otrzymujemy 

nierówność:

| f'(z)|f'(0) >  -i - i  z2
z'1 1 - f2 (z)'

D
która jest w klasie nierówności? dokładną, a funkcja ekstremalna
f(ę) spełnia równanie funkcyjne:

T C z ' S ? k ) (f(z) - ~ ? z ) .

2. Połóżmy teraz w nierówności (8)

N

L(h) = ] T  *.m (h(zm ) - h(0)), (12)
m»l

gdzie X m i zffl dla m » 1,2,...,N są takie, jak dla funkcjonału (9). 

Funkcjonał (12) spełnia oczywiście warunek (4) i L(l) =» 0, zatem stosu

jąc twierdzenie 2 dostajemy, że dla każdej funkcji f 6 s ^  zachodzi nie
równość :

Re V -  , , i  r zmzn f/(0) (f(zm> " f(zn>) 1 „
2 _ / m V 0^ f T ż m- m z n ) (zm - zn 5(l - f(zm )f(zn ) ) J <  
m , n=l

- z
m , n=l

^ m V ° 9 (;L " zmzn>- (13)
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Funkcje ekstremalne f(?) spełniaję równanie:

N N
zm

<Zm -" 2  5tm 1°9 ę T O t  + * m  [l03
m=l m=l

N

- log(i - f(zJf(S))] = - ^  ¿„logii - 2m ?)* (14>
m=l

Przyjmujęc w szczególności N ■ 1, X. a 1, z* » 2 ^ 0  dostajemy, źe
D 1 1

dla każdej funkcji f 6 s J  prawdziwa jest nierówność:

ą a
z 1 - z

gdzie z 6 (-1,1) i z # O. Nierówność ta jest dokładna, a funkcja ekstre

malna f(?) spełnia równanie funkcyjne:

f(z) - f (?) f'(0) z - ę
i - f(z')f(?) ■f(z)fi,0  = Tf ~ l  T)z~%

2. Przyjmijmy w nierówności (8) 

N

i 7.m mL(h) - Y .  1 V ' izm > ‘ (15)
m°l

gdzie: - dowolne liczby rzeczywiste, zm - dowolne punkty przedziału

(-1,1). Funkcjonał (15) spełnia oczywiście warunek (3) i L(l) = O. Zakła

damy dodatkowo, źe 7- i z , m = 1,...,N, sę takie, aby różniczka (5)_
nie znikała tożsamościowo w żadnym punkcie f € S^. Wstawiajęc (15) do (8) 

otrzymujemy :
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przy czym w wypadku m = n przyjmujemy :

f'(Z'")f'Zn ) 1 li,------------------------------------------- _   =  lim
(*„ - zn )2 z - z . L (f (zm ) - f (z)):

<zm - Z >‘

d f (z)3z fł( z ) ,

f"(z )1 , m \
2 < t t ż - r }

2^

= I  !>(* ).* I6 (_ m '' mj ‘

(17)

gdzie [f(z),z] oznacza operator Schwarza w punkcie z.

Nierówność (16) jest dokładna w s£ i funkcja ekstremalna f(S) spełnia 

równanie funkcyjne:

,  f'izm> 1 , ę
Z -  f(zn ) -- r rf T • - 1 - f(zm ) f ( a  +
m=l

; ] •

= £  V
f ' U J

{run -. m ' m
m=l

Dla N = 1, /tj = 1, z1 = z dostajemy, że różniczka (5) jest różna od 

zera dla h = f, zatem wstawiając te dan6 do (16) i maj?c na uwadze (17), 

otrzymujemy nierówność:

_ i f(z),z ] 4  S _  . 
1 J (i - z2 )2 (i - r ( z ) r

dla z £(-1,1). Nierówność ta jest dokładna w s(̂  i funkcje ekstremalne 

f(?) spełniaj? równanie funkcyjne:

r łH  - T h r  - f'(z) 1
TTTt " z-

3. Zastosujemy obecnie twierdzenie 2 do funkcjonału (-i)L, gdzie L 

jest postaci (15). Funkcjonał ten spełnia założenia twierdzenia 2, zatem 

zachodzi nierówność :
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przy czym w przypadku m = n przyjmujemy (17). Nierówność (18) jest dok- 

ładna w i każda funkcja ekstremalna f(ę) spełnia równanie:

N

Z
mai

f(2s> 1
TTT J  - r m  -

f'(zm )f(5)

r ^ T T z - r r r ę T  l - ę * .

f'(z ) ,

^  V W  V *m=i

W nierówności (18) możemy przyjęć N = 1, X  « 1, z^ = z, gdyż wtedy 
różniczka (5) nie zeruje się dla h = f, zatem pamiętajęc o (17), ot rzymu- 

jsmy nierówność:

------->r-»r
(1 - h )

0(f (;

(1 - f£ (z))

dla zfc(-l.l). Nierówność ta jest dokładna w i funkcje ekstremalne

f(£) spełniaję następujęce równanie funkcyjne:

f'(z) , f'(z)f (5)
r ę r r  - f w  i - f U t f

f(z) 1
(z)t(ę) “ Z - ę ~ 1 - ę Z = TTz) " z*

4. Niech ) X . ( będzie dowolnym cięgiem liczb rzeczywistych ta
L j=i

kim, że

1
T7

lim sup | A-n] <  1. (19)

Na mocy twierdzenia Tóplitza £2] istnieje funkcjonał L €  H(U) taki, że 
L(zn ) = i^y,» n = 1,2,..., L(l) = 0 oraz różniczka (5) nie zeruje się dla 

h = f. Przyjmujęc oznaczenia

i". ^
m , n=0

- logii - f(z)f($)) = bmnzY ’
m , n=l



p
wnioskujemy z twierdzenia 2, że dla każdej funkcji f € Sj zachodzi nie

równość :

/> X  *■ (-a + b . (2 0 )Z-— , '"'m n mn mn '^ 2.. . m
m,n=l m=l

GO _____________________________________________________ _______________ 0« Śmigielska

Nierówność ta jest dokładna i dla każdego T 6(0,1) istnieje funkcja eks

tremalna, której pierwszy współczynnik jest równy T i funkcja ta

spełnia następujące związki:

X  V amn " bmn> “ “ TT' " ' 1 '*”  
m=l

C XC3"C>.

Im I i  V n o )  = °-
m=l

Biorąc zamiast L funkcjonał (-i)L możemy zastosować twierdzenie 2.
RWobec tego dla każdej funkcji f 6 ma miejsce nierówność:

e>o 2̂.

X I  * mV am n + bm n ) <  Z  ir -  <2 1 >
m ,nal mn1

Nierówność ta jest dokładna i dla każdego T 6  (0,1) istnieje funkcja eks

tremalna, której pierwszy współczynnik wynosi T i funkcja ta spełnia 
związki:

cx> ^

X  (a + b ) « “*“» n = 1,2,.. cX  . m mn m n ' n ' * '
m=l

oraz

Re I i L  V . o ]  “ °- 
l m=l J

Nierówności (20) i (21) są odpowiednikami nierówności Grunsky'ogo- 

Nehariego dla funkcji klasy 3^.
Zauważmy na koniec, że spełnienie nierówności (20) i (21) dla każdego 

ciągu spełniającego warunek (19) jest równoważne spełnieniu

nierówności (8) dla każdego funkcjonału L oraz (-i)LGH(u), gdzie L 

spełnia warunek (3) i L(l) = 0, Wynika to także z twierdzenia Tdplitza
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o ogólnej postaci funkcjonału z h '(U). Nierówność (B), mimo pozorów, nie

jest więc mocniejsza od nierówności (20) i (21) i dlatego można j? nazwać
p

nierówności? Grunsky'ego-Nehariego dla funkcji klasy

Połóżmy w nierówności (20) ^  = 1 i = O dla n >2. Ponieważ a^1 =

= a-j - a2 , b^1 = b2 , więc otrzymujemy następujące oszacowanie:

- (a3 - a g ) <  1 - b2 . (22)

Równość zachodzi dla jednoparametrowej rodziny funkcji, których pierwszy 

współczynnik wynosi T i funkcje te spełniaj? równanie:

- T (j j £ j + f(z)) + i  + z = a2 , (23)

czyli

f (z ) = Tz + a2 z2 + (a| + T2 - l)z2 + (a2 + 3a2T2 - 2a2 )z4 + ...
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H E K O T O P h lE  O C O E E H H h f f i  C J i y 4 A H  H E P A B E H C T B A  m H C K H - H E X A P H  

M A  4> y H t < W r i  K J I A C C A  S ^ T  H

P  e  3  io  M e

B  p a ö o T e  n p H i i e H e H O  H e p a B e H C T B o  r p y H C K H - H e x a p u  a j m  o u ö h k h  H e K O T o p u x  i p y m c -  

ItM 0 HSL4 O B  B  K j i a c c e  O A H O J I H C T H U X  o r p a H H V e H H U X  H C H M U e T p H M H U X  { ly H K U H f t  B e A H H H I -  

h o h  x p y r e  u. O S c y x A e H a  n p o ö j r e w a  M a K C H u y x a  t J i y H K n B o H a j i a

Re [l2 (1o9 I S ą l d J l l )  _ |L |2 (log(l - f(z)f(?)))] , f £ S*

r A e  $ y H K i i a o H a J i  L  B u ó p a H  c x e A y u H M  o 0 p a 3 o u :

N

L ( h )  i \ ( h ( z m ) - h ( 0 ) ) .

m a l

N

L(h) - X  (*,).
m = l

W s  h€H (u ), A.J ANe r h z1, . . . , z Ne (-1.1).
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SOME PARTICULAR CASES OF THE GRUNSKY-NEHARI INEQUALITY 

IN THE CLASS S^T AND S^

S u m m a r y

In this paper the generalized Grunsky-Nehari inequality has been
Rapplied to estimate some functionals in the class S^ of univalent, 

bounded and symmetric functions in the unit disk U. We have been consi

dered the problem of the maximum of

Re [ l 2 (1o 9 f (z ). :-g-f.(-i2) - |L |2 (log(l - f(z)f (?)))] , f 6 S

where the functional L has been chosen as follows :

N

L(h) = i^m (h(zm ) - h (0)),

m=l

N

L(h) = i V ;<Zm>'
m=l

where h £  H(u), ^ , . . . , ^ 6  |R and ,... , zfJ —  (-1,1).

O' 
r-i


