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Mieczystaw KUCHARZEWSKI

PEWNA METODA OKRESLENIA FUNKCJI W SPOSOB UWIKELANY

Streszczenie. Praca ma charakter dydaktyczny. Jej celem jest
sprecyzowanie pojecia funkcji okreslonej w sposéb uwikdany, wyjas-
nienie jego wkasnos$ci oraz uproszczenie rozwazan z tym pojeciem
zwigzanych. Oznaczmy przez P 1 Q dwa niepuste zbiory i niech D
bedzie roéwniez niepustym podzbiorem P. Praca zawiera mozliwie pro-
ste okreslenia funkcji p : D- Q w sposob uwiktany przez roéwnanie
F(X,y) = 9qQ, gdzie F jest odwzorowaniem okre$slonym w pewnym pod-

zbiorze fic P x Q, o wartoéciach w Q . Pokazane se proste warunki
wystarczajace i konieczne na to, aby takie réwnanie okres$lato funk-
cje w sposéb uwiktany. W przestrzeniach topologicznych sprecyzowano
pojecie funkcji okreslonej w spos6b uwiktany lokalnie w ustalonym
punkcie (XO>V0)» Oméwiono twierdzenie klasyczne o odwzorowaniach

uwiktanych, uzasadniono jego zatozenia na podstawie podanych wkas-
nosci i przytoczonych przyktadéw. Jako zastosowanie udowodnione glo-
balne twierdzenie o przedstawieniu uwikfanym m-wymiarowej hiperpo-

wierzchni regularnej, klasy Cg w przestrzeni Rn. Wszystkie roz-

wazani se mozliwie proste, a jednoczes$nie bardzo og6lne, ilustrowa-
ne licznymi przyktadami, ktdére uzasadniaja celowos$¢ wprowadzonych
definicji i przyjetych zatozen. Proponowane ujecie tematu powinno
znacznie utatwié¢ zapamietanie twierdzen i ich stosowanie.

Pojecie funkcji odgrywa podstawowg role we wszystkich dziedzinach ma-
tematyki, a takze w jej zastosowaniach. Znane sa ro6zne sposoby okreslania
funkcji. Najlepiej jest, jezeli wartosci funkcji sa okreslone przez wyra-
zenie analityczne od zmiennej niezaleznej. Niestety, takie okreslenie moz-
na poda¢ tylko dla stosunkowo nielicznych funkcji. Wiele waznych funkcji
Jest zadanych za pomoca pewnych réwnan, w ktérych wartosci zmiennej nie-
zaleznej wyznaczaja wartosci funkcji. Nie zawsze takie wyznaczenie jest
tatwe, a czesto wrecz niemozliwe. Wtedy ograniczamy sie do stwierdzenia,
ze taka funkcja istnieje. W wielu przypadkach, szczeg6lnie teoretycznych,
takie stwierdzenie w zupe#no$ci wystarcza. Méwimy wtedy, ze funkcja jest
okreslona w sposéb uwiktany. Takim w#asnie okresleniem funkcji zajmiemy
sie w tej pracy. Sprecyzowana zostanie odpowiedZ na pytanie co to znaczy,
ze funkcja jest okreslona przez réwnanie w sposob uwikdany oraz podane
zostang pewne proste warunki konieczne i wystarczajace na to, aby dane
rownanie przedstawiato funkcje w spos6b uwiktany. Dalej wprowadzone zo-
stanie pojecie funkcji okreslonej w spos6b uwiktany lokalnie w Jakim$
punkcie, a nastepnie przytoczymy bez dowodu warunek wystarczajacy na to,
aby roéwnanie przedstawiato lokalnie w danym punkcie pewna funkcje w spo-
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so6b uwiktany. Na zakonczanie pokazano pewne zastosowanie do dowodu twier-
dzenia o przedstawieniu uwikdanym hiperpowierzchrli w Rn. Praca ma charak-
ter dydaktyczny i dlatego nie zawiera dowodéw. Rozwazania podane tutaj
maje umotywowaé i uzasadni¢ znaczenie warunkéw wystepujacych w defini-
cjach 1 twierdzeniach. Dlatego praca zawiera stosunkowo duze liczbe przy-
k¥adow.

Funkcje mozna okresli¢ réwniez przez dziatania nieskorniczone jako gra-
nice pewnych ciegéw, sume szeregédw lub produkt iloczynéw nieskonczonych
wzglednie warto$¢ utamoéw +*ancuchowych, ale tymi sposobami przedstawiania
funkcji nie bedziemy sie tutaj zajmowac,

1. Okres$lenie funkcji w spos6b uwiktany

Rozwazania bedziemy prowadzi¢ najpierw bardzo ogdélnie, aby mozna je
byto zastosowac¢ do wszelkich mozliwych przypadkéw przez odpowiednie spe-
cjalizacje. Z drugiej strony rozwazania og6lne bede stosunkowo proste,
bo nie zaciemniaje ich specjalne wkasnosSci wystepujecych tam pojec.

Oznaczmy przez P x O produkt kartezjanski dwéch niepustych zbioroéw
Pi10. Niech it bedzie réwniez niepustym podzbiorem tego produktu

Q cPxQ, Q i P.
Zaktadamy, ze dane jest odwzorowanie, (funkcja),
F -0.- Q

i pewien element g 60Q.

Zanim przejdziemy do okreslenia odwzorowania (funkcji) w sposob uwik-
tany, przypomnimy najpierw pojecie wykresu odwzorowania (funkcji).

Niech *f bedzie odwzorowaniem podzbioru Dtp w O, tzn.

D-<0, 0 c P. (1.1)

Def. 1.1. Wykresem odwzorowania y nazywamy nastepujecy podzbidér pro-
duktu P x Q

I/ykres ip = {(x,y(x))j xeD}. (1.2)

Podamy teraz definicje funkcji okreslonej w sposob uwiktany.

Def. 1.2. Mowimy, ze roéwnanie

F(x,y) =49Q, (x,y)69 (1.3)
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okresla funkcje (.1) w sposéb uwiktany, gdy zbidér rozwigzan réwnania
(1.3) jest identyczny z wykresem odwzorowania (1.1), tzn. gdy zachodzi

réwnoscé
{(x.y): F(x,y) =49Qr = {(x,f(x)); xe O} . 1.4

Dla zilustrowania tej definicji podamy szereg przyktadow. M tych przy-
ktadach wykorzystujemy fakt, ze zbidér rozwiagzan réwnania F(x,y) = qo nie

zmieni sig, gdy roéwnania to zastapimy przez roéwnanie réwnowazne.

Przykdtad 1. Niech P=0=R, Q=RxR, qgQ =0 oraz F(X,y) == 2x-y+"
Korzystajac z powyzszej uwagi mozemy napisaé ciag réwnosci; |(x,y)6 Féa;
2x-y+1 = 0} = {(x,y)ER ; vy = 2x+1} = |(x,2x+1), x6 r|]. A wiec rdwnanie

2x-y+l1 = 0 dla (x,y)6 R przedstawia w spos6b uwiktany funkcje (@ : R «~aR

okreslong wzorem <P(x) = 2x+I, (rys. 1).

Rys. 1 Rys. 2
Przyktad 2. Niech P=0=R, ft=RxR, F(x,y) := 2x-«y+l oraz qQ =0.
Rozwazmy dwa przypadki ocf 0 i1 oC= 0.
Oezeli OCFf 0, to otrzymujemy woéwczas ciag roéwnosci: |(x,y)S R2;
2x-@y+1 = 0} = {(x,y)6R2;y " x +5%}= {(x ™ x + 1i); xe R}. Wniosku-

jemy stad, na mocy definicji 1.2, ze roéwnanie 2x-ocy+l = 0 dla (x,y)eR2
przedstawia w sposob uwiktany funkcje f : R—» R okreslong wzorem ty (x) =
=] x & i, (rys. 2).

Oezeli OC= 0, to roéwnanie 2x - Oy + 1 = 0 dla (x,Y)ER nie przedsta-
wia w sposéb uwiktany zadnej funkcji. Innymi stowami, nie istnieje funk-
cja *f: D-*-R, D j (@, OCR, dla ktérej zachodzitaby réwnos¢:

{(x,y)ER2* 2x + Oy + 1 * 0o} = {(x,<F (x)); xeD f fij. (1.5)
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Istotnie, gdyby taka funkcja istniata, to, poniewaz punkty (- j, 1) i
(- i, 2) naleze do lewej strony réwnania (1.5), musiatyby one nalezeé
takze do strony prawej, tzn. musiatoby by¢ <P(- g-) = 1 i jednoczes$nie
ip(- |.) = 2, co jest oczywiscie niemozliwe (rys. 2).

Przyktad 3. Niech P = Q = R, 2 F(xfy) = x2 + y2 - 1 oraz qQ = O.

zbior {(x,y)ER2j x2 + y2 - 1 = 0o} przedstawia okrag o promieniu 1 i
o Srodku w poczatku ukdadu wspéirzednych. Réwnanie to nie przedstawia
jednak zadnej funkcji w sposéb uwikdtany. Gdyby bowiem taka funkcja 9 ist-
niata, to, poniewaz punkty (@©,1) i (0,-1) loza na danym okregu, funkcja
ta musiataby przyjmowaé¢ wartoséci ~ (0) = 1 i jednocze$nie ~(0) = -1, co

jest niemozliwe (rys. 3).

Rys. 3 Rys. 4

Przyktad 4- Niech P = 0 = R, ft = Rx<0,«j), "F(X,y) »ZXL +2yL —ll oraz
go = 0. Mamy wtedy cieg réwnos$ci: i(*#/)6 Rx<0,°°); x +y -1 =0 »
= {(x,y)6 Rx<0,00); y =1]1-x2"}= {(x-11-x29< xe<-1. 1>}. A wiec roéwna-
nie x2 + y2 - 1 = 0 przedstawia w zbiorze Rx<0,00) w sposéb uwik¥any
funkcje o :<-1,1>--R okreslona wzorem f(x) = w przedziale
<-1, 1>, (rys. 4).

Przyktad 5. Zbidér rozwigzan réwnania x2 + y2 + 1 = 0 dla (x,y)6R2
jest pusty, a wiec rownanie to nie przedstawia zadnej Tfunkcji w sposéb

uwiktany, rozwazamy bowiem tylko funkcje o niepustych dziedzinach.

Przyktad 6. Niech P = Q-R, SI:RZ, F(x,y) := x2 + y2 oraz qQ = O.

Zbidér rozwigzan réwnania x2 + y2 = 0 dla (x,y)€ R2 sktada sie z jednego
punktu (0,0), a wiec réwnanie przedstawia funkcje okreslong tylko w punk-
cie x = 0 i przyjmujaca wartos¢ ~(0) = 0. Mamy bowiem cigg roéwnosci:
{(x,y)6 R2; x2 + y2 = oj- = ~(0,0)} = {(0.F(0)); f (0) = o}.
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2. Warunki na to. aby roéwnanie okreslato funkcje w sposob uwiktany

Z podanych wyzej przyktadéw widaé, ze problem czy dane réwnanie okre$-
la funkcje, czy nie okresla funkcji w sposéb uwiktany, nie zalezy od re-
gularnosci odwzorowania, ktére wyznacza to réwnanie. Zauwazmy, ze wszyst-
kie funkcje wystepujece w podanych wyzej przyktadach se analityczne, a
mimo to odpowiednie réwnania w pewnych przypadkach okreslaje, w innych
nie okreslaje funkcji w sposéb uwiktany. Réwniez dziedziny tych funkcji
se bardzo rdézne. Okazuje sie, ze roéwnanie okresla funkcje w sposéb uwikta
ny wtedy, gdy jego zbidér rozwiezan ma pewne specjalne whasnosci, ktore
w dalszym ciegu podamy. Najpierw oméwimy kilka poje¢, ktére bede potrzeb-

ne.

Dof. 2.1. Zbiér ZCP x O nazywamy zbiorem jednolistnym wzgledem P
(pierwszego czynnika), gdy dla kazdego xeP istnieje co najwyzej jedna
wartos¢ y6Q tak, ze (x,y)6 Z.

Uwaga 2.1. Podzbidér pusty lub jednoelementowy produktu P x Q jest
jednolistny wzgledem P.

Uwaga 2.2. Wykres kazdego odwzorowania ™" : 0-*-Q, gdzie DCP, jest
jednolistny wzgledem P.

Def. 2.2. Rzutem podzbioru ZCP x Q na pierwszy czynnik, czyli na P,
nazywamy przyporzedkowanie kazdej parze (x,y)€Z pierwszego elementu tej
pary, tzn. odwzorowanie HT1 : Z-"mP okreslone wzorem -""(z.y) = X.

Rzut ma nastepujece whkasnosci.

Uwaga 2.3. Rzut zbioru ZCP x Q jest wtedy 1 tylko wtedy zbiorem
pustym, gdy sam zbidér Z jest pusty, tzn.

Jy2) =1<=>27 =13

Uwaga 2.4. Rzut wykresu odwzorowania < : D -*md, gdzie OcP, jest
identyczny z dziedzine odwzorowania, tzn.

Rzut { (x,<f>(x)); x 6 d} = D.

Na podstawie definicji 2.1 mozemy teraz sformutowaé nastepujecy waru-
nek konieczny i wystarczajecy na to, aby réwnanie okreslato w sposoéb
uwikdany pewne funkcje.

Wniosek 1, Warunkiem koniecznym i wystarczajecym na to, aby rdéwnanie
(1.3) okreslato w sposéb uwiktany pewne funkcje jest, aby zbior rozwiezan
tego roéwnaia byt niepusty i jednolistny wzgledem zbioru P.

D. Konieczno$¢ wynika natychmiast z faktu, ze wykres funkcji jest zbio
rem jednolistnym wzgledem P, (uwaga 2.2), 1 niepustym, (rozwazamy tylko
funkcje o niepustej dziedzinie).
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Niech teraz zbidr rozwigzan réwnania (1.3), tzn. zbior

{(x.y)eqQ i F(x,y) = qQ} (2.1)

bedzie niepusty i jednolistny wzgledem P. Oznaczny przez D rzut tego
zbioru na P. Zgodnie z uwage 2.3 zbidér ten jest réwniez niepusty. Moze-
my teraz okresli¢ funkcje “fw zbiorze D nastepujaco: dla kazdego Xx£D
niech i(x) oznacza jedyna warto$s¢ y taka, ze (X,y) spednia roéwnanie
F(x,y) =,9 . Z jednolistos$ci zbioru (2.1) wynika, ze taka wartos$¢ istnie-
je co najwyzej jedna. Istnienie takiego elementu wynika z tego, ze X
nalezy do rzutu zbioru (2.1) na P. Z okre$lenia funkcji wynika dalej,

ze wykres *f zawiera sie w zbiorze rozwiazan, tzn. zachodzi inkluzja

(2.2)

Dla pokazania inkluzji przeciwnej niech (x/y) nalezy do (2.1). Wtedy
rzut (ST.y") = X6D. Gdyby f (x) £ y\ wtedy zbidr rozwigzan (2.1) nie bytby
jednolistny wzgledem P, a wiec musi by¢ 'y = FX") i (x\V) nalezy do
wykresu odwzorowania P . Mamy wiec inkluzje przeciwna, czyli zachodzi réw-
nos¢ (1,4). Oznacza to, ze P :D-*-Q jest okreslona w spos6b uwiktany
przez roéwnanie (1.3).

Uwaga 2.5. Poniewaz odpowiednio$¢ miedzy odwzorowaniami a ich wykresa-
mi jest wzajemnie jednoznacza, przeto funkcja okreslona w spos6b uwikkany
przez dane roéwnanie jest jedyna.

Podamy jeszcze kilka przyktadéw, ktore ilustruja dalsze wkasnosci TFTunk-
cji okreslonych przez réwnania w sposéb uwiktany.

Przyki?dl7. giech p=0=R, Q =R2, F(X,y) =xt - y» oraz q_ = 0.
Réwnanie x -y ®m 0, (x,y)6R nie okresla zadnej funkcji w sposoéb
uwiktany, bo zbidér rozwigzan tego roéwnania przedstawia dwie proste prze-
cinajace sie w punkcie (0,0), nie jest wiec zbiorem jednolistnym wzgle-
dem oxi X, (rys. 5).

Rys. 5 Rys. 6
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Przyktad 8. Niech P = 0 = R, o= Rx<jO,°<>). F(x.v) =X -V oraz
gqQ = 0. W tym przypadku zbiér rozwiezan réwnania x~ - y2 =0, gdzie
(x,y)eRx<0,00), jest niepusty i jednolistny wzgledem osi X, a wiec na
pewno przedstawia jaka$ funkcje w sposéb uwiktany.

Poniewaz rzut zbioru rozwiezan danego roéwnania pokrywa catg os X, (R),
funkcja taka jest okreslona dla wszystkich x. Dla jej wyznaczenia rozwaz-
my zbidér rozwiezan podanego réwnania. Mamy cieg roéwnosci: {(X,y);
Rx<0,00); x2 - y2 = 0} = {(x,y)6Rx<0,0c);y -\X7J = {(X,y)6 RrRx<0,00);
y = IxX1} =, {(x,I1x1)< x €Rj. A wiec réwnanie x2 -y 2 = 0dla
(x,y)e Rx<0,<x>) okresla w spos6b uwiktany TFfunkcje : R—-»R podang
wzorem *F(x) = |x], (rys. 6).

Przyktad 8 pokazuje, ze chociaz odwzorowanie F jest analityczne,
funkcja okreslona przez odpowiednie réwnanie moze nie mie¢ nawet pier-
wszej pochodnej w jakim$ punkcie.

Podamy teraz warunek wystarczajacy i konieczny na to, aby réwnanie (1.3)
okreslato zadana funkcje If : 0-*-Q, DCP i D jfji w sposoéb uwiktany.

Wniosek 2. “"//arunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby rdéwnanie
(1.3) okres$lato w sposéb uwiktany funkcje < : D-*-Q, gdzie DCP i Dfp,
jest, aby spednione byty nastepujace warunki:

Rzut j(x,y)E 52 i F(x,y) = gQj = D = dziedzina Y , (2.3)
dla kazdego x£D Ffx."ffx)) = qQ, (2.4)
funkcja Y spedniajaca (2.3) 1 (2.4) jest jedyna. (2.5)

Warunek (2.5) mozna zastgpi¢ innym warunkiem (2.6).
"Zbiér rozwigzan réwnania (1.3), tzn. zbiér

{(x,y)en ; F(x,y) = qQ} (2.6)
jest jednolistny wzgledem P.
D. Pokazemy najpierw konieczno$¢ podanych wyzej warunkéw. Dezeli
jest okreslona przez réwnanie F(X,y) = qQ, wtedy na podstawie definicji
1.2 zachodzi roéwno$¢ zbioroéw:

{(x.y)eii ; F(x,y) = qof = {(x,F(x))j x6d}. .7

Z rownosci zbioréw wynika roéwnos¢ ich rzutéw, a rzutem wykresu odwzorowa-
nia Jest jego dziedzina, (uwaga 2.4). Wynika stad, ze musi zachodzi¢ wa-
runek (2.3). Warunek (2.4) jest konsekwencje zawierania sie prawej strony
rownosci (2.7) w lewej. Dedynod6¢ funkcji Y wynika z uwagi 2.5, ze kazda
funkcja okreslona w spos6b uwiktany jest jedyna. Zbidr rozwiagzan jest
jednolistny wzgledem P, bo taki jest wykres odwzorowania, (uwaga 2.2).

Pokazemy teraz, ze warunki (2.3), (2.4) i (2.5), wzglednie (2.3),
(2.4) 1 (2.6) sa wystarczajace.

Z (2.4) wynika inkluzja:

((x/F(x))< x6d] C {(x,y)e5i i F(x,y) = qj. 2.8)
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Dla dowodu wystarczy pokaza¢ inkluzje przeciwne. Niech & ~(x,y)eS2 ;
F(x,y) = ze wzgledu na (2.3), X6D oraz
F(x,y) = dQ. (2.9

Gdyby vy f"ff.x), wtedy funkcja '? spedniajaca (2.3) i (2.4) nie bytaby
funkcje jodyne, a to jest sprzeczne z (2.5). A wiec Yy =<p(x) 1 punkt
x".y") naleze do strony lewej (2.8), tzn. ze inkluzja przeciwna do (2.8)
jest pokazana. Sted wynika réwnosé¢ (2.7), co oznacza, ze TFTunkcja ( jest
okreslona w sposéb uwiktany przez réwnanie (1.3).

Dowéd przebiega zupednie analogicznie, gdy zamiast jedynosci funkcji"?
zatozymy jednolistnos$¢ zbioru rozwiezan wzgledem P, tzn. zatozenie (2.6).

Zauwazmy jeszcze, ze warunki (2.3) i (2.4) nie se wystarczajece na to,
aby roéwnanie (1.3) okreslato w sposdéb uwiktany fFfunkcje "f . Pokazuje to
przyktad 3, w ktérym zbidér rozwiezan roéwnania jest okregiem. Rzut tego
okregu na o8 X jest rowny </-1,1>. Funkcja <P(x) =~\jl-x jest okres$lo-

na w tym przedziale 1 spednia zwiezek (2.4). Funkcja nie jest jedyna,
funkcja "™ (X) = - DI-x1- tez te warunki spednia. Zatem funkcja nie

- . . R . - 2
jest okreslona w sposéb uwiktany przez réwnanie x + vy -1 = 0,(x,y)6R,

bo to réwnanie zadnej Tfunkcji nie okresla. Oczywiscie, nie jest wtedy
spedniony roéwniez warunek (2.6).

3. Funkcje okreslone w spos6b uwiktany w przestrzeniach
topologicznych

Dotychczasowe rozwazania odnosity sie do dowolnych zbioréw P, Q, do-
wolnych réwnan i dowolnych odwzorowan, w szczegélnosci do najwazniej-
szych odwzorowan ¥ : D-*Rn, gdzie DCRm, a n i m se dowolnymi liczbami
naturalnymi.Wprowadzona tutaj ogélnos$¢ rozwazan pozwala unikneé rozpatry-
wania prostych ale k#opotliwych przypadkéw dla réznych wartoéci ni m.
Dla badania odwzorowan ciegtych musimy ograniczy¢ sie do przestrzeni
topologicznych. W takich przestrzeniach mozemy okresli¢ pojecie funkcji
ciegtej oraz pojecie funkcji okreslonej w spos6éb uwiktany w pewnym oto-
czeniu jakiego$ punktu, tzn. funkcji okreslonej w sposéb uwiktany lokal-
nie.

Niech P 1 Q bede przestrzeniami topologicznymi, a w produkcie P x Q
niech bedzie okreslona topologia produktowa. Dla dowolnego punktu
(x0.yo)SP x Q oznaczmy przez U(xQ) otoczenie punktu xQ w przestrzeni
P, a przez V(yQ) otoczenie punktu yO0 w przestrzeni Q. Wtedy produkt
U(xo)xV(yo) stanowi pewne otoczenie punktu (*0.yo) w przestrzeni P x O.

Zat6zmy ponadto, ze = "lg-
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Def. 3.1. Méwimy, ze rdéwnanie

F(x,y) = q0. (x,y)eS2 3.1)

okresla lokalnie w punkcie (xo,yo), w sposéb uwikdtany Ffunkcje f: U(xQ)-»i?
gdy istnieje takie otoczenie u(xQ)xV(yo) tego punktu, w ktérym zbior
rozwiezan roéwnania (3.1) jest identyczny z wykresem odwzorowania f w oto-
czeniu b(xo) punktu xQ, tzn., gdy zachodzi réwnos¢

{5,y )EU(X0)xv(y0); F(x,y) =4dQl = I(x, (X)) xe Uca)m (3.2)

Nie ma jakiego$ prostego zwiezku miedzy przedstawieniem i lokalnym
przedstawieniem funkcji w postaci uwiktanej. Oezeli jakie$ roéwnanie okre-
Sla lokalnie jakes funkcje w postaci uwiktanej nawet w kazdym punkcie,
to sted nie wynika, ze okresla ono réwniez jake$s funkcje globalnie, (przy-
ktad 9). Nie zachodzi roéwniez zwiezek odwrotny, tzn. moze sie zdarzy¢,
ze rownanie okresla w sposob uwiktany pewne Tfunkcje globalnie, a jedno-
czesnie nie przedstawia lokalnie zadnej funkcji w pewnym punkcie, (przy-
ktad 10).

Podamy teraz przyktady, ktére ilustruje podane wyzej sytuacje.

2
Przyktad 9. Niech P = 0 = R, JJ= R , qQ = 0. Zaktadamy, ze P i O maje
zwykte topologie. Niech F : R2-e-R bedzie okreslona nastepujeco:

F(x,y) = (x-y-1) . (x-y+I).
Réwnanie F(x,y) = 0, (x,y)SR2 nie przedstawia zadnej funkcji w spo-
séb uwikdany, bo zbidér rozwiezan

{(x,y)6 R2< (x-y-1) . (x-y+l) = o}

tworzy proste roéownolegte, a wiec nie jest jednolistny wzgledem P.

Natomiast w kazdym punkcie na tych prostych réwnanie to okresla lokal-
nie pewne funkcje w sposéb uwiktany. Na przyktad w punkcie (1.2) istnieje
otoczenie U(l) = (@ - 1 + i) punktu 1w R i otoczenie V(2)=(2-1,2+1)



76 M. Kucharzewski
punktu 2 7 R i istnieja funkcja : (]1—, 3)_»—R réowna “P(x) = x+I, kté-
ra jest przedstawiona w spos6b uwikdany, lokalnie w punkcie (1.2), réwna-
niem (x-y-1) . (x-y+1) = 0 dla (x,y)6U(l) x V(2). Zachodzi bowiem roéw-

nosc : [(x,yde (G, §) x (1,3); (x-y-D(x-y+1) =0} = {(x,x+1); xe(l, IDI-
Przyktad 10. Niech P=Q=R,Q = Rx<iO,PO),g 2: Oorzaz F(x.v) =

x +y - 1. 3alk wiemy, (przyktad 4, rys. 4), réwnanie x +y -1 =0
dla (x,y)gR x <0 ,00) przedstawia poétokrag o Srodku w poczatku uktadu
wspédrzednych i promieniu 1. Réwnanie to przedstawia w spos6b uwiktany
funkcje 1 <C-1, 1>-»«i0.co) okreslong wzorem f(x) = \JI-x . Natomiast
rozwazane roéwnanie nie przedstawia w punkcie (1,0) zadnej funkcji lokal-
nie, bo zadna taka funkcja nie jest okreslona w pewnym otoczeniu liczby 1.
Wynika to stad, ze rzut wykresu odwzorowania <P nie pokrywa zadnego oto-
czenia liczby 1, (rys. 8), Natomiast, jezeli funkcja : D-»-R jest
okreslona w sposéb uwiktany przez réwnanie (1.3) w zbiorze otwartym it
i ma dziedzine otwarta0, to w kazdym punkcie (XO0<VO)E£ ® spedniajgcym
zwigzek F”x0"~o” = qo istn;iej9 otoczenie U(xQ)i V(yQ) funkcja

U(x )-*-V(yQ) okreslona lokalnie w punkcie (x ,yQ) w sposéb uwikkany

przez to réwnanie.

4. Podstawowe twierdzenia o lokalnym przedstawieniu funkcji
w sposo6b uwiktany

W wielu rozwazaniach trzeba stwierdzi¢ czy istnieje funkcja okres$lona
w spos6b uwikdany przez réwnanie (1.3) i ewentualnie obliczy¢ jej pochodne
o ile istnieja. Dla lokalnego przedstawienia funkcji w spos6b uwiktany
istnieja warunki na to, aby stwierdzi¢ istnienie takiej funkcji i ewentual-
nie jej roézniczkowalno$¢. Dest to bardzo wazna whasnos$¢ funkcji przedsta-
wionych lokalnie w sposdéb uwiktany, bo dla funkcji okreslonych globalnie
w sposéb uwiktany takie warunki nie sa znane. Poniewazwzmiankowane warun-
ki zawieraja pochodneczgstkowe wystepujacych odwzorowan, wiec moga by¢
zastosowane tylko w przypadku odwzorowan okreslonych w zbiorach otwartych
Rn i wartosciach w Rm, n i meN.

Najpierw podamy pewien specjalny, najprostszy przypadek tego twierdze-
nia, wazny dla ptaszczyzny, tzn. gdy P = Q = R.

Niech P = 0 = R i1 niech F :54~*-R bedzie klasy C (s~ 1) w zbiorze
otwartymft CR2 i 52y p-

Tw. 1 (szczegélne o odwzorowaniach okreslonych w spos6b uwiktany lokal-
nie ).

Dezeli w punkcie (xo,yo)g Q. zachodzg zwigzki:

FA0"Vo5 = qo* (471)

5yAxcTVor A ox “4*2)

to istnieja przedziaty otwarte (xg-c),xo+6) i1 (y0O-£,y0+£) i odwzorowanie
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ie: (xqg -6 , xq +d)-—~(yQ -£, yQ + £) klasy Cg, okreslone w punkcie
(x0,v0) przez réwnanie F(x,y) = gqQ w otoczeniu (xq -6, x +06) x(y -£,
y0 +£)+

Dowodu nie bedziemy podawaé¢, bo znajduje sie on w literaturze, £I1
ss. 202-203. Pokazemy jedynie, ze warunki (4.1) i1 (4.2) se istotne, tzn.
zadnego z nich nie mozna usune¢. Pokazemy roéwniez, ze warunek (4.2) nie
jest konieczny, tzn. funkcja moze by¢ okreslona w sposéb uwikdany przez
jakie$ rownanie, cho¢ nie jest spedniony warunek (4.2).

Podamy teraz odpowiednie przyktady.

2

© . oak wiemy, (przykdtad 5), roéwnanie F(Xx,y) = X +y2 +1=0 nie

1
przedstawia w spos6b uwiktany zadnej funkcji, chociaz warunek (4.2) jest
spedniony w punkcie (0,1). Mamy bowiem F (0,1) =2y |0 ~ =2 f . Nato-
miast warunek (4.1) nie zachodzi, a wiec jest onistotny.

2°. Wiezmy teraz funkcje F(x,y) = x2 + y2 - 1i punkt (1,0). W tym
punkcie zachodzi warunek (4.1), bo F(I,0) = 0, ale FA(1,0) = 2.0 =0,
tzn. nie zachodzi warunek (4.2°. Réwnanie, jak wiemy (przyktad 10), nie
przedstawia lokalnie zadnej funkcji w punkcie (1,0), (rys. 8). 1 tym przy-
padku niezpomoie nawet zacies$nienie funkcji F do jakiegokolwiek pod-
zbioru R . Oznacza to, ze warunek (4.2) jest istotny.

3°. Zauwazmy jeszcze, ze warunek (4.1) jest konieczny, bo zbidér, ktory
przedstawia wykres funkcji nie moze by¢ pusty, tzn. musze istnie¢ punkty,
ktore spedniaje dane roéwnanie. Natomiast warunek (4.2) nie jest konieczny,
jak pokazuje nastepujecy przyktad.

Przyktad 11. Niech P = Q =R, €=R , g = 0 oraz F(x,y) = x-y3.
Réwnanie x—y3 = 0 przedstawia lokalnie w punkcie (0,0) funkcje
P R-«-R."F (X) = \IX W sposéb uwiktany, ale warunek (4.2) nie jest
spetniony, F~(0,0) = 3y2 |~ = 0, (rys. 9). Warunek (4.2) nie jest wiec
konieczny.

Zauwazmy, ze warunek (4.1) oznacza niepustos¢ zbioru rozwiezan, waru-
nek (4.2) gwarantuje jednolistnos$¢ zbioru rozwiezan w pewnym otoczeniu

punktu (xo,yo). Istotnie, wektor (Fxix0<V0)< Fy~xo"”o” Jest wektorem
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prostopaddym w punkcie (x0»y0) krzywej przedstawiajecej zbi6or rozwie-
zan. Dezeli Fy(x0*Y0) i °< tzn. ze styczna nie jest prostopadta do osi X,
a wiec jest zbiorem jednotistnym wzgledem tej osi. Lokalnie w otoczeniu
punktu (xQ,yo) styczna aproksymuje krzywe (zbidr rozwiezan), a wiec i ten
zbidér rozwiezan jest, co najmniej lokalnie, jednolistny wzgledem osi X,
a jego rzut pokrywa, roéwniez co najmniej lokalnie, pewne otoczenie xQ,
Zbiér rozwiezan przedstawia lokalnie wykres pewnej funkcji. Réwnanie
przedstawia lokalnie w sposéb uwiktany pewne krzywe (rys. 10).

V -
y X yfe) Fy(X.yi)

styczna do zbioru
rozwigzan réwnana

Rx,y)=qo
X

Rys. 10

Zanim sformutujemy twierdzenie ogdélne o odwzorowaniach okreslonych
w spos6b uwiktany, rozpatrzmy inny szczeg6lny przypadek krzywej w troj-

wymiarowej przestrzeni.

Przyktad 12. Niech P = R, Q = R2, qQ = (0,0)6 R2, Q = R3, F:fl.-"R2,
F = (F1,F2), gdzie

FA(X,y,z) = AjJX + Bty + Ckz + D1. (A”~2 + (BjI2 + (C1)2> O,

F2 (x,y,z) = A2x + B2y + C2z + 02, (A2 + (B2)2 + (C2)2 >0.
Oezeli rzed macierzy

f ar B1 c1 j
ApAz B2 C2/

réwna sie 2, to zbiér rozwiezan uk#adu roéwnan F(x,y,z) =0

|(x,y,z) e R3; F(X,y,z) « 0j

przedstawia proste réwnolegte do wektora
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Gezeli wyznacznik

B1 C1
+ 0.

B2 C2

to prosta ta nie jest prostopaddta do osi X, bo wtedy wektor do niej
réwnolegty nie jest prostopadty do tej osi, a wiec jest jednolistna wzgle-
dem osi X i uk#ad réwnan F(x,y,z) = 0, (X,y,z)6 R* okresla w sposéb
uwiktany funkcje "f: R -*R2 "P(P1(x),2 (x)) otrzymane przez obliczenie
z tego ukfadu y i z w zaleznos$ci od x.

Przyktad 12 mozna uog6lni¢ biorec zamiast ptaszczyzn dwie powierzchnie

F1(x,y.2)

"
Ke)
*

e = F(x.y.z) ™)
F (x,y,2)

1]
o)

klasy Cs(s> 1) w pewnym zbiorze otwartym ft CR
Niech (x0.y0.z0) bedzie wsp6lnym rozwigzaniem tego uktadu. Wektory

(Fx (v V 020> Fy(x0-Vo"zo0)- Fz (*0-VO "zo »
<Fx (x0"V0 "zo>- Fy (xo"Vo"zo"" Fz(xo"Vo"zo"

przedstawiajg wektory prostopadte do ptaszczyzn stycznych do tych powierz-
chni w punkcie o .Uo = Ich iloczyn wektorowy, tzn. wektor

1
F}, F F1

z }' } Ex y \

2 2 s o

\Fy’ F, <o0"10-20) z* X (xo-Vvz0> Fx Ff/ (x0"V0 20y

jest wektorem stycznym do krzywej okreé$lajacej rozwiazanie ukdadu (#X).
Gezeli pierwsza wspétrzedna wektora stycznego jest ro6zna od zera, tzn.

x0"*u"z0>

to wektor ten, a wiec cata prosta styczna nie jest prostopadta do osi X.
Gest wiec zbiorem jednolistnym wzgledem tej osi. Poniewaz styczna lokal-
nie aproksymuje zbidér, wiec zbidr rozwiazan bedzie roéwniez jednolistny
wzgledem osi X w pewnym otoczeniu (X0>Y0>Z0)> a Je9° rzut bedzie pokry-
wat pewne otoczenie (xQ). Wtedy, w my$l wniosku 2, uktad @ -*) przedsta-
wia lokalnie pewng funkcje w sposéb uwikdany. Powyzsze rozwazania wskazu-
ja, ze prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 2. Niech P =R, Q 4, € R oraz odwzorowanie
2 \ -
F :ft klasy Cs(s>1) w zbiorze otwartym ft CR .
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Oezeli w punkcie (xQ,yQ,zQ)6 jj spednione se warunki:

F(V yo"zo) " V (4-3>

* 0. 4.4)

N <
N NE

Fy* Fz (x0"V0*zo~

to istnieje otoczenie U(xq)CR i otoczenie V(yo,zQ)CR2 oraz odwzoro-
wanie Pt U(xq)-»-V(yo,zo) klasy C okreslone lokalnie w sposdb uwikta-
ny przez réwnanie F(x,y,z) = qQ w otoczeniu U(xQ) x v(yo,zQ).

Teraz mozemy poda¢ twierdzenie lokalne o odwzorowaniu uwiktanym w ca-
+ej ogdlnosci.

Niech P = rP, Q = R°*, Q6 0 oraz F :Sh - »R~bedzie klasy Gg (s>1)
w zbiorze otwartymi! C R<3 x RAN.

Tw. 3. Oezeli w punkcie (xo,yQ)6 XI spednione se warunki:

F(x0"V0) "™ ~o (4-5>
TFA
Det(~(Xx0.y0)) * 0 ~"Z3 =1<2_..... 9. (4*6)
toistnieje przedziaty otwarte U(xq ,b) = (x0-<5,x0+<5)V(yQ,.E)=(yQ-£,yQ+£)

i odwzorowanie Pt U(xq,5) -*-V(yQ,£E) klasy Cg okreslone lokalnie w punk-
cie (xo<yo) w spos6b uwiktany przez réwnanie

F(x,y) = dQ

w otoczeniu U(xo ,5) x V(yQ,£) punktu (x0,y0).

Dowéd znajduje sie w ss. 202-203.

Uwaga. Odpowiednie twierdzenie o odwzorowaniach okreslonych w sposéb
uwikdany podane w ma, przy naszych oznaczeniach, posta¢ nastepujece.

Tw. Niech F bedzie ciegtym odwzorowaniem okreslonym w podzbiorze
otwartym il C R3 x w klasy wzgledem zmiennych y* ,y2,... ,y~.

F S\ - Rgq
Niech (xQ,y0)6j1 . Uezeli

of
F(xO0.yo) “ 0 i Det(™"(xo»yQ))*0 of.p=1,2,...,q,

to istnieje takie liczby caJ>0 i 6 > 0, ze

@  K(xq,9) x K(yo,£)Cil

i (b) istnieje ciegte odwzorowanie <p :K(xq,S)=*K(yQ,£) o wkasnosciach:

AXEK (po,5) F(X,iP(x)) = 0
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() A x eK(po,d) punkt ¢’y = < (x) jest jedynym punktem w I<(p ,&5) spet-
niajacym roéwnos¢ F(x,y) = O.
Ponadto

= yG.

Dezeli F jest klasy Cg s”l, to réwniez jest klasy Cg.

Przestanki (b) 1 (c) oznaczaje, ze speknione se warunki (2.3), (2.4)
i (2.6) w otoczeniu K(xo0,J) x K(yQ,6) punktu (xo<yo), a wiec w my$l
wniosku (2) odwzorowanie Y jest okreslone w sposéb uwikkany przez réwna-
nie F(x,y) = 0, tzn. zachodzi twierdzenie 3.

5. Zastosowanie

Dako zastosowanie przedstawionych rozwazan podamy okreslenie hiperpo-
wierzchni w sposéb uwiktany. W tym oelu musimy poda¢ najpierw kilka defi-
nicji, w szczeg6lnosci definicje hiperpowierzchni.

Def. 5.1. Hiperpowierzchnie m-wymiarowe Hm w przestrzeni n-wymiaro-
wej Rn (0~ m <n) nazywamy podzbidér Rn taki, ze kazdy punkt xq 6h” po-
siada otoczenie U(xgq) na Hm homeomorficzne ze zbiorem otwartym w Rm.
Hemeomorfizm H:U(xq)->=wRm nazywamy takze lokalnym uktadem wspoédrzednych
na Hm, a odwzorowanie do niego odwrotne h-1 (h(u(xQ))- *-U(xo)- lokalnym
przedstawieniem parametrycznym hiperpowierzchni lub lokalne parametryzacje

Okreslimy teraz pojecie odzworowania regularnego w punkcie oraz war-
tosci regularnej.

Niech f:D-<R”, DC RP, D otwarty, bedzie odwzorowaniem podzbioru ot;-
wartego D w przestrzen Rq klasy C . Odzworowanie daje sie przedsta-
wi¢ jako cieg g-sktadowych od p-zmiennych,A x(X,-..,xp)6 D

f(x) = Fix1l xp) = (F1(X--.-. Xp) fq (x1 Xp)) =
= (f~x1)) i=1,2 p, oC= 1,2..... -

Dla odwzorowania f mozemy utworzy¢ w kazdym punkcie macierz z4ozone
z pochodnych czestkowych  funkcji sktadowych. Nazywamy je macierze

Dacobiego odwzorowania

- (SL-) oC= 1,2 ....... i-1,2..... (5.1)
d " &%
Macierz Dacobiego ma g-wierszy i p-kolumn. W ustalonym punkcie xQ6 D
jest té macierz liczbowa.

Def. 5.2, Méwimy, ze xQ jest punktem regularnym odwzorowania f, gdy
rzed macierzy Dacobiego w tym punkcie jest maksymalny, tzn. roéwna sie

min  (p,q)-
rz(1£(x0)) = min (p,q). (5.2)
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Def. 5.3. Hiperptaszczyzne Hm nazywamy klasy Cg, Jezeli kazdy punkt
nalezy do obrazu jakiego$ przedstawienia klasy Cg.

Def. 5.4. Hiperptaszczyzne Hm nazywamy regularna, jezeli kazdy punkt
nalezy do obrazu jakiego$ przedstawienia parametrycznego regularnego.

Def. 5.5. Element afcnazywamy wartoscia regularna odwzorowania ¥,
gdy kazdy punkt przeciwobrazu a jest punktem regularnym lub doktadniej
przeciwobraz nie zawiera punktéw nieregularnych, W szczegélnosci, gdy
a(Jif(D), to zbior f” (@) jest pusty i a jest wartoscig regularna.

Przyktad 13. f:R-»R f(X) = sin x. Punktami regularnymi sa wszystkie
punkty rézne od ® + kJt, gdzie k jest dowolna liczba catkowityg, tzw.
punkty, w ktérych pochodna znika. Wartosciami regularnymi sa wszystkie
liczby rézne od 1 i -1. W tym przypadku macierz Oacobiego sktada sie
z jednego elementu (N)* rzad maksymalny oznacza, ze ta pochodna
jest roé6zna od zera. Warto$¢ regularna to taka wartos$é¢, ktdérej przeciwobraz
nie zawiera zadnego punktu, w ktérym pochodna sie zeruje.

Rys. 11

Przyktad 14. Niech F:R"-»R, F(X,y,z) = x2 + y2 + z2. Macierz Oacobie-
go ma postaé¢ (2x,2y,2z) i ma rzad maksymalny w kazdym punkcie réznym od
(0,0,0). Kazda wartos¢ ro6zna od O jest wartoscig regularna, bo a # O
F:l(a) = i(xjy:z)ﬁ R3; x2 + y2 +z 2 :a)ﬁ jest zbiorem pustym, gdy a<O.
Sktada sie tylko z punktéw réznych od (0,0,0), gdy a> 0, a wszystkie ta-
kie punkty sa punktami regularnymi.

Udowodnimy teraz twierdzenie globalne o przedstawieniu hiperpowierzchni
m-wymiarowej Hm w przestrzeni Rn w spos6b uwiktany.

Tw. 4. Oezeli F:& -»Rn-m jest klasy Cs(s>1) w zbiorze otwartymi! CRn,
to przeciwobraz kazdej wartos$ci regularnej jest zbiorem pustym lub jest
m-wymiarowa hiperpowierzchnig regularng klasy C_.

D. Oezeli F (a) jest zbiorem pustym, to twierdzenie jest prawdziwe.
Zat6zmy, ze tak nie jest i niech xq€ F (a). Wtedy

F(x0) = a (5-3)

F jest klasy Cg w ft i xQ jest punktem regularnym odwzorowania F, wy-
nika stad, ze
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rz- j-(x0)) = n-m oC. 1,2,...,n-m, i=1,2,...,n. (5.4)
oxl
Istnieje wiec wyznacznik stopnia (n-m) wyjety z tej macierzy rézny od
zera. Bez szkody dla ogdélnosci rozwazan (wystarczy ewentualnie przenume-
rowa¢ zmienne) mozemy zatozy¢, ze wyznacznik utworzony z n-m ostatnich

kolumn jest roézny od zera. Oznaczajec zmienne X"™X"3,x2=X2,... ,Xm=xm
xm+1—yl,...#xm+n_m:xn:y n-=m zwi(—;zﬁi /(5.—3(3 i {5.4‘5) mozemy przepisa¢ w po-
staci :
F(x0.y0) =a (5>9)
rZ§A|SX Y ) # 0 0C.&7 1.2..... n-m. (5.6)
y

W ten sposdéb speinione se zatozenia twierdzenia o odwzorowaniach okreslo-
nych lokalnie w spos6b uwiktany, (tw. 3), gdzie p = m i q = n-m.

Na podstawie tego twierdzenia istnieje przedziaty otwarte u(xo,5) i
V(yQ,<S) i odwzorowanie ~ :U(xq,5) —-»V(yo,E) klasy Cg okreslone lokal-
nie w spos6b uwiktany w punkcie (xQ,y0) przez réwnanie F(x,y) = qg dla
(x,y )6 U(xq,5) x V(yo,E), tzn. zachodzi rdéwnos¢

(xLYy)E U(xg D) x V(yo(D{ F(x,y) = a] = ((x,)?()); x€u(xo0,%)j,
ktdéra oznacza, ze

F_~(a)n (U(xq ,B) x V(y0,E))) = wykresowi odwzorowania f

A wiec istnieje otoczenie punktu (xo,yo), U(xo0,5) x V(y0,E) takie, ze
przeciwobraz F-""(@ w tym otoczeniu jest identyczny z wykresem odwzoro-
wania. Ale wykres odwzorowania jest homeomorficzny z dziedzine U(xo ,5)
i odwzorowanie x6 U(x0<5)-»(x,y(x) )E U(xo0,5) x V(yQ,5) jest parametyza-
oje regularne klasy Cg, wyznacznik m pierwszych wierszy i m pierw-
szych kolumn réwna sie 1. W ten sposéb pokazalismy, ze kazdy punkt =z =
= (xQiyo) przeciwobrazu posiada otoczenie F_l(a)n(U(xQ,S) x V(yo0 ,6))/\
homeoinorficzne ze zbiorem otwartym U(x ,&) CRm i nalezy do obrazu regu-
larnej parametryzacji klasy Cg, a wiec w my$l definicji F_l(a) jest
m-wymiarowe hiperptaszczyzne regularne klasy C

Na zakonczenie podamy jeszcze kilka przyktadéw zastosowania twierdze-

nia 4.

Przyktad 15. Niech JI = R3. Oznaczmy przez F odzworowanie R?’—"%R2

okreslone nastepujecos

F(x,y,z) := (Alx+Bly+Clz+D1, AgX+Bgy+CgzZn”)

i zatézmy, ze rzed macierzy

AL BL Cly _ 3
A2 B2 C2



Kucharzewski

_.tedy (0,0; £R jest wartoscie regularng, bo kazdy punkt przeciwobrazu
jest punktem regularnym.
Istotnie, rzed macierzy jakobianoi;e]j

OF" ar OF

0X oy Sz Al 01 C1
rz 0 Q =2=rz

OFI' ¢ 4 31- A 32 C2

ax 3y ez

Dak +atwo sprawdzié¢, zbiér F_1(£c,03) jest niepusty, a wiec F_1({0,03)
jest l-wymiarowa hiperpowierzchnig analityczng zawartag w R3. Dobrze wia-
domo, ze jest to prosta.

Przyktad 16. Niech SI = R3. Oznaczmy przez F odwzorowanie F:R3- R
okreslone wzoren:
rocy.z)= x2 = y2 122
Niech a6R bedzie wieksza od zera. Liczba a jest wtedy wartos$ciag re-
gularng, bo F "(a) = {(X,y,z)ER3; x2+y~+z~ = sktada sie tylko z punk-
tow regularnych. Istotnie w takim punkcie

H! ' %' K || “ rzf2x.2y.2zjl = 1,

poniewaz ze wzgledu na warunek x2 + y2 + 22 2 a nie moge wszystkie liczby
2x, 2y, 2z jednoczes$nie znikaé¢. Zbior F_1({a3) 3est niepusty, a wiec

w mysi twierdzenia 4 przedstawia on 2-wymiarowg hiperpowierzchnie anali-
tyczng w R . Wiadomo, ze jest to powierzchnia kuli o $rodku w poczatku
uktadu 1 promieniu \Ta.

Zauwazmy, ze O nie jest wartos$cia regularng, bo przeciwobraz zawiera
punkt (0,0,0), w ktérym odwzorowanie F nie jest regularne. Zbidér roz-
wigzan roéwnania x  + y7 + z2 =0 jest punktom (0,0,0) i nie przedstawia
hzperpowierzchni. Natomiast kazda liczba a<j 0O jJest wprawdzie wartoscie
regularng, ale jej przeciwobraz jest pusty, wiec nic nie okres$la.

Czeste musimy wiedzie¢, jak wielkie jest otoczenie punktu (*0<V0),

w ktorym jest okreslona funkcja zadana w sposob uwikdany przez réwnanie
F(x,y) = qQ lokalnie w tym punkcie. Twierdzenie 1 nic o wielkos$ci tego
otoczenie nie méwi. Pewno oszacowanie togo otoczenia podane jest w pra-

cy [?]1-
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Pewna metoda okreslenia funkcji.
OE QUHOM METOftE OnPE~EJIEHIW «yHKPHH B HEHBHOM BHAE

Pe310me

PaOoTa HMeei AHAAKTaaecKHii xapaKTep. Ee pejibio HBjiaeTCH yTOHHeHae noH-
aiHH jjjyiucuan onpe”eaeHHoft b HeaBHOM Baae, ofibacHeHae ero cboHotb a ynpo-
nieHae CBa3aHHbix o0 hum paccyxaeHHa.

IlyoTb P n Q o0603Ha<tax>T asa aenycTtix uHoxeoTsa a D - noAMKoxecTBo P.

B padoTe padcMOTpaBaeToa bo3Moxho npocioe onpeflejieHae (JiyHKpaa €: D - -Q.
3aaaHHoH ypasKeHaeM F(x,y) = 0, r,ne F ecib oTodpaxeHae onpefleaeHaoe Ha
ficP x Q. npHHHMaionsae 3HaaeHaa b Q # B padoTe npeacTaBaeHu HeoOxoAHMhie a
aooTaToaHue ycjioBaa aaa Toro, aiodu BumeynoMHHyTOe ypaBHeHae onpeaeaaao
$yHKpaio b HeaBHOM Baae. B Tonoaoraa acnoab3yeToa noHaTae (JiyHKnaa onpeae-
aeHHoit b HeaBHou Baae b Toaae (xQ,yo).B btoB padoTe paccMOTpaBaeTca KJiacca-
aecaaa leopeua od oTodpaxeHHax 3aaaHHbix b HeaHOM Baae, ee npeanoaoxeHaa
odcyxaaBTca npa noMoma paoouoipeHaa npauepoB. B xaaecTBe npaaoxeHaa aoaa-
3hiBaeToa raodaabHaa Teopeua o HeaBHOM npeacTaBaeHaa m - MepHoii noBepxHooxa,
peryaapHog aaaooa Cg b npocipaHOTBe Rn. npaBeaeHHue paeoyxaeHHa cpaBHHTeab-
ho npocTK a oaHOBpeMeHHo aosoabHo odmae, cHadxeHH MHoroaacaeHHUMa npaMepaMa,
onpaBabiBaiomHMH qejiecoo6pa3HOCTb uphhhthx npeanoaoxeHaa a onpeaeaeHHS.

IlpeaoTaBaeHHaa TpaKTOBica Bonpooa aoaxHa odaeraaTb sanoMHHaHae paccuoTpeK-
hhx TeopeM a ax npaBaabHoe aonoab3oBaHae.

A METHOD OF IMPLICIT DEFINING OF FUNCTIONS

Summary

The paper has a didactical character. Its main purpose is to precise
the notion of an implicitly defined function, to explain te properties
of this notion and to simplify the related arguments. Let P, O be two
non-empty sets and let D be an, (also non-empty) subset of P. The
paper contains relatively simple implicit definition of function P-Q
by the equation F(x,y) = qQ, F being a map of certainQ C P x 0 into
Q. Simple necessery and sufficient conditions are given under which the
equation really defines implicitly a function. For the case, when P, O
are topological spaces, we precise the notion of a function, which is
implicitly defined locally at the given point (XO0<V0)» The classical
implicit function theorem and its hypothesis are discussed in connection
with the theorem und examples presented in the paper. Further, we apply
the presented method to prove a theorem on implicit representation of
m-dimensional Cg - surface of Rn. The arguments are simple and general,
the examples are intended to illustrate the argumments and to give moti-
vations for the definitions introduced in the paper and the assumptions
made in it. The approach, that wo propose, shoud make the understanding
of the theorem in question and using them essentially more easy.



