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UKLAD MECHANICZNY 3AKO UOGOLNIONA SIES

Streszczenie. Traktujac dyskretny liniowy uktad mechaniczny jako
uog6lniong sie¢ w sensie 3. Bruno 1 L. i/einberga, opisana matroidem,
przedstawiono metode wyznaczania jego odpowiedzi pod wptywem przy-
+ozonego wzbudzenia. Uzyskane zaleznos$ci przedstawiono w funkcji
macierzy odcie¢ 1 wspétczynnikéw roéwnan biegunowych grafu uktadu
mechanicznego. Uzyskano je wykorzystujac wdasnosci uogélnionej sie-
ci oraz uog6lnione zasady Kirchhoffa ujeto w reprezentacji macierzo-
wej .

1. Wprowadzenie

Zastosowanie matroidéw w opisie uktadéw Ffizycznych znajduje coraz wiek-
sze zainteresowanie. Wynika to z faktu, ze pojecia .teorii matroidéw utat-
wiaja opracowanie algorytméw i przygotowanie programéw dla automatycznej
realizacji zadan analizy i syntezy uktadéw fizycznych, $Swiadcza o tym
liczne publikacje, w szczegélnosci na temat zastosowan matroidéw w mode-
lowaniu uktadéw elektrycznych E£11 ,£2] ,£5},4jsl, [lo] -[13] , [17], a ostat-
nio takze w analizie uk#adéw mechanicznych [24] ,[25]-

Matematyczne podstawy teorii matroidéw sformutowat H. ./hitney w 1935
roku £19]. Pod koniec lat piecdziesiatych ponownie tematyka ta zajat sie
W.T. Tutte, ogtaszajac wazne dla tej teorii wyniki, miedzy innymi kryte-
rium graficznosci matroidéw [I5], [16]. Zastosowanie matroidéw do analizy
sieci elektrycznych wprowadzi+ M. Iri [4], a ostatnio rozwija te zagadnie-
nia Recski [12J , [13] .

NV latach siedemdziesigtych ukazaty 3ie roéwniez monografie na ten temat
[71. [15] , Cis] .

W Polsce teoriag i zastosowaniem matroidéw zajnuje sie L. Szamkotowicz
CI31 , M. Borowiecki i M. Zmy$lony [I] , W. Lipski [I7] oraz autorzy [24],
c25].

NV niniejszej pracy wykazemy, ze uogdlniong sie¢ w sensie Bruno i IVein-
berga, opisang matroidem [2] , mozna przyporzadkowaé¢ dyskretnemu uktadowi
mechanicznemu. Stosujac twierdzenia dotyczace uog6lnionej sieci otrzymuje.-
my nowg metode analizy ukdadu mechanicznego bazujaca na macierzy odcie¢ i
macierzy wspodtczynnikédw biegunowych grafu ukdadu mechanicznego [21j, [22] ,

[23].
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Bruno i Weinberg w pracy £2] badali szczegétowo whasnosci pewnych ma-
cierzy o elemsntacn rzeczywistych przyporzadkowanych uktadom elektrycz-
nym. przeprowadzenie analogicznych badan dla macierzy uktadéw mechanicz-
nych o elementach bedacych wielomianami o wspédczynnikach rzeczywistych
zmiennej zespolonej przyniesie moze nowe wyniki i3totne w zastosowaniu
teorii matroidéw do algorytmizacji zadania syntezy uktadéw mechanicznych.

2. Pojecie matroidu i1 wybrane definicje

Istnieje kilka roéwnowaznych definicji matroidu C2],[jL8] - w réznych roz-
wazaniach uzywa sie tej, ktora najlepiej oddaje sens rozwazan.

Ponizej, dla ustalenia oznaczen do tej pory roéznych w réznych publika-
cjach, podajemy dwie definicje wykorzystywane w dalszejcze$ci pracy.

Definicja 1. Matroidem nazywamy pare (E,C),gdzie C jest rodzinag
podzbioréw zbioru skonczonego E, zwanych cyklami, spedniajaca aksjomaty;

(CIl) Jezeli X, YE C oraz X f Y wtedy X(EY
(C2) Jezeli X, Y sa réznymi elementami rodziny C oraz a6 X fiY, to

istnieje Z£C takie, ze Ze(X(JY)\ [a] -

Definicja 2. Matroidem nazywamy pare (E, IB),gdzie [B jJest niepusta
rodzing podzbioroéw zbioru E, nazywanych bazami, spedniajacag warunek:
(BlI') Dla dowolnych Bl1, B26 IB oraz ef 8"\ B2 istniejeFj 6B2 \b,

taki, ze (BI1\ B.

Przyktady matroidéw

Rozpatrzmy graf X = ("X, 2X, 3X), tX - zbidér wierzchotkéw grafu,
X2 - zbiér krawedzi, 3XC1X x 2X * tX. Jako elementy rodziny C roz-
patrzmy podzbiory krawedzi grafu X tworzace cykle proste. Rodzina ta
spednia warunki (Cl) oraz (C2), wiec para (2X,C) tworzy matroid oznaczany
przez P(x) i nazywany matroidem cyklicznym grafu X.

Matroidem jest réwniez para (@X,V), gdzie V - rodzina minimalnych
zbiordow rozspajajacych grafu X. Matroid ten oznaczamy O0(x) i nazywamy
matroidem kocyklicznym grafu X.

Definicja 3. Jezeli [B = : 1€ 1) Jest zbiorem baz matroidu M =
= (E, IB), wtedy IB* = £e \B”~ : i£ 1j Jest zbiorem baz matroidu M~"
okreslonego na zbiorze E. Matroid M* nazywamy matroidem dualnym do
matroidu M.

Rozpatrzmy przestrzen wektorowag (V, +,= ) nad ciatem F, gdzie V jest
klasa funkcji f : E- F, E jest zbiorem skonczonym.

Definicja 4. Wektor f£V nazywamy wektorem elementarnym, jezeli jest
niezerowy i nie istnieje wektor g£ V taki, ze supp gcjsupp f, gdzie
supp f = [ext : eA£E, f(oi) i Oj nazywamy nos$nikiem wektora f.
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Twierdzenie 1. Para Hv = (E,Cv) jest matroidem, przez Cv oznaczamy
klase nos$nikéw wektoréw elementarnych przestrzeni V. M nazywamy
matroidem stowarzyszonym z przestrzeni? V. Dowdéd [2"].

Twierdzenie 2. T' gdzie jV oznacza przestrzen ortogonaln? do
V i iloczyn skalarny (f, g) wektorpw fig zadany jest wzorem (f, g) =
f(e)g(e).-
e6 E
Dowod CI53.

Definida 5. Wektor f6V nazywamy wektorem podstawowym, jezeli jego

wspotrzedne maj? wartosci + 1 lub O.

Definida 6. Przestrzen V nazywamy regularne, jezeli dla kazdego
wektora ftV istnieje wektor podstawowy g 6V taki, ze supp f = supp g.
Oezeli przestrzen V jest regularna, to matroid Mv = (e ,Cv) nazywamy

matroidem regularnym.

Definicja 7. Macierz R nazywamy macierz? reprezentatywn? dla prze-
strzeni V, gdy spednione s? warunki:

1) wiersze macierzy R s? liniowo niezalezne,
2) kazdy niezerowy wektor f6V da sie przedstawi¢ jako kombinacja liniowa

wierszy macierzy R.

Niech X = (1X, 2X, jX, £) bedzie grafem zorientowanym.
Funkcja 1 zdefiniowana jest nastepujeco:

0, jezeli wierzchotek .x. nie jest incydentny kra-
wedzi 2xi 3

AN2xi© Ixj™ =< 17 je°2eli wierzchotek IXS jest poczetkiem krawe-
-1, jezeli wierzchotek jest koncem krawedzi 2Xt

Definicja 8. Wektor f na zbiorze 2X nad ciatem F nazywamy hiper-
X nad ciatem F, jezeli spe#niony jest warunek:

dla kazdego ~x"™ 6jX. (¢D)

i»l

Przez I oznaczamy przestrzen hipercykli grafu X nad ciatem F.

Definicja 9. Dwa wektory g, f okreslone na zbiorze E nad ciatem F

nazywamy wektorami ortogonalnymi, jezeli zachodzi warunek:

y~~ 9(al)f(el) » O. @)
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Definicja 10. Niech g jest wektorem okreslonym na zbiorze "X grafu
zorientowanego X, gdzie 1X = Mx1.1x2 ,... ,jJXmj.
Definiujemy wektor f na 2X nad ciatem F wzorom:

m

fr2xin “ 5z 272XiT IXj ~ 1 Xj) dla kazde9° 2Xi 62X™
3=1

Wektor f nazywamy hiperprzekrojem na zbiorze 2X nad ciatem F.

Przez V oznaczamy rodzine hiperprzekrojow dla wszystkich g okres$lo-
nych na xX; rodzina ta jest przestrzenie wektorowg na 2X 1 nazywa sie
przestrzeniag hiperprzekrojow.

Twierdzenie 3. Przestrzenie | oraz V se ortogonalne [2j.

Twierdzenie 4. Niech X jest zorientowanym grafem, | - przestrzenie
hipercykli, V - przestrzenie hiperprzekrojoéw. Zachodze wtedy warunki:

@2X, Cv) = Q(X) (€))
(X, Cx) = P(X) (O]
Dowdéd Q211.

Zaleznosci (3) 1 (4) wyrazaje roéwnowaznos$¢ matroidow kocyklicznego i
cyklicznego grafu X z matroidami stowarzyszonymi z przestrzeniami
wektorowymi hipercykli i hiperprzekrojéw grafu X.

3. Okreslenie uogdélnionej sieci

Obecnie sformutujemy pojecie uog6lnionej sieci w sensie Bruno i Wein-
berga. Podkreslamy, ze pojecie to ma charakter abstrakcyjny, na razie nie
zwiezany z uktadem Fizycznym.

Uogo6lniona 3ie¢ okresla sie na zbiorze skonczonym E. VI zbiorze E wyod-
rebniamy dwa podzbiory E = E~U Ec, EMI <c = Pi

IE! m "m IEcl = r" Eb “ fel"e2 ..... en-r]" Ec “ {en-r+l an”’

Kazdemu elementowi E przyporzadkowujemy dwie wielkosci uAX) oraz

Vixx) dla i = 1,2,,...n.

1
"W uktadach fFfizycznych se to zmienne przeptywowe.

xx \v uktadach fFfizycznych se to zmienne biegunowe.
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Mozemy wiec zdefiniowaé dwa wektory :

H% |= e

# Va
U Ve
CJ
gdzie wspo6trzedne wektoréw u®, odpowiadaja elementom zbioru E”, a

wsp6trzedne wektoréw uc, vc odpowiadaja elementom zbioru Ec.
Kazdemu elementowi zbioru E~ przyporzadkowujemy wage d., i =
=1,2,...,n-r tak, aby zachodzit warunek:

i =1,2 (5)

d~"F, F - ciato przemienne. W pracy Bruno, Weinberga rozwazano .wagi be-
dace liczbami rzeczywistymi.
Definicja 11. Czwérke (Mv> YV, D, E) nazywamy uogdélniong sieciag, gdy

spednione sg tzw. roéwnania sieciowe:

utEv ©)
V6V (@)
©
gdzie :
V. - jest przestrzeniag regularng na zbiorze E nad ciatem F,

fly 7 jest matroidem regularnym stowarzyszonym z przestrzenig V,
D - macierz diagonalna wspoédtczynnikéow d~.

Elementy zbioru £c nazywamy elementami czynnymi sieci, elementy zbioru
- elementami biernymi.

Definicja 12. Sie¢ (M , V, D, E) nazywamy siecig niezdegenerowang, je-
zeli mozna w dowolny sposéb przyja¢ wartosci wektora wuc i to okresle-
nie wraz z réwnaniami sieciowymi jednoznacznie determinuje wektory u

oraz v.

Twierdzenie 5. Uog6lniona sie¢ jest niezdegenorowana wtedy i tylko
wtedy, gdy zbidér Ec nie zawiera zadnego cyklu z matroidu Mv#

Dowodzgac twierdzenie 5 Bruno i Weinberg otrzymali nastepujace wzory
analizy uogélnionych niezdegenerowanych sieci:
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-1 -
- vh - <RbD“IRb__Rc
vi= =7 - Si (10)
-Vc. —Re%.D rE Rc_
gdzie R Jest macierza reprezentatywng przestrzeni jW
Na podstaw skanych wzoréw +*atwo zauwazyé, ze dowolne okresSlenie

wartosci wektora uc jJednoznacznie determinuje wszystkie pozostate wspot-
rzedne wektoroéw

4. Uogélniona sie¢ przyporzadkowana ukdadom mechanicznym

Uktady mechaniczne nozna przez analogie elektromechaniczng [33 trakto-
wa¢ jako uktady sieciowe lub przeptywowe [223 «1123Q , a ze wzgledu na spo-
s6b potaczen dwéjnikéw jako ukdtady o strukturze réwnolegtej i szeregowej
[23J , VI rozdziale niniejszym wykazemy, jak uktadom mechanicznym przypo-
rzadkowa¢ uog6lniong siec.

Rozwaza¢ bedziemy dyskretne uktady mechaniczne o skonczonej liczbie
stopni swobody. Przyjmujemy, ze parametry uktadu sa niezmienne w czasie
oraz ze na uktad natozono dwustronne wiezy holonomiczne. Na uk#ad moge
dziata¢ wymuszenia kinematyczne lub dynamiczne. Uktady, o ktérych przyj-
muje sie powyzsze zatozenia, mozna opisywaé¢ nastepujaca pigtka wielkosci:

u = (X, 2X, 3X, 1f, 2¥f),

gdzie :

>
"

"z, 2X, 3X) jest grafem- abstrakcyjnym.

2X * 2Xbu 2Xc* 2Xbn 2Xc = V-

jest zbiorem krawedzi biernych,
If - 2X - -1S*2S
- wsp64rzedne i sity uogélnione
2f : 2xp- “ K “ 20i6r wag.

Wagi mozna przypisywaé¢ roznie w zaleznos$ci od przyjetych zmiennych [22].
Tnp” . bp,
cj , gdzie pf£ Z (Z - ciato liczb zespolonych).
Na rys. 1 przedstawiono uk#ad mechaniczny U craz przyporzadkowany
mu graf biegunowy X, wartosciami funkcji 2f opisano krawedzie grafu X.
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Rys. 1. Model uk#adu mechanicznego U i jego graf biegunowy X

Chcac przyporzadkowaé¢ tak opisanemu uktadowi uogdélniong sie¢ okreslamy
przestrzenie wektorowe, do ktérych naleze¢ maja zmienne ¢g$ oraz ~S,
przy czym przez "3 oznaczamy wektor kolumnowy

isl
iS2

1.2.
iSn

Przez Q oznaczamy zbidr ilorazéw wielomianéw o wspédczynnikach rzeczy

wistych zmiennej zespolonej p.

Mamy
" x(p)
39A =<ATp7™  “k(@) * °* an
. - - . wi(p)
W zbiorze Q wprowadzamy relacje”, M5wimy, ze elementy A = LN ]
*) k p-
Bog (p) w relacji &, co zapisujemy A?B, jezeli zachodzi warunek:
WApPjwAp) - Wifp~fp). @2)

Relacja & jest relacja rownowaznosci. Zbior Q/(pz dziataniami© ,0 ,
wprowadzonymi w sposéb standardowy, tworzy ciato, ktdre oznaczamy przez H.
Przez Y oznaczamy przestrzen wektorowg (Hn, +, ) nad ciatem H. Dzia-
+anie . jest mnozeniem przez elementy ciata H poszczegbélnych wspod-
rzednych elementéw nalezacych do wektora Hn, dziatanie + Jest sumowa-

niem po wspoétrzednych.
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Wektory 2S spedniaja zasadg wiorzotkowa []22] , czyli
.S * 0, (13)

gdzie jast macierzg odcie¢ grafu X uktadu mechanicznego.

Zbiér takich gSG Y, ktére sa rozwiagzaniami roéwnania (13), tworza prze-
strzen wektorowa oznaczonag w dalszym ciagu przez T. Mozna wykazaé¢, ze
réwnanie (13) w interpretacji mechanichnej wyraza zasade d"Alemberta.
Warunek (13) jest roéwpowazny zaleznosci:

pS = 0, 14)

gdzie 1B - macierz incydencji grafu X;
oznacza to, ze spednione sa warunki (1), a wiec wektor 2$ jest hiper-

cyklem.
Réwnanie wiezdéw natozonych na ukdtad w postaci macierzowej wyraza sie
wzorem:
B, ~"3=0, (15)

gazie "0 jJest macierza cyklomotyczne grafu X.

Macierz ~B jest macierza, w wierszach ktérej sa wektory bazowe prze-
strzeni T.

Zaleznos¢ (15) oznacza, ze wektory "3 sg ortogonalne do przestrze-
ni T.

Uktadowi mechanicznemu U mozemy wiec przypisa¢ uogdlniong siec
@j., T, W, 2x), przy czym réwnania sieciowe maja postac:

S6T de)
36 1T an
ISb = W 2Sb" de)
gdzie : N = diag , oCi dla k. reprezentujgcego mase wynosi 2,
Lk p

dla tdumienia 1, a sprezyny o.
Z twierdzenia 4 wynika, ze matroid Kj. jest izomorficzny z matroidem

P(x).
Macierza reprezentatywna dla przestrzeni T jest macierz grafu X

Zaleznosci analizy majg wiec postac:

ris% 1

5

1s)

-2Bc 2°bW"12Db 28c_
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(20)

Dla uk#adéw, o ktérych mowa w niniejszym artykule, wspédrzednymi wek-
tora 2S s? takie ilorazy -wielomianéw zmiennej p, gdzie stopien licz-
nika jest nizszy od stopnia mianownika. Tylko takie ilorazy wielomiandéw
sa transformatami Laplace"a pewnych funkcji (C9j, rozdziat 4.1.1). Ograni-
czamy sie wiec do klasy F funkcji, ktére sa kombinacjami liniowymi funk-
cji typu wielomianéw, funkcji wykdadniczych e ,cC6R, funkcji trygono-
metrycznych cospt, sin”t, lub ich- iloczynéw.

M/zory analizy, w ktérych stosuja sie liczby strukturalne [22] , [23] .,
sg wazne bez ograniczen na typ funkcji, ktore mogag by¢ wymuszeniami.
Nalezatoby przeprowadzi¢ dowdd stusznosci zaleznosci (19) i (20) w kazdym
mozliwym przypadku.

Zauwazmy jeszcze, ze warunek z twierdzenia 5 oznacza, ze krawedzie
reprezentujace wymuszenia, czyli ze zbioru 2xb" nie tworzy¢ cyklu
w matroidzie Q(X), bo Q(X) = ftp = M* , a wiec nie moga tworzy¢ odcieé
w grafie X.

Oezeli uktadowi przyporzadkowaé¢ matroid dualny do f4§ to warunek

twierdzenia 5 oznacza, ze krawedzie wymuszen nie moga tworzy¢ cyklu

w grafie X.

Przyktad

Dla ilustracji przedstawionych rozwazan przeprowadzimy analize ukdadu
mechanicznego przedstawionego na rys. 1 dla przypadku, gdy liczba stopni
swobody wynosi 2. Przyporzadkowujemy ukdadowi uogélniong sie¢ (., T, W,

2X), gdzie macierz W ma postac:

Macierz odcie¢ grafu X ma postacé
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Zalezno$¢ (20) przyjmuje postac:

2Sb =
mlcl?
2 2
m2p mlp 4C~+Cg
m1m2p4 + m""p2 + 2+ m202p1-+c1c2 Cl- C2
2
c~m~p + Cc*
Macierz sztywno$ci dynamicznych Z = w 2B~ ma postac
10 1-1 p 1 0
Z = m~p +c2+cl,-cl
0O 10 1 0o 1
1 o n2p
-1 o

5. Uwagi koncowe

W pracy wykazano. Ze uktadowi mechanicznemu mozna przyporzadkowac
uog6lniong sie¢. Korzystajac z whasnosci uogélnionej sieci sformutowano
metode analizy uktadéw mechanicznych, w ktérej odpowiedz uktadu okreslona
jest przez macierz cyklomatyczng lub macierz odcie¢ i macierz wspétczyn-
nikéw biegunowych grafu uktadu mechanicznego. Podkreslamy, Ze otrzymane
wzory okreslaja odpowiedzi uktadu reprezentowane przez wszystkie krawe-
dzie bierne, niezaleznie od tego czy dziata jedno czy wigecej wymuszen,
gdy tymczasem wzory analizy otrzymane przez zastosowanie liczb struktu-
ralnych [22] ,[23] dotycza poszczeg6lnych odpowiedzi uktadu na pojedyncze
wymuszenia.

Nalezy zwro6ci¢ uwage na fakt. Ze do chwili obecnej nie zbadano dok-
tadnie klasy graféow reprezentujacych uktady mechaniczne; wiadomo. Ze sa
to grafy mocno spéjne i o strukturze tréjnikowej [22],[25 .

Po zbadaniu wtasnosci tej klasy grafow, a szczegdélnie zalezno$ci o
cyklach i odcieciach tych graféw, mozna narzuci¢ te warunki na matroid
przyporzadkowany uktadowi. Powinno to prowadzi¢ do nowych rezultatow.
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szczeg6lnie interesujgcych w zakresie zastosowania teorii matroidéw w syn-

tezie uktadéw mechanicznych.
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MEXAHHHECKAfl CHCTEMA KAK OBOEIHEHHAH CETb

P e 3 10Me

3 pa6oTe, TpaKiya AHCKpeiHyio ZHHei#Hyio OHOieMy KaK o00oOmeHHy«) oetb b cmh
cjie H. EpyHO n JI. Be&ndepra, onHCaHHyio MaTponxoM, ,naH Meio” onpeaejiemta
OTKJiHKa Ha AeaciBHe npHJioxeHHoro BoaiiyneHHH. nojiyaeHHue 3Sbhchmoctm npe,a-
ciaajieHu KaK (JyHKipiH ot Maipap h KO03<JxJ)HitHeHTOB nojiapHax ypaBHeHHfl rpa$a
MexaHHHecKod CHCieMU. Pe3yjibTaTBi nozyneHH, Hcnojib3yfl CBoHciBa o0oOmeHHoa
cera a Taiuce o06o6neHHbdt+ npHHipm Ksipro<s{x3>a b xaipitHou npeACtaBJieHHHe

MECHANICAL SYSTEM AS THE GENERALIZED NETWORK

Summary

In the paper the generalized network conception has been formulated
after equivalent definition of matroid and theorems related to space
hypercycles and hyperco-cycles were quoted.

Mechanical system has been analyzed as the generalized network - in a
sense of 3. Bruno and L. Weinberg - described as matroid. The method of
calculation of responses of the system for given excitations has beam
presented.
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Obtained formulae were presented in a function of co-cycles matrix and
terminal equation of the graph of mechanical system. The formulae were
found making the use of generalized network properties and generalized
Kirchhoff"s principles in the matrix representation.

The resultant formulae determine responses of a system represented by
all graph passive branches despite of the fact whether on the system acts
one or more excitations.

To illustrate presented considerations two-degree of freedom mechani-
cal system was analysed.



