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Streszczenie. Traktując dyskretny liniowy układ mechaniczny jako 
uogólnioną sieć w sensie 3. Bruno i L. i/einberga, opisaną matroidem, 
przedstawiono metodę wyznaczania jego odpowiedzi pod wpływem przy­
łożonego wzbudzenia. Uzyskane zależności przedstawiono w funkcji 
macierzy odcięć i współczynników równań biegunowych grafu układu 
mechanicznego. Uzyskano je wykorzystując własności uogólnionej sie­
ci oraz uogólnione zasady Kirchhoffa ujęto w reprezentacji macierzo­
wej.

1. Wprowadzenie

Zastosowanie matroidów w opisie układów fizycznych znajduje coraz więk­

sze zainteresowanie. Wynika to z faktu, że pojęcia .teorii matroidów ułat­
wiają opracowanie algorytmów i przygotowanie programów dla automatycznej 

realizacji zadań analizy i syntezy układów fizycznych, świadczą o tym 

liczne publikacje, w szczególności na temat zastosowań matroidów w mode­
lowaniu układów elektrycznych £ll ,£2] ,£5} , jjs] , [lo] -[13] , [17], a ostat­

nio także w analizie układów mechanicznych [24] , [25].

Matematyczne podstawy teorii matroidów sformułował H. ./hitney w 1935 

roku £l9]. Pod koniec lat pięćdziesiątych ponownie tematyką tą zajął się 

W.T. Tutte, ogłaszając ważne dla tej teorii wyniki, między innymi kryte­

rium graficzności matroidów [l5|, [16]. Zastosowanie matroidów do analizy 
sieci elektrycznych wprowadził M. Iri [4 ], a ostatnio rozwija te zagadnie­

nia Recski [12J  , [13] .

IV latach siedemdziesiątych ukazały 3ię również monografie na ten temat 

[7 ] , [15] , Cis] .
W Polsce teorią i zastosowaniem matroidów zajnuję się L. Szamkołowicz 

Cl3l , M. Borowiecki i M. Zmyślony [l] , W. Lipski I"7] oraz autorzy [24J ,

C25].
IV niniejszej pracy wykażemy, że uogólnioną sieć w sensie Bruno i lVein- 

berga, opisaną matroidem [2] , można przyporządkować dyskretnemu układowi 

mechanicznemu. Stosując twierdzenia dotyczące uogólnionej sieci otrzymuje.- 

my nową metodę analizy układu mechanicznego bazującą na macierzy odcięć i 

macierzy współczynników biegunowych grafu układu mechanicznego [21 j , [22] ,

[23].
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Bruno i Weinberg w pracy £2] badali szczegółowo własności pewnych ma­

cierzy o elemsntacn rzeczywistych przyporządkowanych układom elektrycz­
nym. przeprowadzenie analogicznych badań dla macierzy układów mechanicz­

nych o elementach będących wielomianami o współczynnikach rzeczywistych 

zmiennej zespolonej przyniesie może nowe wyniki i3totne w zastosowaniu 
teorii matroidów do algorytmizacji zadania syntezy układów mechanicznych.

2. Pojęcie matroidu i wybrane definicje

Istnieje kilka równoważnych definicji matroidu C2],[jL8] . w różnych roz­

ważaniach używa się tej, która najlepiej oddaje sens rozważań.

Poniżej, dla ustalenia oznaczeń do tej pory różnych w różnych publika­

cjach, podajemy dwie definicje wykorzystywane w dalszej części pracy.

Definicja 1 . Matroidem nazywamy parę (E,C), gdzie C jest rodziną

podzbiorów zbioru skończonego E, zwanych cyklami, spełniającą aksjomaty;

(Cl) Jeżeli X, Y €  C oraz X f Y wtedy X(£ Y

(C2) Jeżeli X, Y są różnymi elementami rodziny C oraz a 6 X fi Y, to

istnieje Z £ C  takie, że Zę(X(JY)\ [ a] •

Definicja 2 . Matroidem nazywamy parę (E, IB), gdzie [B jest niepustą

rodziną podzbiorów zbioru E ,  nazywanych bazami, spełniającą warunek:

(BI ) Dla dowolnych B1 , B2 6 IB oraz e £ 8 ^ \ B2 istnieje Fj 6 B 2 \ b ,

taki, że (B1\ B.

Przykłady matroidów

Rozpatrzmy graf X = (^X, 2 X, 3X), ŁX - zbiór wierzchołków grafu,
X2 - zbiór krawędzi, 3X C 1X x 2X * ŁX. Jako elementy rodziny C roz­

patrzmy podzbiory krawędzi grafu X tworzące cykle proste. Rodzina ta 

spełnia warunki (Cl) oraz (C2), więc para (2 X,C) tworzy matroid oznaczany 
przez P ( x ) i nazywany matroidem cyklicznym grafu X.

Matroidem jest również para (2 X,V), gdzie V - rodzina minimalnych 

zbiorów rozspąjających grafu X .  Matroid ten oznaczamy 0 ( x )  i nazywamy 
matroidem kocyklicznym grafu X.

Definicja 3 . Jeżeli [B = : i € Ij jest zbiorem baz matroidu M =
= (E, IB), wtedy IB* = £ e \ B ^  : i £ I j Jest zbiorem baz matroidu M ^  

określonego na zbiorze E. Matroid M* nazywamy matroidem dualnym do 

matroidu M.

Rozpatrzmy przestrzeń wektorową (V, +,• ) nad ciałem F, gdzie V jest 

klasą funkcji f : E —  F, E jest zbiorem skończonym.

Definicja 4 . Wektor f £ V nazywamy wektorem elementarnym, jeżeli jest 

niezerowy i nie istnieje wektor g £ V taki, że supp gcjsupp f, gdzie 

supp f = [_e± : eA £ E, f( oi ) i Oj nazywamy nośnikiem wektora f.
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Twierdzenie 1 . Para Hv = (E,Cv ) jest matroidem, przez Cv oznaczamy 

klasę nośników wektorów elementarnych przestrzeni V. M nazywamy 
matroidem stowarzyszonym z przestrzeni? V. Dowód [2^].

V i iloczyn skalarny (f, g) wektorpw f i g  zadany jest wzorem (f, g) =

e6 E 
Dowód Cl53.

D e f i n i d a  5 . Wektor f 6 V nazywamy wektorem podstawowym, jeżeli jego 
współrzędne maj? wartości + 1 lub 0.

D e f i n i d a  6 . Przestrzeń V nazywamy regularnę, jeżeli dla każdego 

wektora f t V istnieje wektor podstawowy g 6 V  taki, że supp f = supp g.

Oeżeli przestrzeń V jest regularna, to matroid Mv = (e ,Cv ) nazywamy 
matroidem regularnym.

Definicja 7 . Macierz R nazywamy macierz? reprezentatywn? dla prze­
strzeni V, gdy spełnione s? warunki:

1) wiersze macierzy R s? liniowo niezależne,

2) każdy niezerowy wektor f 6 V da się przedstawić jako kombinacja liniowa 
wierszy macierzy R.

Niech X = (1X, 2X, jX, £) będzie grafem zorientowanym.

Funkcja 1¿ zdefiniowana jest następujęco:

Definicja 8. Wektor f na zbiorze 2 X nad ciałem F nazywamy hiper-

Przez I oznaczamy przestrzeń hipercykli grafu X nad ciałem F.

Definicja 9 . Dwa wektory g, f określone na zbiorze E nad ciałem F 

nazywamy wektorami ortogonalnymi, jeżeli zachodzi warunek:

'ł*'
Twierdzenie 2 . , gdzie jV oznacza przestrzeń ortogonaln? do

f (e)g(e).

0, jeżeli wierzchołek .x. nie jest incydentny kra­
wędzi 2 x i 3

^ ^ 2 x i ‘ lx j ̂  =< 1 ' j°2eli wierzchołek ^x^ jest poczętkiem krawę-
1 J

-1, jeżeli wierzchołek jest końcem krawędzi 2 X±

X nad ciałem F, jeżeli spełniony jest warunek:

n

dla każdego ^x^ 6jX. (1 )
i»l

n

y~~ 9(a1 )f(e1 ) » 0.
i=l

(2)
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Definicja 1 0 . Niech g jest wektorem określonym na zbiorze ^X grafu 
zorientowanego X, gdzie 1X = ^1x 1 . 1 x-2 ,... ,jXmj .

Definiujemy wektor f na 2 X nad ciałem F wzorom:

m

f ^2Xi^ “ 5 Z  ?^ 2 X i' lX j ^ l Xj) dla każde9° 2Xi 6 2X "
3=1

Wektor f nazywamy hiperprzekrojem na zbiorze 2 X nad ciałem F.

Przez V oznaczamy rodzinę hiperprzekrojów dla wszystkich g określo­

nych na xX ; rodzina ta jest przestrzenię wektorową na 2 X 1 nazywa się 

przestrzenią hiperprzekrojów.

Twierdzenie 3 . Przestrzenie I oraz V sę ortogonalne [2j.

Twierdzenie 4 . Niech X jest zorientowanym grafem, I - przestrzenię 

hipercykli, V - przestrzenię hiperprzekrojów. Zachodzę wtedy warunki:

(2 X, Cv ) = Q ( X ) (3)

(2X, C x ) = P ( X ) (4)

Dowód Q2]].

Zależności (3) i (4) wyrażaję równoważność matroidów kocyklicznego i 

cyklicznego grafu X z matroidami stowarzyszonymi z przestrzeniami 
wektorowymi hipercykli i hiperprzekrojów grafu X.

3. Określenie uogólnionej sieci

Obecnie sformułujemy pojęcie uogólnionej sieci w sensie Bruno i Wein- 

berga. Podkreślamy, że pojęcie to ma charakter abstrakcyjny, na razie nie 

zwięzany z układem fizycznym.

Uogólnioną 3ieć określa się na zbiorze skończonym E. VI zbiorze E wyod­

rębniamy dwa podzbiory E = E^U Ec , E^fl <=c = Pi

IE ! ■ "■ I Ecl = r ' Eb “ f el'e2 .....en-r]' Ec “ { en-r+l an^’

X )Każdemu elementowi E przyporządkowujemy dwie wielkości u^ ' oraz 

Vix x ) dla i = 1,2,,...n.

V 1
'W układach fizycznych sę to zmienne przepływowe.

xx \v układach fizycznych sę to zmienne biegunowe.
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Możemy więc zdefiniować dwa wektory :
1 cl cr

1--Ol>1_

# V a
U V
C_J c

gdzie współrzędne wektorów u^, odpowiadają elementom zbioru E^, a 

współrzędne wektorów uc , vc odpowiadają elementom zbioru Ec .

Każdemu elementowi zbioru E^ przyporządkowujemy wagę d., i =

= l,2,...,n-r tak, aby zachodził warunek:

d ^ F ,  F - ciało przemienne. W  pracy Bruno, Weinberga rozważano .wagi bę­
dące liczbami rzeczywistymi.

Definicja 11. Czwórkę (Mv > V, D, E) nazywamy uogólnioną siecią, gdy 

spełnione są tzw. równania sieciowe:

gdzie :

V - jest przestrzenią regularną na zbiorze E nad ciałem F,

fly ” jest matroidem regularnym stowarzyszonym z przestrzenią V,

D - macierz diagonalna współczynników d^.

Elementy zbioru £c nazywamy elementami czynnymi sieci, elementy zbioru 

- elementami biernymi.

Definicja 12. Sieć (M , V, D, E) nazywamy siecią niezdegenerowaną, je­

żeli można w dowolny sposób przyjąć wartości wektora uc i to określe­

nie wraz z równaniami sieciowymi jednoznacznie determinuje wektory u 

oraz v.

Twierdzenie 5 . Uogólniona sieć jest niezdegenorowana wtedy i tylko 
wtedy, gdy zbiór Ec nie zawiera żadnego cyklu z matroidu Mv#

Dowodząc twierdzenie 5 Bruno i Weinberg otrzymali następujące wzory 

analizy uogólnionych niezdegenerowanych sieci:

i = 1,2 (5)

u £ V (G)

v 6 ±V (7)

(C)



92 3. Wojnarowski, St. Zawiślak

vb

-1 — 

- < Rb D“lRb R cV = — “ - Si
-V c. -R^R.D r 5 Rc b  b c_

(1 0 )

gdzie ■['R Jest macierzą reprezentatywną przestrzeni j^V.

Na podstawie uzyskanych wzorów łatwo zauważyć, że dowolne określenie 
wartości wektora 

rzędne wektorów
uc jednoznacznie determinuje wszystkie pozostałe współ-

4. Uogólniona sieć przyporządkowana układom mechanicznym

Układy mechaniczne nożna przez analogię elektromechaniczną [33 trakto­

wać jako układy sieciowe lub przepływowe [ 2 2 3  «1123Q , a ze względu na spo­
sób połączeń dwójników jako układy o strukturze równoległej i szeregowej 

[23j , VI rozdziale niniejszym wykażemy, jak układom mechanicznym przypo­

rządkować uogólnioną sieć.

Rozważać będziemy dyskretne układy mechaniczne o skończonej liczbie 
stopni swobody. Przyjmujemy, że parametry układu są niezmienne w czasie 
oraz że na układ nałożono dwustronne więzy holonomiczne. Na układ mogę 

działać wymuszenia kinematyczne lub dynamiczne. Układy, o których przyj­

muje się powyższe założenia, można opisywać następującą piątką wielkości:

u = (1X, 2X, 3X, 1 f, 2 f),

gdzie :

X = (^ż , 2X, 3X) jest grafem- abstrakcyjnym.

2 X “ 2Xb u 2Xc * 2 Xb n 2 Xc = V.

jest zbiorem krawędzi biernych,

l f : 2X -— -1S *2S

- współrzędne i siły uogólnione

2 f : 2 xp — “  K “ 2t)iór wag.

Wagi można przypisywać różnie w zależności od przyjętych zmiennych [22].
i p
mp , bp,

cj , gdzie p £  Z (Z - ciało liczb zespolonych).

Na rys. 1 przedstawiono układ mechaniczny U craz przyporządkowany 

mu graf biegunowy X, wartościami funkcji 2 f opisano krawędzie grafu X.
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Rys. 1. Model układu mechanicznego U i jego graf biegunowy X

Chcąc przyporządkować tak opisanemu układowi uogólnioną sieć określamy 

przestrzenie wektorowe, do których należeć mają zmienne gś oraz ^S, 

przy czym przez ^3 oznaczamy wektor kolumnowy

iSl

iS2

iSn

1 .2.

Przez Q oznaczamy zbiór ilorazów wielomianów o współczynnikach rzeczy 
wistych zmiennej zespolonej p.

Mamy

" ± (p)
39A =<^Tp7' “ k(p) * °* (11)

w i(p)
W zbiorze Q wprowadzamy relację^, M5wimy, że elementy A  = ■, ■

(P ) k p '
B o c j (p ) w relacji §>, co zapisujemy A ? B ,  jeżeli zachodzi warunek:

w ^ p j w ^ p )  -  W j f p ^ f p ) . (1 2 )

Relacja §> jest relacją równoważności. Zbiór Q/(p z działaniami© ,0 , 

wprowadzonymi w sposób standardowy, tworzy ciało, które oznaczamy przez H. 

Przez Y oznaczamy przestrzeń wektorową (Hn , +, •) nad ciałem H. Dzia­

łanie . jest mnożeniem przez elementy ciała H poszczególnych współ­

rzędnych elementów należących do wektora Hn , działanie + Jest sumowa­

niem po współrzędnych.
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Wektory 2 S spełniają zasadą wiorzołkową []22] , czyli

,S * O, (13)

gdzie jast macierzą odcięć grafu X układu mechanicznego.

Zbiór takich g S G  Y, które są rozwiązaniami równania (13), tworzą prze­
strzeń wektorową oznączoną w dalszym ciągu przez T. Można wykazać, że 

równanie (13) w  interpretacji mechanichnej wyraża zasadę d'Alemberta. 
Warunek (13) jest rówpoważny zależności:

pS = O, (14)

gdzie 1B - macierz incydencji grafu X;

oznacza to, że spełnione są warunki (1), a więc wektor 2 Ś jest hiper- 
cyklem.

Równanie więzów nałożonych na układ w postaci macierzowej wyraża się 
wzo r e m :

-B , ^ 3 = 0 , (15)

gazie ^0 jest macierzą cyklomotycznę grafu X.

Macierz ^B jest macierzą, w wierszach której są wektory bazowe prze­
strzeni T.

Zależność (15) oznacza, że wektory ^3 są ortogonalne do przestrze­
ni T.

Układowi mechanicznemu U możemy więc przypisać uogólnioną sieć 
(tij., T, W, 2 x ) , przy czym równania sieciowe mają postać:

_S 6 T

36 1 T

lSb = W  2Sb'

d e )

(17)

d e )

, oCi dla k . reprezentującego masę wynosi 2,gdzie : IV = diag

L k  p
dla tłumienia 1, a sprężyny o.

Z twierdzenia 4 wynika, że matroid Kj. jest izomorficzny z matroidem

P ( x ).

Macierzą reprezentatywną dla przestrzeni T jest macierz grafu X. 

Zależności analizy mają więc postać:

r s ii %

i
o

ICOrH

-2B c 2°bW '12D b 28 c_

2 c ' (1S)
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(2 0 )

Dla układów, o których mowa w niniejszym artykule, współrzędnymi wek­
tora 2 S s? takie ilorazy -wielomianów zmiennej p, gdzie stopień licz­

nika jest niższy od stopnia mianownika. Tylko takie ilorazy wielomianów 

są transformatami Laplace'a pewnych funkcji (C9j, rozdział 4.1.1). Ograni­
czamy się więc do klasy F funkcji, które są kombinacjami liniowymi funk- 

cji typu wielomianów, funkcji wykładniczych e , cC 6 R , funkcji trygono­
metrycznych cospt, sin^t, lub ich- iloczynów.

M/zory analizy, w których stosują się liczby strukturalne [22] , [23] , 
są ważne bez ograniczeń na typ funkcji, które mogą być wymuszeniami. 

Należałoby przeprowadzić dowód słuszności zależności (19) i (20) w każdym 
możliwym przypadku.

Zauważmy jeszcze, że warunek z twierdzenia 5 oznacza, że krawędzie 

reprezentujące wymuszenia, czyli ze zbioru 2xb' nie tworzyć cyklu
w matroidzie Q(X), bo Q(X) = ftp = M* , a więc nie mogą tworzyć odcięć 

w grafie X.

Oeżeli układowi przyporządkować matroid dualny do f-tj-, to warunek 

z twierdzenia 5 oznacza, że krawędzie wymuszeń nie mogą tworzyć cyklu 

w grafie X.

Dla ilustracji przedstawionych rozważań przeprowadzimy analizę układu 

mechanicznego przedstawionego na rys. 1 dla przypadku, gdy liczba stopni 

swobody wynosi 2. Przyporządkowujemy układowi uogólnioną sieć ( ,  T, W, 

2X), gdzie macierz W  ma postać:

Przykład

W  =

Macierz odcięć grafu X ma postać

1 0 1  - 1 i 0

0 1 0  1 1 -1
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Zależność (20) przyjmuje postać:

2Sb =

------4----------2-------- 2-------- 1-------m 1m2 p + m ^ ^ p  + + m2 c2 p + c1c2

mlcl^

2 2 
m 2 p m 1 p ł C ^ + C g

Cl- C2 

2
c^ m ^ p + c ±

Macierz sztywności dynamicznych Z = W 2 B^ ma postać

Z =
1 0  1 - 1  

0 1 0  1

P 1 0 
0 1 

1 o 

-1 o

m^p +c2 +c1 ,-c1

m2 p

5. Uwagi końcowe

W  pracy wykazano. Ze układowi mechanicznemu można przyporządkować 

uogólnioną sieć. Korzystając z własności uogólnionej sieci sformułowano 

metodę analizy układów mechanicznych, w której odpowiedź układu określona 

jest przez macierz cyklomatyczną lub macierz odcięć i macierz współczyn­
ników biegunowych grafu układu mechanicznego. Podkreślamy, Ze otrzymane 

wzory określają odpowiedzi układu reprezentowane przez wszystkie krawę­
dzie bierne, niezależnie od tego czy działa jedno czy więcej wymuszeń, 

gdy tymczasem wzory analizy otrzymane przez zastosowanie liczb struktu­

ralnych [22] ,[23] dotyczą poszczególnych odpowiedzi układu na pojedyncze 
wymuszenia.

Należy zwrócić uwagę na fakt. Ze do chwili obecnej nie zbadano dok­

ładnie klasy grafów reprezentujących układy mechaniczne; wiadomo. Ze są 

to grafy mocno spójne i o strukturze trójnikowej [22], [ 2 5  .

Po zbadaniu własności tej klasy grafów, a szczególnie zależności o 

cyklach i odcięciach tych grafów, można narzucić te warunki na matroid 

przyporządkowany układowi. Powinno to prowadzić do nowych rezultatów.
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szczególnie interesujących w zakresie zastosowania teorii matroidów w syn­
tezie układów mechanicznych.
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MEXAHHHECKAfl CHCTEMA KAK OBOEIHEHHAH CETb

P  e  3 10 M e

3 paóoTe, TpaKiya AHCKpeiHyio ZHHeiłHyio OHOieMy KaK oÓoÓmeHHy«) oetb b cmh 
c j i e  H . EpyHO h JI. Beänöepra, onHCaHHyio MaTponxoM, ,naH Meio^ onpeaejiemta 

OTKJiHKa Ha AeaciBHe npHJioxeHHoro BoaiiyneHHH. nojiyaeHHue 3Sbhchmoctm npe,a- 

ciaajieHu KaK (JyHKipiH ot Maipap h K03<JxJ)HitHeHT0B nojiapHax ypaBHeHHfl rpa$a 
MexaHHHecKoä CHCieMU. Pe3yjibTaTBi nozyneHH, Hcnojib3yfl CBoHciBa oÖoÖmeHHoä 

cera a Taiuce oóoóneHHbdł npHHipm K>ipro<{xJ>a b xaipitHou npe ACtaBJieHHH•

MECHANICAL SYSTEM AS THE GENERALIZED NETWORK

S u m m a r y

In the paper the generalized network conception has been formulated 
after equivalent definition of matroid and theorems related to space 
hypercycles and hyperco-cycles were quoted.

Mechanical system has been analyzed as the generalized network - in a 

sense of 3. Bruno and L. Weinberg - described as matroid. The method of 

calculation of responses of the system for given excitations has beam 
presented.
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Obtained formulae were presented in a function of co-cycles matrix and 

terminal equation of the graph of mechanical system. The formulae were 

found making the use of generalized network properties and generalized 

Kirchhoff's principles in the matrix representation.
The resultant formulae determine responses of a system represented by 

all graph passive branches despite of the fact whether on the system acts 

one or more excitations.
To illustrate presented considerations two-degree of freedom mechani­

cal system was analysed.


