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0 PEWNYM ODWZOROWANIU POWIERZCHNI WALCA OBROTOWEGO NA PELASZCZYZNA

Streszczenie. W pracy zostato omowione pewne odwzorowanie powierz-
chni walca obrotowego na ptaszczyzne. Konstrukcje tego odwzorowania,
zwanego dalej rzutem refleksyjnym, oparto na zjawisku odbicia promie-
ni Swietlnych od zwierciadia walcowe?(o.

Rzutem refleksyjnym dowolnego punktu powierzchni walca jest punkt
rzutni K, w ktérym promien sSwietlny wychodzacy ze Srodka sSwiatda S
i odbity od powierzchni walca w punkcie A przebija rzutnie TE.

W pracy podano podstawowe réwnania rzutu refleksyjnego. Wykazano,
ze obrazem tworzacej walca jest prosta. Rzutem dowolnej eliEsy walca
Jjest krzywa rzedu széstego, rzutem okregu krzywa zdozona z krzywej

rzedu czwartego (Slimaka Pascala) 1 dwoch punktéw cyklicznych rzu-
towanego okregu. Rozwazono réwniez przypadek, w_ktorym zroddo Swiatda
znajduje sie w pukcie niewkasciwym, tj. promienie tworza pek pros-
tych rownolegtych.

WykreslIny sposéb konstruowania rzutu refleksyjnego zostat przedstawiony
przez A. Zdziarskiego na Ogélnopolskiej Konferencji Naukowo-Dydaktycznej
Geometrii Rzutowej i1 Wykreslnej w Kielcach w 1979 r. Niniejsza praca za-
wiera rozszerzenie i uogélnienie wynikéw podanych w pracach [i], [2] i [3]-

W tréojwymiarowej przestrzeni euklidesowej E~ uzupeknionej elementami
niewkasciwymi niech bedzie dany walec obrotowy F o0 Srednicy 2R i osi
prostopadtej do plaszczyzny rzutni TE oraz punkt S, Ser, zwany Srodkiem
rzutu. Na powierzchni walca obierzmy dowolny punkt A i poprowadzmy przez
punkty A i1 S prosta p, zwang dalej promieniem padajacym (rys. 1).
Zgodnie z prawem odbicia w zwierciadle promieniowi padajgcemu bedzie odpo-
wiadat promien odbity p, lezacy w plaszczyznie wyznaczonej przez promien
padajacy p 1 normalng n do powierzchni walca T w punkcie A oraz
tworzacy z tg normalng kat odbicia réwny katowi padania, jaki tworzy z
normalng promien padajacy p.-

Promieniem odbitym nazywa¢ bedziemy prosta ', a wiec wraz z przeddtuzeniem
rzeczywiscie istniejgcego promienia odbitego.

Definicja 1

Rzutem refleksyjnym punktu A eT nazywamy punkt Al= p"nTE, tj. punkt
przebicia rzutni TC promieniem odbitym od powierzchni walca F w punkcie A.
Rzut refleksyjny okreslony jest dla wszystkich punktow powierzchni walca
z wyjatkiem punktu niewkasciwego 1“ , przez ktoéry przechodzi o$ walca 1 -
normalna w tym punkcie powierzchni walca nie jest okreslona.
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Rys. 1

Fig. 1

W celu zbadania wkasnosci rzutu refleksyjnego wprowadzmy w przestrzeni
E" prostokgtny ukdad wspodrzednych XYZ +tak, aby osie X 1 Y lezaly
na pkaszczyznie rzutni 71Cc, 0§ Z pokrywaka sie z osig walca 1, a punkt S
lezat na plaszczyznie XZ. Bedziemy rowniez uzywali walcowego ukdadu wspok-
rzednych 9 ,9p» b*

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia (rys. 1):

S, 0, H) - wspodrzedne punktu S (whasciwego), L > 0, H >0,
vi=  [w w2, wspodrzedne wektora kierunkowego promienia padajacego p,
V-= [W v2,v~]- wspétrzedne wektora kierunkowego promienia odbitego [,
li = [n1,n2,n3]~ wspétrzedne wektora normalnego do powierzchni walca T

w punkcie A

Twierdzenie 1

Rzutem refleksyjnym punktu AeT o wspédrzednych walcowych @R, «, h),
h 4 H jest punkt A"eTt o wspétrzednych:

(€))
sin2<p+ R(1 - - A 9)sinp.
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Dowod

Wyznaczmy wspodrzedne wektora kierunkowego V' promienia odbitego p" .
Poniewaz jego diugos¢ moze by¢ dowolna, przyjmijmy ja rowng ddugosci wek-
tora W' . Wektory « i V' sg bokami rombu, ktérego jedna z przekatnych
jest wektor W' + v (rys. 1).
Wektor w"+ winien by¢ wspétliniowy z wektorem normalnym r’, wektor V'

musi wiec spedniaC¢ réwnanie wektorowe:
W+v}i*n’=o"’. @)

W rombie przekatne przecinajg sie pod katem prostym, wektor w musi wiec
spetnia¢ takze réwnanie:

G-T) ord'=0 . (€))

taczac réwnania @) i (3 otrzymujemy ukdadréwnanumozliwiajacy  oblicze-
nie wspétrzednych v, v2 i wektora V-

Wektor normalny n' do powierzchni walca F w punkcie AQR, , h) ma
wspodrzedne [oos<f, sin’™» d] , réwnania Q) 1 (3 mozna wiec zapisaC w po-
staci skalarnej:

™ + vWsin<f’= 0 ,
W™ + Vj)cos<F>= 0 ,
. @
W + vl)sinp- (W2 + v2)cos=0 ,
Wi - Jcos + (W2 - V2)sin<p=o0 =

Po rozwigzaniu ukdadu (@wzgledem niewiadomych v1, v2 i Vjotrzymujemy
wspodrzedne wektora V':

vl = wlcos2"f>+ w2sin2<p,

wlsin2 - w2cos2<p, ®

v2

Wj = -wr.

Promien odbity p°" jest prosta przechodzacg przez punkt A o wspodrzed-
nych (Roosp, Rsinp, h). Znajac jej wektor Kierunkowy mozna wyznaczy¢ row-
nania parametryczne promienia odbitego:

x = Rcos™ + t(wlcos2<p+ w2sin2<),
y = Rsin<p + tiw inRtp- w2cos 29¢) , ®)
z =h - tw,.
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Promien odbity przebija ptaszczyzne XY (czyli rzutnie %) w punkcie:

X"= Rcosy + “ (»"032"+ w2sinZ),
3
y"= Rsiny + |-(wlsin2 "p+ WgCosP™).

Jako wspodrzedne wektora W' przyjmijmy wspétrzedne wektora AS = jjL -

- Ros<f>, - Rsingp, H - b] . Podstawiajac je do (7) otrzymujemy po uwzgled»
nieniu zwigzkow trygonometrycznych:

X" = cos2«fF+ R(1 - g-jjj~"cos.p,
®)
yl= sin2tp+ R(A - H j v)siny,
gdzie h #H.
Twierdzenie 2

Obrazem refleksyjnym dowolnej tworzacej walca o wsp&trzednych bieguno-
wych =fQ Jest prosta okreslona réwnaniami parametrycznymi:

X1= Rcos«™ + t(Lcos2<p0 - Rcos<0),

®
y"= Rsin” + t(Lsin29® - Rsin™)-

Dowodd

Réwnania parametryczne (9) otrzymujemy z réwnan @), podstawiajac
p Hk = t. Jezeli h-»H, to t—»<», a wiec obrazem punktu h =H two-
rzacej jest punkt niewkasciwy prostej (9)» Jesli h->-°«, to t-»—- 1
i obrazem punktu niewkasciwego tworzacej jest punkt wkasciwy prostej (9).
Obrazem kazdego punktu tworzacej jest wiec doktadnie jeden punkt prostej
©-

Podstawmy w réwnaniach (1) cos<p=~ , sin<p=~" , h = z:

*izlrAL<2 £ - 1D +E£= -£
(G}

, Lz xy . H- 2z ..
y =2irrr +n-rrr y*
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Ha pkaszczyznie rzutni Tt wprowadzmy wspodrzedne jednorodne ixn,
gdzie:

X1 X3

ERA A

Ukkad (10) otrzyma wtedy postac:

X
1

Lz(2 ’;g - 1D+ (H- 22)x%,

X
1

21z S + (H - 22)y, (@hD)
R

XN =H - z

W réwnaniach (11) x, y 1 z sa wspotrzednymi punktu lezgcego na powierz-
chni walca, a wiec x~ + y2 = R%.

Twierdzenie 3

Obrazem dowolnej elipsy lezacej na powierzchni walca T jest krzywa
rzedu széstego.

Dowoéd

Obierzmy na powierzchni walca elipse o réwnaniu:
z=Ax +By +C , X2 + y2 = R2. (¢))

Podstawiajac réwnanie (12) do réwnan (11) otrzymujemy:

A:l(Ax+By+C)(2§§f-1)+(H-zAx-ZBy-zc)x

X,, = 2L(AX + By + O) ~ + (H - 2Ax - 2By - 2Q)y ,

7 R

x3 =H- Ax-By + C, (@)

X2 +y2 *R2 «

Rownania (13) sg parametrycznym przedstawieniem krzywej plaskiej (parame-
trem jest x lub y), bedacej rzutem refleksyjnym elipsy z = AXx + By + C,
X2 +y2 = R2 na rzutnie TEe
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Zbadajmy rzad tej krzywej. Wystarczy w tym celu okresli¢ liczbe jej punk-
tow przeciecia z prosta:

Kx1 + Mx2 + =0 . 14

Podstawiajac réwnania (13) do réwnania (14) otrzymujemy:

2
K [I(Ax + By + O)(2 z? - 1) + (H- 2Ax - 2By - 20)x] +

+LI[2L(Ax+3y+C)%5j+(H—2AX—ZBy—2C)y]+
@5)
+NH-AX -By -C) =0,

X2 +y2 = R2

Rownanie pierwsze w ukdadzie (15) jest rzedu trzeciego, drugie réwnanie
jest rzedu drugiego, ukltad (15) posiada wiec dokkadnie szeSC rozwigzan
(w ciele liczb zespolonych).

Krzywa plaska okreslona réwnaniami parametrycznymi (13) jest krzywa rzedu
széstego.

Rzutem refleksyjnym okregu bedacego szczegélnym przypadkiem elipsy jest
krzywa rzedu széstego, z#ozona z krzywej rzedu czwartego - krzywej Pasca-
la (Slimaka Pascala) i1 dwoch punktéw cyklicznych okregu. Dla dowodu tego
stwierdzenia wystarczy podstawi¢ rownanie okregu lezacego na walcu R,

h =C do ukkadu (Q):

X"= ccs2«p+ R(AL " ff"~g)coa<f =
@s)
y*"=h~¢ sin2pP+R@ “
Uwzgledniajac tozsamosci trygonometryczne otrzymujemy:
X"+ A = " ~Q cos2p + R(1 - jjmj"g)cosp ,
an

y" = sin<pcos<p+ R(A - H” g)siny.
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C

Podstawiajac w rownaniach (17) ZLiCy. =a, RQ -H= = 1, otrzymujemy:

, @ 2
X'+ J = acoa 9 + lcos<p ,

yf= aain cos«p+ Isin™.

Jest ro réownanie konchoidy okregu (krzywej rzedu czwartego, zwanej Slima-
kiem Pascala) o Srodku w poczatku ukdadu wspodrzednych 1 Srednicy
2tC

a=I1T=S *
Punkty cykliczne okregu (dwa punkty urojone sprzezone niewkasciwe) sg
punktami wspolnymi okregu z plaszczyzng rzutni Tl, a wiec ich rzuty reflek-
syjne jednocza sie z nimi. Punkty te nie sg punktami krzywej Pascala i1 na-
lezy je do niej dokgczy¢. Otrzymamy krzywa rzedu szoéstego.
W przypadku szczegélnym, gdy h = H/2, obrazem okregu jest dwukrotnie li-
czony okrag o srodku w poczgtku ukdadu wspédrzednych i promieniu réwnym L.

Zakozmy, ze Srodek rzutu S jest punktem niewkasciwym i okreslony jest
kierunkiem wektora IT o wspétrzednych |s®, O, Sj|. Podstawiajac je do
rownan (¢ ) jako wspOdrzedne |wit w2, w¥] wektora w otrzymujemy:

]

x* =31 hcos2<p + Rcosf,

3
3as)
sn }
y"= — 1 hsin2«f+ Rsin«p .
3
Jezeli przez m oznaczymy stosunek S? , czyli tangens kata nachylenia

si
wektora s do plaszczyzny XY, to réwnania (18) przyjma postac:

X" = j# cos2<p + Roosp,

y"= jj sin2<p + Rsinp,
gdzie *f, h sg wsp&trzednymi walcowymi punktu powierzchni walca. Poste-
pujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia 3 dfatwo wykaza¢, ze rowniez dla
niewvkasciwego Srodka rzutu obrazem elipsy jest krzywa rzedu szostego.
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OE 0JHO/1 HPOEKIHiT HOBEPXHOCIH Kpyroaoro UHIMHUPA B IDIOCKOCTb

Pe3»ue

B paboie npeACiaBmeHo HeKOTopue oiobpaxeH ae nosepxHOCTH Kpyroaoro uhxhh-
Apa b iuiocKocTb. KoHCipyicuio 3ioro otodpaseHHH Ha3UBaeuoro Aaxee oTpaxeHHOofl
npoeKuaea, ocHOBaKua Ha «BjiemtH oipaseH aa myveS CBeixa ot uHAHHApimecKoro
3epK ajia. HpoeiuiHeit npoH 330AHoii to'ikh noBepxHOCTH uiMHHApa ecTh TovKa nXxoc-
KOCTH apoeKIIHH, B KOIOpO/t CBeiOBOit Jiyg BUXOAHU'Wii C HCTOVHHKa CBSTa S H
OTpaxeHHuUiS ot noBepxHOCTH UHJIHHApa b Tovae A npodnBae? uiockocth npoexuHH.
B paboie npeAciaBjieHU ocHOBHue ypaBueHaa otpastehhoK npoeKUHH.
HoKa3UBaeica, hto npoeKiineft o6pa3yuneii muiHHApa ecib npauaa. IllpoeKUHe» npo-
n3BOJiHoro BJuiHnca, byAyaiero iuviockhm ceveHHeM UHIJiHHApa, ecib KpHBaa meoioro
nopK AKa, npoeKiyieft oKpystHociH ecib Kpnaaa veTBepioro nopaAxa yxHTKa llac-
KaAba h - iiHKAK'iecKHe to'ikh npoeKTapyeMoii oKpysaocTH. PaciioTpeHO Toate
cxyvait, b kotopom hctohhhk CBeixa uUuaxoAHTca b HecobcTBCHHoa Toque, to ecib
naAaiouHe ayna 00pa3y»T nyqoK napaldilieiik fcix npauhix.

ON A CERTAIN MAPPING OP THE SURFACE OP A CYLINDER
OP REYOLUTION ONTO A PLANES

Summary

The paper discusses a certain mapping of the surface of a cylinder
onto a plane. The construction of this mapping further called a reflec-
tive projection, 1is based on the phenomenon of the reflection of light
rays from a cylinder mirror* By the reflective projection of a arbitraty
point of a cylinder is meant the- point of a projection plane \c
a light ray coming out of a light source S and reflected from the sur-
face of a cylinder in point A penertates through the projection plane.
The paper gives fundamental equations of a reflective projection* It was
proved that a straight line is the image of the generating line ofa cy-
linder. A curve of the sixth order is theprojection of a cylinder. A cur-
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ve of the sixth order is the projection of an arbitrary ellipse of a cy-
linder. The projection of a circle is also a curve of the sixth order com-
posed of a curve of the fourth order (limacon of Pascal) and two cyclic
points of a projected circle. Also a case was considered in which a light
sourse is in a wrong point i.e. the falling rays from a pencil of straight,
parallellines.



