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WARIACJE MIESZANE RZĘDU DRUGIEGO WZGLĘDEM FUNKCJI i §2,
Z PARAMETRAMI

Streszczenie. W pracy została zdefiniowana i scharakteryzowana 
klasa Hi2L  , złożona w funkcji dwóch zmiennych o ograniczonych wa-
riacjach mieszanych rzędu drugiego względem funkcji $1 i $2 z Para”
metrami. Hi2^  jest uogólnieniem klasy Vo, wprowadzonej przez

1 2  ( 2 )3. Gniłkę w [2] dla funkcji jednej zmiennej oraz klasy Hi J , wpro-
n  (n)wadzonej przez T.I. Aohobadze w [_lj dla funkcji n zmiennych bez

parametrów.

Niech $j(u,t) dla j=1,2 będą funkcjami określonymi na R+xR, nieujem- 
nymi, niemalejącymi ze względu na u dla wszystkich t oraz spełniają
cymi warunek ¥ $(u,t) = 0<=>u = 0. Niech f będzie funkcją określoną

2  ̂ cr-na R , Rzeczywistą, 2TG- okresową ze względu na każdą zmienną, mierzalna. 

D e f i n i c j a  1
Wariacjami Mieszanymi rzędu drugiego funkcji f względem funkcji 

i $2 nazywamy wyrażenia postaci:

m | £2)
vi1V )  = sup y  <$-,(|g A x (i; xk_1)Xk,y)|, tk) , (1)

■ a,y

n [ 2̂)
v^ )(f) = bs> ^ f Vi} 2  M i  v f; " i 3 * (2)

n
VpK (f) = sup sup . y  
$1,$2 a,bRab,{rk}

fli ̂ (2 )
$ 2 (2 j M M x y  { f ;  xk - i * V y i - v y i ) l t k ) ’ ' ' i 3’ (3 )

k=1
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gdzie Tfa, TTb, tt̂  są dowolnymi skończonymi podziałami odpowiednio prze
działów [a,a+2rt], [b,b+2Tt], [a,a+2iijx[b,b+2it], postaci TTa =n[a>a+2^ =
(a=x0^x^...< xm-a+2rC), nb=TT[b jb+2tl] = (b=y< y, <-. -<yn=b+2Tt), TTab=TTaxTTb,
xlc_î t'k*Xk dla k=1,2,...,m, yj-i^^^yi dla 1=1,2.....

X  +x
A(x)(f? xk-rxk>y) = fixk,y) " 2f(,,V ~ ’y) + f<xk-vy) >

A{y}(f; x,yi_1,yi) = f(x,y.) - 2f(x, - ■/ — ■■) + f(x,yi_1) ,

A^ (f5 xk-vxk’yi-vyi) " f<xk>yi)-2i'(-VŁ:1*yi)+f(xk-i’yi) "

-2f(xk, ^ ^ ) +4 f ( ^ = i ,  ^|i=i)-2f(xk.1f z q i = D  +

+f(xk>yi-i)-2f(̂ r ’» yi-i)+f(xk-i>yi-i^

D e f i n i c j a  2 ^ 1] y
Funkcja $(u,t) spełnia warunek (Ag), jeśli ü>0 X > 0  O ^ u í ü

^ $(2u,t)á>C(í>(u,t).

D e f i n i c j a  3
Funkcja $(u,t) spełnia warunek (<$2), jeśli

V  3 V  ^ V  $(2u,t)ć X(u)$(u,t).
u > o •yt(u)>0 O é u í ü  t 

D e f i n i c j a  4
Funkcja $(u,t) spełnia warunek (E), jeśli 

$ (aC t) ^

L e m a t  1
Jeśli $(u,t) spełnia założenia jak ^(u.t) i warunek (E), to warunki 

iAg) i (<52) są równoważne-Przytoczony lemat jest zamieszczony i udowod
niony w [3] (lemat 3-3)-
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Własności wariac.ii

1. Jeśli (j=1,2) spełniają warunek (Ag) ze stałymi odpowiednio It..
(j=1,2) i warunek (E) oraz ,V |f (x,y)| <  M, c jest stałą, a Ił >0 naj'vrmniejszy z liczb całkowitych taka, że spełniony jest warunek |c|^2 , 
to

e) v|j)(cf) < v|3)(f) dla j-1,2,

b) v4i.)$2io f)< ^ (2l,51(X,(3“))3 4 I )(f))J L vl i i $ 2(f)’

gdzie L > 0 jest najmniejszą z liczb całkowitych taka, że

[X1(2N+1M)] 2L.

W dowodzie a) korzystamy z nierówności!

$1^1? xk - 1 , x k , y l̂ ’ ^k^“ (I ° l  ( I ?  xk - 1 , x k, y l̂ » ^ k ^
(4)

*I?S(2*’1 sup|^A^)(f, xl£_1,xi£,y)|] N$i(|^ A^(f, ^.a^.yjJ ̂ J ,

gdzie N > 0  jest najmniejszą z liczb całkowitych taka, że |c| < 2N,
oraz z analogicznej dla <J>g.

Dowód tych nierówności można przeprowadzić indukcyjnie przy założeniu 
warunków (Ag) i (E) dla <|k i j=1,2.

W dowodzie b) wykorzystujemy poniższą nierówność dla $ spełniającej 
założenia jak <|)j oraz warunki (Ag) i (E) (p. lemat 2.2.1a w [V]).

N H_1 N
uŁ»t) ̂  [%((N-1 )u)] J]#(Ul.t) (5)

1=1 1=1

dla wszystkich t oraz 0<Ujśu, 1=1,2, ...N. Otrzymujemy oszacowania:

m
2  ^ 1 <i ł  a (^ (f* xk-i•xk>yi-i*yi) \ *v  *
k«1

m f
¿ 2 ]  06j (3M) )j$i (| ̂  f(*k.T1)-2f(-^=l,yi)4i(xk.1,y1)|,l^)+ 
k=1
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♦ * , < ł h v  ^ ) +f(Xk.v  ^ ) | , v +

^(Mg O l O ) 3̂ ^  f)<4(X,(3M))3v|J) (f), (6)

l ł A * y ( f * x k -1*3Ck ' y i - 1 * y i ) l *  4U* (7 )

Korzystając z (4), (6) i (7) mamy:

E ^ E M ł  AiS (0 f ;  ^ - l ^ k ^ i - l ^ i ^ l  *t k ) *Vi ) *
i=1 k=1

11 , N
?C E  (2̂ ""14Mj]" j g  (|| A (̂ (f, x]£_1t*kiyi.1,yi)| ,tk;),v1) ̂

<  [•/̂ (2L-1 4(X,(3M))3 v|^(f)] L v|3^ 2(f),

gdzie L > 0 jest najmniejszą z liczb całkowitych spełniających nierów
ność [X1 (2̂ +^M)]11 =i 2̂ .

2. Jeśli $. (1=1,2) spełniają warunek (Ag) ze stałymi odpowiednio
Mg (j=1,2) i warunek (E)

|f1lx,y)j <• M dla 1=1,2, .*-,N,
x , y

to:
N H-1 ^

° v$j)(E f i) 0*3((K_1 )2M)]  E v4g)(fi ) dla ■5=1’2,
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1 2 1=1

ś [yc, ((H-1) [x, ((li-1)4ŁI)] J"14 oc, (3U( (3  ̂̂ sup_ } (f x)) J

,{^(2^(>s(3H))3 - p v|;>ui))} “ ¿ ]
1=»1

1> *

gdzie L > O jest najmniejszą z liczb całkowitych taka, 
[tC, ((11-1 )4K)] W“1 < 2L •

D o w ó d  a)
Korzystając z nierówności (5) oraz nierówności

I ł  A * ) ( f i*  x k - i ’ xk*y>l <  211

otrzymujemy:

S # 1 ( l i A * ) ( Ż f l « xk - 1 , x k , y ^ l ’^ k ^
k=1 1=1

II-1 N m
<[x^((H-i)ao] S ^ i (l ł  Aix)(fi» xk-rxk’y)l > V ‘

1=1 k=1

Podobnie dowodzi się a) dla j=2.
W dowodzie b) korzystamy z nierówności (4), (5), (6) i (7) 
otrzymując^

X j $2^X j $1 4 A ^xy^X] flł Xk-1 ,Xk’yi-1 ,yî l ’̂ k^’vî  ś
i=1 k=1 1=1

że
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{'X2((H-1)[>C1((Ił-1)4M)]N 140C,(3M))3 W 1 •

• ^ ¿ $ 2([x1((N-i)4uf <lłA(Sy(fx,3Cic-i**ic*yi-1’yi>l vi}*
1=1 i=1 k=1

ś{x^((N-l)[x1((N-1)4M)f 140C,(3M))3  ̂̂ “P,^ v£j1 (f^ )}” ‘ •

. {X2(2L+1(X1(3M))3 iśsupćif V ^ ( fl))}L g  V|3^ 2(f1) ,

gdzie L 3* 0 jest najmniejsza z liczb całkowitych taka, że

[X, ((N-1 ) 4 M ) ] 1 < 2Ł .

3. Jeśli (j=1,2) są funkcjami wypukłymi względem pierwszej zmiennej,cJtos
N N

7£ ) E f i ) < ł S Ti2 )(" fx) dla J" 1*2’j 1=1 1=1 j

b> H k  ¿ ^ ‘ s Ż  vl 13! i2(» i> -1 2 1=1 1=1

Dowód łatwo przeprowadza się indukcyjnie.
Wprowadźmy następujące oznaczenia:

m
v4])(f,oi’P) = (lłA(x)(l'»xk-1’Xk»y)l *^k^ »

gdzie [̂oCłjij * X1 ^ <Xtn=^ ’ xk-1 ̂  ̂ k^ Xk dla k=1 * 2' * * *,m#

n
vkZ)it,t,&) = sup 9UP . ^ 2 < l 5 A(y)(f» ^yi-ryi^^i).
y2 x "Lr.<5]

gdzie 11[̂ ,<s]= (f=y0<y.| < ***< yn=‘i). yi-1 ^ vi^yi dla i=1,2,...,n.
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vl v V f ;  f ’ 6)

■ V ( a * B r ^ ? { i y . w S fe(S ł l< l^ (, , I‘ -1-V ! r i - ” I , l ) | , v - ,1>-

gdzie:

"1TG*»p]xTrQr»̂ ] » xk-1 ̂  ^k ̂  xk dla k-1»2t...,m,
yi-1 ^ vi ^ yi dla i=1,2,...,n.

Dla tak zdefiniowanych wariacji można sformułować własności analogicz
ne do własności 1-3*

4* Wariacje mieszane są funkcjami monofonicznymi przedziału, tzn*
dla i

a) sup V*:1 ̂ (fja+oc ,a+(i, ) sS sup vi1 ̂ (f ;a+«,a+&) ,
a $1 1 n  a $1

b) sup V^(f;b+f1,b+<51) < sup (f jb+ft b+ó) ,

c) sup v|3)^(fJa+<t),a+(il,b+i'1,b+ć1)

<  sup v P ^ i  (fsa+<*,a+ft,b+tf;b+<5).
a,b *1 **2 ‘

D o w ó d  a )

Weźmy dowolne p o d z i a ł y :

"ra+*,a+|ł] = (a +*= x 0< x 1 < " * < x m - ■ + P> •

n [a+<i,a+c^]* (a + = x o < x 1 < . . . < x [n = a + ot^),

TT[a+<«1 ,a + p 1]  = (a  + <*1 = x'Q<  x '  < . . .  <  = a + (3.,),

TT[a+ ^ , a ^ ] =  (a  + h  -  x o < x 1 < - ” < x m3 = a + lł )
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oraz niech xk-1 ś xk dla k=1,2,...,m,

xk-1 < < xk dla ic=1,2,.. • ,m1, x/_.j < ś x^ dla k=l

x, , 4 U. ś x, dla k=1,2,... , tn,..-C“ I K K  J

Wtedy
a 2

supvi^fja+^,a+p1)=sup1T sup ^  (| (f ,x̂ ,

°1< sup n su? j y  $, (|?A(x}(f>*k-i.^kty)l » V  +
a,v [a+*r

m2 ^3
+E ^ i  d v y)l > v ]
k=1 k-1

m
su? „ sup « Va,y [a+«,a+|łj,{t;.y “

= sup (f ;a+oe,a+jł). ^

Dowody b) i c) przebiegają podobnie
5. Dla 

zachodzi:
5. Dla k. i 1. całkowitych i takich, ¿a 1j >  k. dlaJ J J J

a) sup V ^ )(f|a+k1Tt,a+l1TC) <  (2 O

b) sup V^(fj b+k2Tt,b+l2Tt) <  (2 j- 1) v|^(f) ,

c) przy założeniu, że dla j=1,2 spełniają warunki ■ 
■ (x,S

r_(3).

V y |f(x,y)| <  U

sup J-'(̂ (fj a+k1Tt,a+lljT,b+k̂ rt,b+l2itD

92,

(E) i
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- 1)(X,(3H))3 v|3){g f)))-

gdzie symbol [x] w powyższych nierównościach oznacza cechę x.

D o w ó d a)
Hiech będzie przedziałem na osi Ox, a .-j = (oc =

...<xla =(5) jego dowolnym podziałem. Ustalmy podział TT-jr̂ -,<<=t0< t1<...
= p) oraz utwórzmy uporządkowane podzbiory dla -v> = 1,2, ...,r

zbioru {o,1,...,m} w sposób następujący: j.̂, j^+1j^+rn^, należą do
V  Sdy xjv» xĵ +1 xĵ ,+mv należą do przedziału [tv-1,tv i &  1
oraz niech av = jeśli mv = O lub jeśli przedział £t- .j ,t^ nie za
wiera punktów podziału -j .
Dalej, niech C będzie uporządkowanym podzbiorem zbioru -[o,1,...,m} i
takim, że dwie kolejne liczby m^+t-1, m^+t należą do O, jeśli przedział
(V ł W , V +t) zawiera co najmniej jeden punkt podziału TT̂ |lc>jł]• Ilość 

j *3takich przedziałów jest nie większa niż r-1. Zapiszmy:
C " t1, • • • * ®jj +r^, m2"tm2*t* 1, • • * i ̂ 2^*2* * * * j ,. •., m ^ ^ * r , gd z 1 e
r^+r2+»• •+,ri *= r-1. Korzystając z własności 4a) mamy:

xo^ X1"'

£  $ 1 < l ?  A x ) <f *x k - 1 ’x k -y ) l ’V  =
k=1

r jv+mv
“Z ]  S U  A(x)(f»xj-rxj*y)|»‘cj) +
v=i j=j^+i

1 r3
+ S ! E ^ (l5A<x)(fiV+t-i, V.+t,y»)IVi+tJ<2 v|!)(f;tj=1 t=1 J J J ^_1 v-l v

1 r3
+ /*~1 Z ^ 1 ^ ^ }^ ^ t - 1 . xmUt.y) | . V +t) *j=1 t=1 3 3 3
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Z okresowości funkcji f względem x dla *^-1 i xk takich, że 
2Tt<xk-xk_i, mamy istnienie takich dk-1 i d̂ , dla których 0<djc-(3ic_']ś 
<  2TI oraz (f ;xk;_1 ,xk,y) (f jdk_1 ,dk,y). Podstawiając dla 1.,-̂
parzystego r = (̂1.,-k.j), [°c,|i] = [a+^it, a+1^], tv - t^_1 = 2K, gdzie
-\? = 1,2,... ,^(l1-k1), otrzymujemy oszacowanie;

)<

< = (2[. -Dv|J}(f),

gdzie [x] oznacza cechę x. Dla l1“k1 korzystamy z własności 4 a), otrzy
mując;

sup V^1 ̂ (f ja+k^, a+1^) < sup V^1 ̂ (f ;a+k^Tt,a+(l1+1 )Jt) ̂  (1 ̂ —k̂  )V̂ J ̂ (f )=

= ( 2 ^ 1 ^ ]

Dowód b) przebiega analogicznie. VY dowodzie c) korzystamy ze wszyst
kich oznaczeń wprowadzonych w dowodzie a) oraz niech będzie prze
działem na osi = fr=y0< “ •<yn = ;)eg0 dowolnym Podział®®i
TTl[tf'd3 = uo< u 1< ’*’<us = ^  podziałem ustalonym. Niech będą
uporządkowanymi podzbiorami zbioru {o,1,...,n} dla ^=1,2,...,s i takimi, 
że iu,iu+1,...,i?x+nu należą do B^, jeśli y ^ y ^ + i . • • • »y^+ny należą 
do przedziału Ĉ u— 1» i n<u ^ ’) oraz niech b^ = <|, jeśli n^ = 0 lub 
jeśli przedział [u^^, u^] nie zawiera punktów zTrĵ <5]> D za® takim upo
rządkowanym podzbiorem {o, 1,. • • ,n}, że n^+p-1,n[j+P należą do D, jeśli 
przedziały (y » i»y„fXn) zawierają co najmniej jeden punkt podziałun̂ -rp—l
ff-lfyń] • Oznaczmy D = {n!j .n^+1,... ,n'1+z1 .ng.ng+l, • • • »n^+Zg,... ,nk, 
n'k+lj.. .,n^+zk} , gdzie z.,+z2+.. .+zk ̂  s-1. Analogicznie jak w dowodzie
a)

n m

i=1 k=1

n p j +m^

_ S  ̂ i|łA(S (f,XJ-1*X3'yi-1,yi)l’1il) +1=1 V=1 j=jv+1
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1 r .i
+ Z  ^1 ( l ? A x y ( f ;X ia1+ t - 1 ' xmi +t»y i - 1 , y i ) l »^m.+t^ i^*  

i=1 t=1 J J 3

Podstawiając t^_^-ty = 2T£ dla V =  1,2,...,r i szacując jak w (6) mamys 

j^+my
$1<lłA(iy(f,xJ-1,xJ'yi-1'yi)l * V  ̂  4(X1(3M))3V^1)(̂ f)

d=jv+1 1
oraz

«i<lł^Sif,Jv ł+t-1'S!I+fyi-i*yi)l* v 1+t) «  4<*i(3M ) ) M ; }(^)-J J J * *

Wtedy dla - UjLl_1 = 2fi; ¿i= 1,2,...,s mamys

S ^  (X2 ((2r-1-1)4(X,(3M))3V|11)(̂  f)))2>2r-2

’{Z ZM.̂_J ̂1 (lTÂxy(fłXj-1'xj*yi-1̂l »̂j)»vi) +
>-V=1 i=1 j=jy+1

1 n+ Z Z! Ẑâ l̂ł̂Ŝ m̂ut-îut-yi-ryi5! >V.+t)'vi)}J s1 t=1 i=1 J J -1"J’

>3 -mi2r“2 •^  (X2((2r-2)4(X1(3M))3 5 (£ f)))2

f r -ĉ-i V +nM dy+mv•■{Z Z ̂ ^ ̂ ,' $1 ̂ l A^ ^ f,xJ-1,xj,yw-1*yŵ l
Ly=1 ,u-=1 w=iu+1 j=j„+1¿a=1 w=i^+1 j=jy*1 

r k ẑj jy+my

+ Z 1  ^ j Z ^ Z L j ^ l(^ Ai*yif;Xd-1,Xd,ynh+P“1’ynil+P)l *^J),vn{1+pi
V =1 h=1 p=1 

1 s r, iu+n.+Z Z 2_. Si2(ii(lTA(Sif>xBUt-rV+fVi-\)|.y+t̂V)+j = 1 U=1 t = 1 Waiu4-1 J J J
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’/* I ^  ^*2^1 4A^ x y ’xni'.+t-1 ,xta'.+t,yn?+P-1 ,yn^+D^I ,i:m',+t̂ ’ Vńh+P̂ }
j=1 b=1 t=1 p=1 3 ** J J

.2r-2= (X2((2r-2)4(X1(3M)).3V > (£ f)))2

= (X2((2r-2)4(X1(3M))3 f)))2r_2(2r-1)(2s-1)v|3^ ( f ).

Biorąc r = s = ^(lg-kg) dla 3 = 1.2, oraz oznaczając
cechę x przez [x], mamys

sup y^3^  (fja+^Tt,a+l15t,b+k2TC,b+l2Tt) <■

r^-^+1-i
<(V2(([-1-- -¿1+1] - 1)8(X,(3M))3V^^(^ f)))2(L 2 -I 1)

>(2 [ i c ^ i ]  - 1 ) (2 [ig^sii]- Dv|3;$2(f).
(8)

W przypadku gdy 1^-k^ dla j=1 v j=2 są liczbami nieparzystymi, ko
rzystamy, podobnie jak w dowodzie części a), z monotoniczności wariacji.

1 rii-ki+1 ~i 1 /Podstawiając r = ^(l^-k1+1) =  -̂-  i odpowiednio s = ^dp-kg+l)3
rlp-kp+1 “]= ■ 2'—  otrzymamy identyczne oszacowanie jak (8 ).

D e f i n i c j a  5 
Jeśli

(2 )to mówimy, że f e ̂
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T w i e r d z e n i e  1 
- • - ( 2 )Jeśli oraz $j(u»t)'^’i£0 dla wszystkich t i j=1,2, to

f jest funkcją ograniczoną.

D o w ó d

Niech Ja,a+2Ttj= = xo<' X1< *'' xm = a+2*^ będzie dowolnym podzia
łem przedziału [a,a+2ft] oraz niech xk-1 <  t xk dla wszystkich 
k=1,2,... ,n<
Korzystając z założenia mamy:

sup$1(^|f(xk>y) - 2f(-X.̂ 1+Xk,y) + f y)|,1fk)£ v|^(f)<oo

oraz istnienie takiej stałej C(f) >  0, że

■up|f(*k,y) - 2 f ( Ł p . y )  + f(xk-1-y)l< Q (^ dla dowolnych *k.1< x kł

Dalej dowód jest powtórzeniem dowodu lematu 1 z [i].
Ograniczoność funkcji f wynika z jej okresowości względem y.

D e f i n i c j a  6
Jeśli dla funkcji f istnieją takie 1̂  >  0, j-1,2,3, że V^1 ̂ (1.^ }<<*>,

V$2)(12f ) < °° * v|3)^(x3f)<^ , to mówimy, że f i ^ .

' V

Oczywiste jest, że H ^ c

U w a g a  1
Z własności 1,2 i 3 dla wariacji oraz z twierdzenia 1 mamy:

a) jeśli (j=1,2) spełniają warunki (E) i (A„), $.(u,t)— >-«o
J d J u->~

dla wszystkich t (j=1,2), to jest liniowa,

b) jeśli <£. (j=1,2) są funkcjami wypukłymi ze względu na pierwszą zmienną,
( 2 ) *to ^  jest liniowa.

T w i e r d z e n i e  2
Jeśli (j=1,2) spełniają warunki (E) i (A2) oraz spełnione są za

łożenia tw. 1, to

W dowodzie korzystamy z własności 1 dla wariacji i przeprowadzamy osza
cowanie analogiczne jak w (6).
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T w i e r d z e n i e  3
Jeśli $ 3(u,t)< (i, (u,t) i $ 4(u,t)<(ł2$2(u,t) dla wszystkich u

dla wszystkich u i t oraz $1 i § 2 spełniają warunki (E), ^ 2) i

W dowodzie szacujemy analogicznie jak w (6).

D e f i n i c j a  7
jeśli dla ustalonych a i b 5 (f ,a,a+2Jl)«», v | ^ ( f | b , b + a O < "

i v|;^(f,a,a+2i£,b,b+2Tt)<«> , to f .

Przy założeniach analogicznych jak w tw. 1 można dowieść ograniczo
ności

D e f i n i c j a  8
Jeśli dla ustalonych a i b oraz dla funkcji f istnieją takie stałe

1, >  O (j=1,2,3), żeu

v|1 )(lif|a,a+2rt)<«», v|^)(l2f;b,b+2It)<'» i V ^ ^ ( l 2f|a,a+2Jt,b,b+2rt)<°° 

to mówimy, że feH f i k

D e f i n i c j a  9
$(u,t) spełnia warunek (a), jeśli jest niemalejąca funkcją t dla 

każdego u.
W dalszej części rozdziału będziemy używać funkcji <$3(u,t) i $4(u,t), 
które spełniają te same założenia co funkcje §.,(u,t) i $ 2(u,t), podane
na początku rozdziału* # . .
Przestrzenie i będą zdefiniowane podobnie jak ^

Ĥ V•i
\  »$2

L e m a t  2
Jeśli dla j=1,2,3,4 spełniają warunki (a) i (E), $ 1 i $ 2

niają warunek (A2) oraz ^  $j <u’* ̂  ~  dla j=1’2’ Wt6<3y warunki

3 3oc.>t)ft.> 0  0*̂ u^A, $o(u,a+2H3ś (u,a) i $4(u,b+2JT0i; p2$2(u,b)
J ° (j=1,2)°
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pociągają

tt(2) c  h (2)
-$1 '

D o w ó d
Niech f 6 h|2^  • Wtedy z lematu 2.6 w [5j mamy: jeśli M2(u,t)

spełnia (E), to następujące warunki są równoważne

1) 3 3 V  Mp(u,a?) < BM- (u,a. )
ct> o fi>0 0<uioo c c 1 1

2) V  3 V  M?(u,a2)< (u,a1 ).
t > °  p ( f ) > 0

gdzie : R x Cav a2̂  — *" R spełniają założenia jak po
dane na początku rozdziału.
Z ograniczoności funkcji f przez stałą M (tw. 1), dla dowolnego po
działu TT[~a a+2îï]= ia=JC0< X1 < ' * * < xm = a+2T£) 1 układu punktów 
xk-1 < é xk dla k=1,2,...,m mamys

V 3 V $ 1(u,a+2'FiD< &. (ïi (u,a) ,
Tl >° h (ii)>0 0<uéïi

czyli

$3(|?A(̂ (f,Xk_1,xk>y)|,'tk)^f3(| ^ 2)(f,Xk-i,Xk,y)|,a+2T0é

ó f,1 (2M)$1 (| (f łxk_-,,xk,y)| ,a)é (2M)f1 (| ( f  }xk_r  xk,y)| \ ) .

Analogicznie wykazuje się nierówność:

$4(|iA y)(f»x,y1-i,yi)| ,v.X(S2(2M)$2(|^A(|)(f}x,y_1,yi)| , v.).

Weźmy teraz podział Óak wyżej oraz podział TT ^ b+2njJ =
= (b=yQ< ŷ  < ... < yn=h+2T0 i y^., s£ <: y± dla i=1,2,...,n.
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Korzystając z założeń i szacując analogicznie jak w (6) mamys

¿ f 4(J$3(!{A(̂ (f,xk_r x.K,yi-1,yi)| >V * vi) * 
i=1 k=1

« ¿ f 4 (2 ^ 3 (lłA(S <f*Xlt-1,Xl£,yi-1,yi)l ’a+2TQ’b+2Tt) *
i=1 k=1

^ S $4(Ż f ł1(4U)^ (^ A(y (f,Xk- 1,Xk’y i- 1’y i) * ’ *i=1 k=1

<£ ji2 (4U)4 (X, (3M) )3 ) (f 5a,8-H2TC)).

• ¿ $ 2 < 2 h (4M^ 1 (lł ł «>•
i=1 k=1

<f)2((5l (4U)4(X, (3M))3v|J)(f,a,a+2TC))(^(2no+1 (X, (3Ł1))3 

v|l)(f;a,a+2T0))n° ,a,a+27t,b,b+2T0,

gdzie nQ 3» 0 jgst najmniejszą z liozb całkowitych spełniających nierów
ność |b.j (4M) < 2 ° .

D e f i n i c j a  10
: r x [a1,aj — *■ R spełnia warunek (W), jeśli

V  3 ^  V  $(u,t2) < co$(u,t.,).
k >0 ci)>1 |u| <  2k t1 ,t2e[a1 ,a2J

t2> t 1
L e m a t  3
Jeśli $. (j=1,2,3,4) spełniają warunek (W), wtedy
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pociąga

V  <$-,(u,a+2Ti) śft.iŁ. (u,a) i <Ł.<u,b+25T) < P?$?(u,b)a ~>n n*? „  ̂ •> 1 11  ̂ £ c*3>0 jł.. >0 0<u<<k

dla ó=1,2.

D o w ó d

4 v § 2 = " b - h  ’ le“

V  VV  V  3 (u,a+2il3 3* (u,a).
»(,>0 ^ > 0  O ź u ś ^  J 1

Wtedy korzystając z lematu 2.5 w \jf\ dla dowolnego oiągu nieujemnego
{u }°° oraz funkcji ŁL : R x [a..,a23 — *■ R (j=1,2), spełniających 

n=1 3
założenia podane na początku pracy dla , następujące ¡warunki są równo-tJważne:

1) zbieżność szeregu E LŁjiUjj.a.j) implikuje zbieżność ' li2(un,a2),
n=1 n=1

2) 3 3 \/ M„ (u,a?)ś ftli.fuja.)) mamy istnienie ciągu
i t>0  p o  0<u si<* * r 1
ujemnego {.un} takiego, że

OO
V ]  $1 (Un-a)^ 00 i ^  $3(un,a+2fĘ) = oo .
n=1 n=1

Dalej, analogicznie jak w [33, budujemy funkcję:

i ‘( x , y )  =<

u , jeśli ^=sn, y dowolne

O , jeśli x^sn, y dowolne.

gdzie /s \°° jest dowolnie wybranym ustalonym ciągiem punktów prze- 
1 nJ n=1 działu [a,a+2Ttj .

Pokażemy, że ) (f;a, a+2Tl) < o° i (f|a,a+2?lO = <~ .
Wybierzmy dowolny podział 1tj-a a+27x]= â=x0< X1 < • ** < xn=a+2fQ oraz układ 
{tj, gdzie xk_1 < < xk dla k=1,2,...,m.
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Wtedy przyjmując wszystkie możliwe wartości dla funkcji f(x,y) mamy osza
cowanie s

k=1

V ’V  + S $ 1(2 V C+2’V  + X } M % +1’V  +
k=1 lC k=1 k=1

m
+ £ * i $ Bpk“ 23P k J ’ ti;) + &  (̂ |apk + v i+2u V  +

^  Pk+1 Pk+21’ k Pk pk+1 pk+2

m m
*£

4 &  i (v a) + 2 * i  (v +2,a) + &  (x +r a)"k=1 Pk k=1 " m  k=1

m ni
+ (max( v % +1 ),a)+ Z & (max( V ' X +2}’a) +

12łuX '  $ 1 (uk,a)^°o.4
k=1

Uiech podział (a=xQ< x.j< ... < xm=a+2Tl3 będzie taki, że sk = -Ayxk+xk-1

k=1,2,...,m i niech {'KjJ będzie ciągiem punktów takich, że xk_-tiX i= xk- 
Wtedy z założeń mamy:

V $ 3(£|A(2)(fsxk_i,xk,y)| . V  =
k=1
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k=1

OOV ^ )(f;a,a+2T0 =

T w i e r d z e n i e  4
(2 )Jeśli spełnia warunki (a) i (W) oraz jeśli ^  jest liniowa,

spełnia warunek (Ag). 1

D o w ó d

Jeśli 1^2^ 2 Óest liniowa, wtedy jeśli f 6 H ^ ^  to 2f 6 H ^ ^ .  

:óżmy $!|(u,t) =$^(u,t), $2(u,t) = <£g(u,t), <|>j(u,t) =$^(2u,t) i 
!u,t) = $2(u,t).

idy

C h I/2^/ .
$3 >*4

.ematu 3 mamy istnienie takich że dla wszystkich 0<u<cC^
ihodzis ‘

<£j(u,a+2JT) < ¡2̂ <|̂ (u,a), a stąd

f1 (2u,t) < $ 1 (2u,a+2iT) = $' (u,a+2T0 < (5., $' (u,a) =

= p>1$1 (u,a) < ^  (u,t) dla t e [a,a+2Tl].

iwierdzenia 4 i uwagi 1 mamy następujący wniosek:

W n i o s e k W
Jeśli $-,,$2 spełniają warunek (E), t$;j(u,t)u^ o°° , j=1,2,

spełnia warunki (a) i (W),
$ 2 spełnia warunek (Ag),

liniowa < > $1
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U w a g a  2

a) jeśli jest liniowa, to ,

b) jeśli H^)$2 jest liniowa, to = h^ .
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¿TOPEE MiiKOilPOdAHHUE jApidAfiMil OIHOCRTEJIbHO oyHKfiihi h
C HAPAMET PAMM

P e 3 jd m e
IlycTb $j(u,t) (j=1,2) dyxyi cpyHKUHH onpeAexeHHiie Ha R+xR seąecTBeHHHe

HeoipHuaieAbHŁie, KenpepbiBHbie, Hey6uBammHe oTHOCHTexbHO u Aah Bcex t ,  bh-
noJiHaaKBiHe ycjioBHe Y$(u,t) = 0 <=&■ u = 0.

2fix a 4>yHKUHH f: R — > R, 271 - nepHOAH^ecKok oTHOCHiexbHO Ka»Aoii nepeMeH- 
HOk, H3MepHMok onpexexeHH Biopue MHKCKpoBaHHue BapHaiiHH OTHOCHiexbHO $yHK- 
UHk a cxeAyiomHM o6pa30M:

^ X +x
vi1)(f)-sup sup V ’$ 14 |f(xk,y)-2f(-^-5̂ ly)+f(xk_1,y)|,'^), (1)
*1 a,y ITa«{'cic'fcl

vi2)(f)=sup sup y ^ $ 2(i|f(x,yi)-2f(x,^|i=l)+f(x,yi_1)| .v.). (2)
2 b,x "b,{Vj}
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n m
, 0 )

rae

na = (a=x0< x1< •••< x m=a+2n3> 3Tb=(b=yQ< yi <... <yn=b+?JT3, TTab»T^xTTb, 

xk-1ś t k 4 xk(k=1.2....®) . yi-i^vi<yi (i=1,2,...,n),

Xlr+XL- 1
A xy(f* xk-i*xk*yi-i*yi)=f(xk.yi)-2fHS^.yi^f(xk-i*yi)- 

-2f(xk, y-1-̂ 1-1 1 --l-̂ .-.1)-2f(xk_1,

+f(xk.yi_i )-2f(■ \  k~1»yi-i)+f (xt-i*yi-i ̂

a laitace sapHauHH V| J  > ( f , ot, f>), vjg> ( f  <f ,« ,(* ,tf,<5) onpeaeaeH-

B u e a H a j i o r a a H o  k  v i ^ C f ) ,  V ^ 2 ) ( f )  i  v i 3 ) A  ( f )  H a  tpH K CHpoBaHH Lcc o d j i a c -  
_ _ _ 1_ *2 11 *i2

IH X  [< * ,(? ,]  ,  H Q * , ( ł ]  X [ f , < 5 ] .

JJ,0K a3yi0TCH  OCHOBHHe C B O aC T B a 3 IH X  B a p H a U H ii .  lina c c  cfiyHKHH»} fljlH  K o l o p u x

vl2)(f)’ v$ v $ 2(f)<00 °6o3"at‘e«° .
H|  $  i B J i a e i c a  o b o G m e iw e M  K J i a c c a  B B e ^ e H H o r o  C .  F h h jik o M  b  [ 2] ,  a  T a K ste

 ̂  ̂ (2)
o6o fim eH ne»d  i w a c c a  ' B B e ^ d H H o r o  A x o 6 a a 3 e u  u [ l ]  6 e 3  n a p a ł ł e i p o B .

A 0K a3yK )TCH  T e o p e M u  o  Biuix>>ieHHH u jiH H eiiH O C T H  K j ia c c o B  l a n a  h 1 2 ^ x  .
$1 »?2

MIXED VARIATIONS OP THE SECOND ORDER IN RELATION FUNCTIONS $1 AND <$„
WITH PARAMETERS

S u m m a r y
Let $j(u,t) (j=1,2) be determined on R+xR real, non-negative, continuo

us, non-decreasing functions of u for all t, satisfying condition 
(u, t)=0 <i=> u=0.

For a function fsR—>-R, 2TC - periodic considering every variable and 
measurable there are defined mixed variations of the second order with 
respect to and $2 as given by formulae (1) - (3)
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(f)=sup sup (X |f (xk,y)-sf (■**•' ■,y)+f(xk_1 ,y)| (1)
a,y

vi2)(f)=sup sup V $ 2(i|f(x,yi)-2f(x,-L5-i=l)+f(x,yi_1)| >Vi),
$2 b,x 221 1

^ . >#2(r)T N S S ! { V ^ Ś §2<§ łl(J|ń” <f’Ii',''k'il'v,1>|,:k>''l)
where

TTa = (a=x0< x 1<...<xm=a+27l3, Hb = (b=yo< < .. . <yn=b+2it)f TTBb=TTaxTTb, 

x ^ ^ ^  (̂ “1»2*• • • *  yŁ_i ^ ^ yL (is1 *2, • • • tn)f

A^^(f jXjc_i »xk»yi«>i »yi^^t-^-i .yi)-2f( 2 »yi^+^ 3Ck-i >yj.)"

-2f(xk, yi|̂yi.~l) + 4 f y±^ ^ - ) -2f(xk_r  g^~10+

f  ( x k > y i _ i  ) - 2f ( X k + ^ A l , y i _ 1 ) + f  ( x k _ 1 ,yx_, )

There arealso defined variations V^^fjti.p), (f and

v$v$2^f,<*’^ ’̂ on tbe flxed intervals Z-.il • M  and x Tit'5]
similarly as v|^(f), v|2)(f), v|^^(f), correspondingly. There are

proved basic properties of these variations. The class of functions f 
for which v|^(f), v | 2 ) ( f ) ,  v| ^ $ 2 (f ) < c > 0  was denoted by .
It is a generalization of V<p introduced by S. Gnilka in [2] and of

introduced by T.I. Achobadze in [l] without parameters. There are 
pri^^d theorems on linearity and inclusion of the classes of type ^  ^ •


