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STABILNOŚĆ ROZWIĄZAŃ STGCHASTYOZNYCH RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH MC SHANE’A

Streszczenie. W pracy rozpatruje się układ stochastycznych rów- 
nań kc Shane’a w postaci:
dx(t,co)=f (t,x(t,co))dt+X] S0 (t,xCt,co))dz<? (t,w),x(t ,w)rt ,<¡> = 1 V o o
gdzie dx jest stochastyczna różniczka w sensie Mc Shane’a.
Dla tego układu zacytowano pewne twierdzenie porównawcze uzyskane 
przez autorkę w pracy []6j .
Na podstawie tego wyniku w pracy dowodzi się, że przy stosowanych 
założeniach stabilnośó (odpowiednio asymptotyczna stabilność, nie
mal asymptotyczna stabilnośó) rozwiązania trywialnego równania zwy
czajnego

u'= y(t,u),
implikuje stochastyczna stabilnośó (odpowiednio asymptotyczna sto
chastyczna stabilnośó, niemal asymptotyczna stochastyczną stabil
nośó) rozwiązania zerowego rozpatrywanego układu równań Mc Shane’a. 
Z rezultatów tych wynikają analogiczne implikacje dla stosownych 
stabilności jednostajnych.
Pracę ilustrują dwa przykłady

§ 1. Wstęp

Niech (Si,f,P) - przestrzeń probabilistyczna, T cR, - wstępu
jąca rodzina 6 - podalgebr algebry ¿T.
Oznaczamy przez c [R+xRn,Rn]klasę funkcji ciągłych typu R+xRn-s-Rn , zaś przez 
C ^ [ R +xRn], Rn - klasę funkcji typu R+xR Rn, ciągłych wraz z pierwsza pochodną 
względem zmiennej t oraz z pierwsza i drugą pochodną względem zmiennej x. 
Niech = {x 6 Rn : || x || ^  A  } .
Rozpatrzmy układ stochastycznych równań różniczkowych Mc Shane’a

r
dx(t,u>) = f (t,x(t,w))dt + g (t,x(t, -jj))dz° (t,w),

? =1 V
z warunkiem początkowym x(t0,u>) = xQ, w równoważnej mu postaci całkowej

t. r t
x(t,o>)=x(t0,co)+ J f(s,x(s,a'))ds+ J g (s,x(s,w))dz(?(s,oo) (1 )

*o ^  fo f
t 6 <t0,T> , x(t0,co) = x0, <to,T>c<0, +oo),
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gdzie x jest n-wymiarowym procesem stochastycznym, xoeRn , z? s 
Txii-*-R, g^.f : <tQ,T> * Rn — Rn, zaś występujące w równaniu całki są 
całkami w sensie Mc Shane’a.
Zakładamy dalej, że funkcje f,g,p i procesy z? ( 9 = 1,...,r) spełniają za
łożenia twierdzenia o istnieniu i jednoznaczności rozwiązań układu równań 
różniczkowych Mc Shane*a (patrz [5])- Na mocy tego twierdzenia układ (1) 
posiada jednoznaczne rozwiązanie x o ciągłych (mod P) realizacjach zgod
ne z rodziną Wprowadzimy operator różniczkowy wzorem:

$  =  t f  +  S  l f i ( t >x ) l d r  +  K 2 ] 2 l 4 ( t , x ) l +i=i 1 i=i 9 = 1 1

n r 2

+ ? K ^  3x.3x. * (2^
i,j=i 9=1 J

w którym K jest pewną stałą dodatnią.
Oprócz układu równań stochastycznych Mc Shane’a (1) rozpatrzymy równanie 
różniczkowe zwyczajne:

u' = y(t,u) dla 0 tQ ś t, (3)

z warunkiem początkowym u(tQ) = uQ, gdzie y £C[r+xR,r ].
Rozwiązanie równania (3) wychodzące z punktu (t0,u0) oznaczymy przez 
u(t) = u(t;t0 ,u0).
Dla uproszczenia zapisu w dalszej części pracy opuszczać będziemy symbol 
co, pisząc x(t,co) = x(t) itp.
Zacytujemy obecnie twierdzenie porównawcze dla układu równan stochastycz
nych (1 ), z którego będziemy korzystali w dowodach kryteriów różnych ro
dzajów stochastycznej stabilności rozwiązania trywialnego tego układu.

Twierdzenie porównawcze (patrz El)
Załóżmy, że:
(i) funkcja y e C [ R +xR,R] oraz, że funkcja y(t,*) jest wklęsła dla 

każdego t 6 R+ ,
(ii) równanie porównawcze (3 ) posiada całkę górną w prawo u=r(t;to,uQ) 

określoną w całym przedziale <tQ,+ °o),
(iii) funkcja V e c|£[R+x U^,r] oraz, że zachodzi nierówność

<$V(t,x)<y(t,V(t,x)) dla (t,x)eR+xU^)
gdzie $ jest operatorem różniczkowym określonym w (2 ),
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(iv) dla rozwiązania x(t) = x(tjt0 ,xQ ) układu (1 ) istnieje skończona 
warunkowa wartość oczekiwana,

E{v(t,x(t))| dla t 5=t0, x(t)eUx(mod P),

(v) x0 6 U ^  oraz V(t0,xQ) <  uQ.

Zachodzi wtedy oszacowanie

E{v(t#c(t))| <  r(tjt0,u0) dla t 5* tQ, x(t) eU^ (mod P).

Aby uprościć zapis w dalszym toku opuszczać będziemy symbol (mod P) rozu
miejąc, że wszystkie zależności zawierające rozwiązanie x(t) = x (t;t0,x0) 
układu (1 ) zachodzą z prawdopodobieństwem jeden.

§ 2. Kryteria stochastycznej stabilności i asymptotycznej stabilności

Na podstawie zacytowanego twierdzenia porównawczego, wykażemy obecnie 
pewne warunki wystarczające dla stochastycznej stabilności i asymptotycz
nej stochastycznej stabilności. Zakładać dalej będziemy istnienie trywial
nego rozwiązania zarówno układu stochastycznego (1 ), jak też deterministy
cznego równania porównawczego (3), tzn. zakładamy, że f(t,0) s 0, 
g?(t,0) = 0(<j>=1 ,...,r), y(t,0) s 0 .
Przypomnimy teraz definicje różnych rodzajów stochastycznej stabilności 
rozwiązania trywialnego układu (1 ) |j>atrz ¡X[j.

Definicja 1
Rozwiązanie trywialne x = 0 układu (',) nazywamy rozwiązaniem stocha

stycznie Btabilnym, jeśli dla dowolnych &>0, p>0, tQ6 R+ istnieje dodat
nia liczba <5=ó(t0,S,p) taka, że jeżeli ||xo ||<ó, to

P{ sup || x(t,t0,x0)|| > 6 } <- p .
1» Si t _ o

Definicja .2

Mówimy, że rozwiązanie trywialne x = 0 układu równań (1 ) jest prawie 
asymptotycznie stochastycznie stabilne, gdy dla dowolnych 6 > 0,p > 0 , 
tQ 6 R+ istnieją dodatnie liczby ó Q = ¿0 (t0) i T “ 5 (t0 ,&,p) takie, że 
jeżeli ||x0 ||*ó0, to

p { sup || x(t,t ,x )|| p.
t ̂  "fc +T O
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Definicja 3
Rozwiązanie trywialne x = 0 układu (1) jest asymptotycznie stocha

stycznie stabilne, gdy jest stochastycznie stabilne i prawie asymptotycz
nie stochastycznie stabilne.

Definicja 4

Jeśli w definicjach 1-3 liczby <5 oraz T nie zależą od tQ, rozwią
zanie trywialne nazywamy odpowiednio jednostajnie stochastycznie stabilne 
oraz jednostajnie asymptotycznie stabilne.
Oznaczmy przez K klasę funkcji w 6 C[R+,R+] takich, żes

(i) w(0 ) - O,
(ii) w jest funkcja silnie rosnącą w R+ .

Podamy obecnie kryteria stochastycznej stabilności i asymptotycznej sto
chastycznej stabilności.

Twierdzenie 1
Zakładamy, że:
(i) funkcja y e c [r+x R+,rJ oraz że funkcja y(t,*) jest wklęsła dla 

każdego t e R +,
(ii) funkcja V e C [ r +x U^,R+J i dla każdego o (t,x)eR+xU^ zachodzi 

nierówność $V(t,x)«y(t,V(t,x)),
(iii) dla rozwiązania x(t) = x(t,t0,XQ) układu równań stochastycznych

(1 ) oraz dla t >  t istnieje skończona warunkowa wartość oczeki
wana E {V(t,x(t))| ,

(iv) istnieje funkcja w e K  taka, te dla każdego (t,x) eR+x(U^\{o}) 
jest V(t,x) w (|x||) oraz V(t,0) = 0 dla każdego t £ R +.

Wtedy:
(1) stabilność trywialnego rozwiązania U = 0 równania (3) implikuje 

stochastyczną stabilność rozwiązania x = 0 układu (1 ),
(2 ) z asymptotycznej stabilności trywialnego rozwiązania równania (3 ) 

wynika asymptotyczna stochastyczna stabilność trywialnego rozwiązania 
układu (1 ).

Dowód 1
Wykażemy pierwszą część tezy.
Weźmy w tym celu dowolne p>0, 0 <  t0 e R+.
Z założenia rozwiązanie trywialne u = 0 równania zwyczajnego (3) 

jest stabilne, tzn. dla dowolnych tQeR+, £..>0 istnieje dodatnia liczba 
taka, że jeśli || u0 1|^ «5-,, to || u(t,t0,u0)|| <  £., dla t 3* tQ.
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Niech 61 = pw(£) i niech uQ = V(t0,xQ). Ha mocy ciągłości funkcji V 
'i założenia (iv) można tak dobrać liczbę dodatnią <5 , że będą zachodziły 
nierówności:

<5 ¡V(t0,x0) ||<ó 1

Pokażemy, że z tak dobraną liczbą 6 spełnione są warunki definicji sto
chastycznej stabilności.
W przeciwnym razie istniałoby rozwiązanie x(t) układu (1) takie, że

|x0 |^<5 i p{ sup || x(t,t0,x0)||>e} >  p. (4 )
t

Ponieważ uQ = v (t0»x0) i spełnione są założenia (i)-(iii), to na mocy 
twierdzenia porównawczego i definicji stabilności trywialnego rozwiązania 
u = 0 równania (3) otrzymujemy oszacowanie

E{v(t,x(t))|$t ] <  r(t,tQ,u0) ^  pw(£).

Korzystając ze znanych własności warunkowej wartości oczekiwanej uzysku
jemy dalej:

E{v(t,x(t))}, = E{E{v(t,x(t))| }} ^  pw(£). (5)

Niech igico) oznacza moment pierwszego wyjścia trajektorii x(.,co) rozwią
zania równania (1) ze zbioru Ug i niech'tg (t,co) = min [t, tg (co)] . Oznacz
my = |ooei2: tg (co)<t^|. Ponieważ funkcja V przyjmuje wartości nieujem- 
ne, więc z (5) otrzymujemy:

j V(t..,x(t (co)))dP(co) ś  pw(£). (6)
Si,

l drugiej strony, na mocy założenia QLv), zachodzi nierówność:

J  V(t1 ,x(t£(u>))) dP(co) >  /  w(||x(te(co))||) dP(co) = w(£)P(Sl,). 
fl-)

Stąd i z nierówności (6 ) wnioskujemy, że:

= p{coeiis % (co)<t.) = pjcoeft: sup || x(t)|| >&} ś p ,
1 =• 1 1 t «tst,O I

co przeczy nierówności (4).
Pokazaliśmy więc, że rozwiązanie trywialne układu równań (1) jest stocha
stycznie stabilne, co kończy dowód pierwszej części tezy.
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Wykażemy obecnie drugą część tezy. Ustalmy p>0, 6o > 0  oraz 
<5 = ó(t0,£0,p). Ponieważ rozwiązanie trywialne u = 0 równania (3) jest
asymptotycznie stabilne, więc zgodnie z definicja jest ono stabilne i pM-
wie asymptotycznie stabilne. Biorąc pod uwagę wykazaną już pierwszą część 
tezy i definicję asymptotycznej stochastycznej stabilności wystarczy poka
zać, że rozwiązanie trywialne x = 0 układu rćwnań (1 ) jest prawie asymp
totycznie stocbastycznie stabilne. Rozpatrzmy p>0, 0 < & < E , o, tQ e E+.
Ponieważ trywialne rozwiązanie u = 0 równania (3) jest z założenia pra
wie asymptotycznie stabilne, więc dla dowolnych tQ S R + , > 0  istnieją 
dodatnie liczby <5° i T takie, że dla dowolnych t 5* tQ+ T i ||u0 ||<ó°
zachodzi || u(t, t0,uQ) || ̂  £., •
Niech £., = pw(6) i niech uQ = V(t0 ,xQ). Podobnie jak w pierwszej częś
ci tezy potrafimy wybrać <5*>0, żeby spełnione były nierówności ||xo || < 6  
i ¡V(t0,x0)|| ^  <5°.
Niech S0 = min(<5,ó*), wtedy dla ||x0 |ć<50 na mocy twierdzenia porównaw- 
czego mamyj

B{v(t,x(t))ł ^  r(tjt0,u0), gdy x(t)6U£o, t > t Q .

W rezultacie, na mocy prawie asymptotycznej stabilności trywialnego roz
wiązania u = 0 równania (3 ) otrzymujemy nierówności*

B{v(t,x(t))|rt } <  pw(6) dla t 5=t0 + T ,  x(t)eU£o,
O

Rozumując tak samo jak w dowodzie pierwszej części tezy mamy:

w(£)P(iiP)< J  V(t,x(t))dP(a>) <  pw(£), 
ffi2

gdzie

Sir, ={coeSi: sup || x(t;t ,x ) || >  £}

i w następstwie tego zachodzi nierówność:

p{sup || x(t*t ,x ) || 5=£}<p, jeśli tylko ¡x0 ||<<50 . 
t»tQ+T

Pokazaliśmy więc, że spełnione są warunki definicji 3, co kończy dowód 
drugiej części tezy.
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Wniosek 1
Jeżeli spełnione są założenia twierdzenia 1, to:
(1) Z jednostajnej stabilności rozwiązania trywialnego u = 0 równania

(3 ) wynika stochastyczna stabilność trywialnego rozwiązania x = 0 układu 
równań Mc Shane’a (1).

(2) Jednostajna asymptotyczna stabilność rozwiązania trywialnego u = 0 
równania porównawczego (3) implikuje jednostajną asymptotyczną stochasty
czną stabilność trywialnego rozwiązania układu równań (1 ).
Zilustrujmy wyniki prostym przykładem.

Przykład 1
Rozpatrzmy układ równań stochastycznych

t r t
x(t) = xQ + J  f(s,x(s))ds + ^ ]  J  g (s,x(s))dz<?(s). (7)

*o ? = 1 *o

Niech dla wszystkich (t,x)eR+xU^ zachodzą nierówności:

r
xf(t,x) x|g? (t,x)| O

<j>-1

n r
S  X  h i  4 ( t ' x ) g ? ( t , x ) ś  M t ) | | x ®2  *

i, j=1 =1

gdzie I jest macierzą jednostkową,6 ^  <  O, + °o).
Przyjmujemy V(t,x) = ||x||2 .
Łatwo zauważyć wtedy, że dla (t,x)eR+xU^ zachodzi nierówność

§V(t,x) <  Wt)T(t,x).

Skalarnym równaniem porównawczym będzie tutaj równanie różniczkowe linio
we, jednorodne

u'= A.(t)u,

którego rozwiązanie trywialne jest stabilne (patrz np.
Spełnione są założenia twierdzenia 1 i na mocy pierwszej części tezy tego 
twierdzenia trywialne rozwiązanie x = O układu równań (1 ) jest stocha
stycznie stabilne.
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§ 3. Niemal asymptotyczna stochastyczna stabilność

Zajmiemy się teraz pewnym kryterium niemal asymptotycznej stochastycz
nej stabilności.

Definicja 5
Rozwiązanie trywialne x = 0 układu równań (1) nazywamy rozwiązaniem 

niemal asymptotycznie stochastycznie stabilnym, gdy dla dowolnych 6 > 0 , 
p>0, <<>0, tQ 6 R+ istnieje dodatnia liczba T = T(t0,S,p,oe) taka, że
jeśli ||x0 || <<*, to

p{ sup ||x(t;t ,x )|| > £ } <  p. 
t3tQ+T

Jeśli liczba T w definicji nie zależy od tQ, to rozwiązanie trywialne 
układu (1 ) jest niemal jednostajnie asymptotycznie stochastycznie stabilne

Twierdzenie 2 

Jeżeli:
(i) funkcja y gc[R+xR+ ,r] oraz funkcja y(t,.) jest wklęsła dla każ

dego t 6 R+,
(ii) funkcja V G C ^ [ R +xRn,R+] i dla każdego (t,x)GR+xRn zachodzi nie

równość $ V(t,x)ś y(t,V(t,x)),
iUo nn»iaiiinia irftj = Tclf.tt tc 1 układu równań (1 l dla t łt

V(t,x) S* w(Jx|) oraz V(t,0) = 0 dla każdego t 6 R+ ^
to niemal asymptotyczna stabilność trywialnego rozwiązania u = 0 równa
nia porównawczego (3 ) implikuje niemal asymptotyczną stochastyczną stabil
ność trywialnego rozwiązania x - 0 układu równań Mc Shane’a (1).

Rozpatrzmy dowolne < 0  0, p > 0, 6 > 0 , t QGR+ i niech ||x0 ||s= cC. Z zało
żenia rozwiązanie trywialne u = O równania (3) jest niemal asymptotycz
nie stabilne, a zatem dla dowolnych tQGR+, oĈ  >  O, £ ^ > 0  Istnieje dodat 
nia liczba T taka, że dla t ^ t Q + T oraz ||u0 ||śoC1 jest 
||u(t,t0 ,u0)l ^  6 r
Niech £ 1 = pw(£) i niech uQ = V(t0 ,x0) tak, aby było || uQ || ć  ct1. Korzy
stając z twierdzenia porównawczego otrzymamy oszacowanie:

Dowód

E{v(t,x(t))|;Ft } é  r(tjt0,u0) dla t 3= tQ,
O
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zaś z niemal asymptotycznej stabilności trywialnego rozwiązania u = 0 
równania (3) mamy oszacowania?

E{v (t.x(t))|ft } pw(6) dla t 5= t + T.o °
Rozumując podobnie jak w dowodzie twierdzenia 1, otrzymujemy nierówności?

w(6)P(S5_) <  /  V(t,x(t))dP(o>) <  pw(6 ), 
iiłij

gdzie

= {coeffi? P{ sup |x(t)||>£} .
t» V *

Zatem jeśli ||xJ|<<*, to p{ sup ||x(t)|>£} ̂  p,
° lt»t0+T J

a więc rozwiązanie trywialne x = 0 układu (1 ) jest niemal asymptotycznie 
stochastycznie stabilne. Dowód twierdzenia jest ukończony.

Wniosek 2
Jeśli spełnione są założenia twierdzenia 2, to niemal jednostajna asymp

totyczna stabilność rozwiązania trywialnego u = 0 równania porównawczego
(3) pociąga niemal jednostajną asymptotyczną stochastyczną stabilność try
wialnego rozwiązania układu równań Mc Shane’a.

Przykład 2
Rozpatrzmy układ równań (7). Niech dla (tfx)eR+xU, spełnione będą nie

równości?

r
xf(t,x) x|g? (t,x)|ć - <* ||x||2 , cc> 0

9=1

—  Q .

S  S  Jij 4 ( t ' x ) g i ( t ’ x ) ć b ( t ) e x p { - !  * }  ¡ x « *ij- 1  <¡>,6=1

gdzie b(t) jest wielomianem stopnia n.
Przyjmując V(t,x) = ||x||2, otrzymujemy?

1 / 2
$V(t,x) <  - c*V(t,x) + b(t)exp {- ^ t}[V(t,x)]

Skalarnym równaniem porównawczym jest równanie? 

p' = - oCp + b(t)exp | - ^ tjp^ 2 .
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Łatwo pokazać, stosując znane kryteria deterministyczne (patrz [3]), że 
rozwiązanie trywialne tego równania jest niemal asymptotycznie stabilne.
Na mocy twierdzenia 2 widać, że również rozwiązanie układu równań (7) jest 
niemal asymptotycznie stochastycznie stabilne.
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3 y a  aiy teopeMy, b 3To8 padoie xoKa 3 aHo, n o  npa cooTBeiciBeHHKoc npe.nno.iio- 
seH umx yoTo8tzb b o c tb  (acHMnTOTavecKaa ycTo8vH BociB , n o n a  acm inTom necKas  

ycToSaaBocTB) TpHBHajiBHoro pemeHHa oduKKOBeimoro ypaBBeHas

u' = y(t ,u)
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BJie^jei 3 a  c o c o a  cioxacTsm ecK yx) ycToiiqiiBocTB (aciiM iiT oiii'iccK ya CToxacTHvec- 
Kyio y cT o ii'iH B ocib , uo^ th  acHMnTonmecKyio c ioxaciH tiecK yio  yc io d H iiao cT b ) tpu— 
B iiaJibnoro  peaeH xa paccM O T pxsanoro  CHCTeua caysanK iix  y p o su en asi AaKmeuHa.
C 3tu x  h cx o ^cb  c jie s y o ib  r o x e  auajioriHiecKiM  p e s y j i t ia i  4.1a  paaucuepHux cjiy- 
qaHHtix ycTOK'iHBocxa, 3 paboTe noMeajeHO ,53a npMMepa.

STABILITY OP THE SOLUTIONS OP MC SHANE TYPE STOCHASTIC 
DIFFERENTIAL EQUATIONS

S u m m a r y
In this paper we consider the stochastic differential system of Kc Sha

ne type
r

dx(t,w) = f (t,x(t,w))dt + ^ j g^(t,x(t,co))dz? (t,co),x(t0,co) = xQ,
9 - 1

where dx is a stochastic increment in sense of Me Shane. For this system 
has presented some comparison theorem, that have appearad in the paper [_&]• 
Utilizing the comparison theorem we proved here, that under adequate con
ditions, stability (asymptotic stability, quasi-asymptotic stability) of 
the trivial solutions of the scalar differential equation

u' = y(t,u) ,

implies the stability in probability (asymptotic stability in probability, 
qua3i-asymptotic stability in probability) of the trivial solutions of the 
stochastic MC Shane system.
Finally we provided examples to illustrate our results.


