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Streszczenie. Praca poświęcona jest zagadnieniu istnienia i jed
noznaczności ciągłego, ograniczonego rozwiązania równania całkowego 
typu Yoltery ze zmiennym argumentem o postacis

dla s,te [0,o°).
Głównym rezultatem pracy jest podanie warunków dostatecznych gwaran
tujących istnienie i jednoznaczność ciągłego, ograniczonego rozwią
zania równania (0) na nieujemnej półosi rzeczywistej przy założeniu, 
że funkcje dane w tym równaniu są ciągłe i ograniczone na tym prze
dziale.Rozpatrujemy nie hadany dotychczas przypadek nieujemnej funk
cji <p(t).
Przypadek ujemnej funkcji «p(t) jest dobrze zbadany i poświęcono mu 
wiele prac.
Przypadkowi funkcji <f(t) o zmiennym znaku poświęcimy jedną z następ
nych prac.
Podajemy także warunki, jakie musi spełniać parametr aby rozpa
trywane równanie posiadało jednoznaczne rozwiązanie o wymienionych 
powyżej własnościach.
Wynik osiągnięto metodą Picarda kolejnych przybliżeń, po zastosowa
niu odpowiednich przekształceń. Y/ynik zawarty w tej pracy można wy
korzystać w teorii słabych rozwiązań abstrakcyjnych równań różnicz
kowych w przestrzeniach Banacha, jak również w teorii równań cząst
kowych zawierających człon z wyprzedzającym argumentem.

Główny rezultat

Rozpatrzmy równanie (O) o postaci:

gdzie u jest funkcją szukaną, Ą. jest parametrem zespolonym, ,'ozoatałe 
funkcje są dane. Podstawowym rezultatem jest

O
(0)

%
u(t) = f(t) +A.J k(s,t)u(s + <p(t))ds, 

O

T w i e r d z e n i e

Jeżeli

a) funkcje f(t), k(s,t),f(t) są ciągłe dla s,t?=0,



114 D. Jama, A. Czech

b) J  |k(s,t)|dss£ŁJ.] dla t >0,

c ) V
K. >  0 r(t) M ; (0) = 0 ,
TJgsconat

d) V sup |k(s , t ) | < M  oraz sup | f (t) | s= M,
M >  0 s,tsO t ? 0
m=const

e) | A.| <  , ¿ 0  gdzie e - liczba Eulera,

to istnieje dokładnie jedno rozwiązanie ciągłe i ograniczone równania (0). 

D o w ó d

W celu udowodnienia istnienia rozwiązania równania rozpatrzmy ciąg 
kolejnych przybliżeń, określony wzorem*

u0 (t) = f(t)

: . o)

un (t) = f(t) +A,J k(s,t)un_1 (s+ <p(t))ds.

Dla przejrzystości dowód istnienia rozwiązania równania (0) zostanie prze
prowadzony w trzech etapach. W pierwszym i drugim e-tapie zajmować się bę
dziemy zbieżnością ciągu kolejnych przybliżeń (1).

I. Wykażemy, że na mocy założeń c) i d) prawdziwa jest następująca nie

równość*

_ (t+(n-1)Mo)n
|un( t ) -un _ i ( t ) ^ W n * (2)

Prawdziwość nierówności (2) udowodnimy za pomocą indukcji matematycznej. 

Mamy*
t

l U1 -u0| =|A,||Jk(s,t)f(s+<p<t))d8|ś|MM2t. (3)
0

Niech

- (t+(n-1 )M?(n
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wtedy mamy:

t

l u n + 1 ( t ) _ u n ( t ) l “ W i j  k(e,t)[un (8+T(t)) - un.

n+1 n+2 r (s+f('t)+(n-1)M?)
|A» | Mn + 2 J  '■ „)-----

n

. ds

■a U l » * ’ a”«  ‘. ^ g a rW " 1 ■ 'TW TTI

W " ’ “”*2 - T n i ł j r -

II. Rozpatrzmy ciąg pomocniczy postaci:

,n „n+1 (^(n-1)M2)n 
an =|A.| tf  m   .

Mamy

lim ■ f "  =|A| MeM2 .
n-*oo n

Istotnie:

lim V t l  _ B | Ą . r 1 M”+2(t+nM2)n+1nl

an n-»-°° |A.|n Mn+1 (t+(n-1 )H2)n (n+1)In-»-» a_

t+nM2 ,n

(s+f(t))] ds|

(4)

1 t+(n-1)MP+M?
-IA.I“ lin STT ^ +nM2^'i V ( n - T W , -n-*-» c.
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m 2
Oznaczmy “  = 2 i rozpatrzmy granicę

,lim = n^ " (1 + T+Tn=T7ź'n = e-n -»oo v n->°°

Stąd wynika prawdziwość równości (4)»
Z (2) i (4) oraz założenia e) naszego twierdzenia, na mocy kryterium Weier- 
strasa i D*Alamberta wynika jednostajna i bezwzględna zbieżność szeregu 

funkcyjnego o postacit

S  (un + r an)* 
n=o

co z kolei pociąga za sobą zbieżność jednostajną ciągu kolejnych przybli

żeń (1).

III. Pokażemy teraz, że funkcje un (t) (n=0,1,••.), określone wzorem
(1), są ciągłe dla t > 0  i wspólnie ograniczone przez stałą -| *

Ciągłość funkcji ^ ( t )  dla n=0,1,... wynika z założenia a) naszego 
twierdzenia i sposobu konstrukcji tych funkcji.
Aby udowodnić ograniczoność funkcji dla n=0,1,... wykażemy naj
pierw, na podstawie indukcji matematycznej, że słuszne jest oszacowanie 

o postaci:

Rzeczywiście mamy: 

dla n = 1

|Ul(t)|<M + |fc| M J  | k(s,t)| ds <  M + | M  MM1.
0

Ha podstawie (5) mamy:

t

l u n + 1 ( t ) l *  l f ( t ) l + l A* l j  I | u n ( e + f ( t ) ) | d s
0

^  M + | A* | (M + | A» | + • • • + | A# | )M1 9

czyli

^ ^ ( t ) !  <  M +|\| MM1 + |i\.|2MM2 + ... + |^|n+1MM“+1 . (6)
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Z założenia e) i (6) otrzymujemy ograniczenie postaci:

dla n > 1 *

Z powyższych wywodów wynika, że ciąg kolejnych przybliżeń określony wzo
rem (1) jest ciągiem funkcji ciągłych i jednostajnie ograniczonych, co 
daje tezę twierdzenia dotyczącą istnienia rozwiązania. '
W celu zbadania jednoznaczności przypuśćmy, że istnieją dwa rozwiązania 
ciągłe i ograniczone równania (0) u1 i u2 - Wtedy funkcja V(t) = u1 (t) -r 
“ u2 (t) jest rozwiązaniem równania jednorodnego postaci:

t
V(t) »A-J k(s,t)V(s+<p(t))ds. (7)

0

Wówczas z (7) mamy:

sup | V(t)|< |A|m .. sup l V(t)|, 
t »  0 1 t »  0

czyli

sup |v(t)| (1-lA.lM.) o. (8)
t » 0  1

Na mocy założenia e)

1 >  0 . (9)

Z (8) i (9) wynika, że

sup | V(t)| <  0 . 
t >  0

Stąd wynika V(t) = 0, co dowodzi jednoznaczności rozwiązania równania (0).

LITERATURA

[iJ Godunow S.K.: Równania fizyki matematycznej. WNT, Warszawa 1975*
[2] Fiskorek A.: Równania całkowe. WNT, Warszawa 1980.
P3~1 Tricomi F.G.: Integral Equations. Interscience Publishers Inc. New 
L York-London 1957.

Recenzent: Prof. dr hab. inż. Andrzej Tylikowski

Wpłynęło do Redakcji 16.11.1988 r.



118 D. Jama, A. Czech

0 HEUPEPUSHHX PEIilEHHHX HSOnPEAEJIEHHOrC JIHHEHHOrC HHTErPAJIbHOrO 
ypAJHEHHH C HSMBKHUiHMCH APryKEHTOM

p e 3 ¡0 M e

3  cxaibe paccMaTpHBaeica npobaeMa cypecTBoBaHHa h  oaH03HaHHOcTH Henpe- 
puBHoro orpaHH'teHHoro pemeHHH HHierpaabHoro ypaBHeHHH Tuna c H3MeHHK>pHMca 
$pryMeHTOM BH^a

t
u(t) = f(t) + h J  k(s,t)u(s+f(t))ds (0)

0

aaa s,t 6 []0,

OcHOBHhiM pe3yjibiaioM  padoifat HBaaeiCH yna3aHne yaoBaeiBopHTeabHtix ycaoBHit, 
r a p a H i a p y i o D i H x  cypecTBOBaHHe h  oaH03HaHHOCib HenpepuBHoro orpaHHieHHoro 
pemeHHH ypaBHenaa ( o )  Ha HeoipHpaieabHO» aeaciB H ieabH oii noayoca, aanaaaH - 
Ba-R, y io  $yHKUHH noaaHHbie b  b t o m  ypaBHeHHH HBaaMioa H e n p e p u B H U M H  h  orpaHH- 
ReHHhiMK b  s i om  H HiepBaae.
PaooMaipHBaeica ao chx nop Hen3yReHHufl caynaft He or pupal eabHoa ctyHxpHM <p(t). 
Oaynaa o t pupaleabHoil cJyHKPHP 'f(t) xopomo H3yneH a euy nocsHpeHO Mnoro 
paQ o t .

Caynajo (p.yHicttHH 'pi*) 0 H3MeHHK)pHMCH 3HaxoM dyaei nocBHpeHa oaHa H3 caeay- 
iopHx pad oi.
IIoaaHH Tanxe ycaoBHH KaKHM aoaxceH OTBenaib napaMeTp rtoSh paccMaipHBae- 
uoe ypaBHeHae HMeao oaH03HaHHoe pemeHHe c noaaHHuan Bume c b o H c t b u m h .  

Pes.yabiai aooiarHyi, ocHOBbiBaacb Ha Meioae ¡¡HKapaa. oaepeaHbix npHbaHaceHHii 
nocae npsiMeHeh h h  cooiBeTCTByiontHX npeBpapeHHii.
Pe3yabiai npeaoiaBaeHHH0 b  sioil padoie m o j w i o  H c n o a b 3 0 B a T b  b  T e o p n H  caadux 
a d c t paKpao h h u x  aa$4>epeHpnaabHHx p e m e H H i :  b  n p o c i p a H C T B e  SaHaxa, Kan T o x e  b 

teopHH paoiHRHbix ypaBHeHHk, coaepaapax paeH c ouepexcaiopHM apryueHioM.

ON CONTINUOUS SOLUTIONS OF A LINEAR INTEGRAL EQUATION 
WITH CHANGING ARGUMENT

S u m m a r y

The article concerns the problem of existence and uniqueness of a so
lution of a continuous, bounded solution of a integral equation of the 
Volterra type with a changing argument of a shapes

t
u(t) = ±(t) +A.J ic(s,t)u(s + 'p(t))ds

0



O ciągłych rozwiązaniach.. 119

The main result gives sufficient conditions for existence and uniqueness 
of a continuous, bounded solution of a given equation under the conditions 
that functions in the equation are continuous and bounded.
The case <p(t) 5= 0 is considered. The case 'p(t) ^ 0  is well known.


