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CALKOWEGO ZE ZMIENNYM ARGUMENTEM

Streszczenie. Praca poswiecona jest zagadnieniu istnienia i jed-
noznacznosci ciagtego, ograniczonego rozwigzania réwnania catkowego
typu Yoltery ze zmiennym argumentem o postacis

(©)

dla s,te [0,0°).

G¥ownym rezultatem pracy jest podanie warunkéw dostatecznych gwaran-
tujacych istnienie i jednoznaczno$¢ ciagtego, ograniczonego rozwig-
zania rownania (0) na nieujemnej pétosi rzeczywistej przy zatozeniu,
ze funkcje dane w tym réwnaniu sg ciggte i ograniczone na tym prze-
dziali.§ozpatrujemy nie hadany dotychczas przypadek nieujemnej funk-
cji <p(v).

Przypadek ujemnej funkcji «p(t) jest dobrze zbadany i poswiecono mu
wiele prac.

Przypadkowi funkcji <f(t) o zmiennym znaku poswiecimy jedng z nastep-
nych prac.

Podajemy takze warunki, jakie musi spedniaé parametr aby rozpa-
trywane réwnanie posiadato jednoznaczne rozwigzanie o wymienionych
powyzej whasnosciach.

Wynik osiggnieto metodg Picarda kolejnych przyblizen, po zastosowa-
niu odpowiednich przeksztatcen. Y/ynik zawarty w tej pracy mozna wy-
korzystaé¢ w teorii skabych rozwigzan abstrakcyjnych réwnan réznicz-
kowych w przestrzeniach Banacha, jak réwniez w teorii réwnan czast-
kowych zawierajacych czdon z wyprzedzajgcym argumentem.

G¥oéwny rezultat

Rozpatrzmy réwnanie (0) o postaci:
%
u(t) = f() +A.J k(s,t)u(s + <p(t))ds,
0

gdzie u jest funkcja szukang, A. jest parametrem zespolonym, ,"ozoatate
funkcje sa dane. Podstawowym rezultatem jest

Twierdzenie
Jezeli

a) Tfunkcje f(t), k(s,t),f(t) sa ciagte dla s,t?=0,
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b) J |k(s,t)|dssftd.] dla t >0,

¢) V _ ]
K.> 0 r(t) Mo (O] 0,

TJgsconat

d) V sup |k(s,t)|<M oraz sup |[f(®O]|sM,
M >0 s,tsO t?0
m=const

e) JA]l< , ¢ 0 gdzie e - liczba Eulera,

to istnieje doktadnie jedno rozwigzanie ciagte 1 ograniczone réwnania (0)-

Dowod
W celu udowodnienia istnienia rozwigzania réwnania rozpatrzmy ciag
kolejnych przyblizen, okreslony wzorem*

uo (t) = (L)
0)

un(t) = F(t) +A,J k(s,t)un_1(s+ <p(t))ds.

Dla przejrzystosci dowdd istnienia rozwigzania réwnania (0) zostanie prze-
prowadzony w trzech etapach. W pierwszym i drugim e-tapie zajmowaé sie be-
dziemy zbieznoscig ciagu kolejnych przyblizen (1).

1. Wykazemy, ze na mocy zatozen c) i d) prawdziwa jest nastepujaca r

rownosc*
_ (t+(n-1)Mo)n
[un(t)-un_i(t)*Wn * @
Prawdziwo$¢ nieréwnosci (2) udowodnimy za pomocg indukcji matematycznej.
Mamy*
t
IW1-u0| =]A,|lJk(s,t)F(s+<p<t))d8|S|MM2t. ©)
0
Niech

- t+(n-1)H)M?2 (n
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wtedy mamy:
t

lun+1(t)_un(t)l “w ij k(e,t)[un(@B+T(t)) - un.

N+l n+2 I (s+HFCE+(-DM?)"
Y| Mn+2J m,)——— - ds

lawln*ia"« ‘.A g.”a. r

CTW

w7 em*2 —Tnidjr-
Il. Rozpatrzmy ciagg pomocniczy postaci:

,n ,,n+l (M(n-1)M2)n
an =|A.| tf ((m N2)

Mamy
lim =mf" =]A| MeM2
n-*00 n
Istotnie:
lim vtl _ B JA.rl1 M’+2(t+nM2)n+1nl
7 80 n=° JA.Jn Mn+l (t+(n-1)H2)n (n+1) I

t+nM2 ,n

1 t+(N-1)MP+M?
-1A_ 1 _Lin STT ~+nM22"i V. (n - T W, -
n=-=-» (o4

(s+f(1))] ds]
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m2

Oznaczmy = 2 1 rozpatrzmy granice

KN v = QAse@ + T+Tn=T7Z"n = e-

Stad wynika prawdziwo$¢ réwnosci (4)»
Z (2 1 (4 oraz zatozenia e) naszego twierdzenia, na mocy kryterium Weier-

strasa i D*Alamberta wynika jednostajna i bezwzgledna zbiezno$¢ szeregu
funkcyjnego o postacit

S (un+ran)*

n=o0
co z kolei pocigga za sobag zbiezno$¢ jednostajng ciggu kolejnych przybli-
zen (1).

I11. Pokazemy teraz, ze funkcje un(t) (n=0,1,e=.), okreslone wzorem
(1), sa ciagte dla t >0 i wspdlnie ograniczone przez statg *
Ciggtos¢ funkcji ~(t) dla n=0,1,... wynika z zatozenia a) naszego
twierdzenia 1 sposobu konstrukcji tych funkcji.

Aby udowodnié¢ ograniczono$¢ funkcji dla n=0,1,... wykazemy naj-
pierw, na podstawie indukcji matematycznej, ze stuszne jest oszacowanie
0 postaci:

Rzeczywiscie mamy:

dla n =1

UECE) <M + ] M J |k(s,t)]ds < M +|M MM1.

0
Ha podstawie (5) mamy:
t
lun+1(t) > If(t)l +I1A*1j | lun(e+f(t))|ds
0
L ool LG ood +oeee + || M1 9

czyli

ANCE)T < M O[N] MML + IJ2MM2 + ... + |[A|n+IMMe+L . 6)
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Z zatozenia e) 1 (6) otrzymujemy ograniczenie postaci:

dla n>1%*

Z powyzszych wywodéw wynika, ze ciag kolejnych przyblizen okreslony wzo-
rem (1) jest ciagiem funkcji ciagtych 1 jednostajnie ograniczonych, co
daje teze twierdzenia dotyczaca istnienia rozwigzania. -

W celu zbadania jednoznaczno$ci przypusémy, ze istnieja dwa rozwigzania
ciggte 1 ograniczone réwnania (0) ul i u2- Wtedy funkcja V(t) = ul(t)
‘ u2(t) jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego postaci:

t
V(t) »A-J k(s,t)V(s+<p(t))ds. ©)
0

Wéwczas z (7) mamy:
sup V(B [< [Alm-  sup IV(D)],
t» t» 0
czyli
sup  |v(B)] (@-1A.1IM) 0. ®)
» 0 1

Na mocy zatozenia e)

1 >0 . ®

Z (8 1 (9 wynika, ze
sup V(D] < 0
t>0

Stad wynika V(t) = 0, co dowodzi jednoznacznosSci rozwigzania rownania (0).
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0 HEUPEPUSHHX PENIEHHHX HSOnPEAEJIEHHOrC JIHHEHHOrC HHTErPAJIbHOrO
ypAJHEHHH C HSMBKHUIHMCH APryKEHTOM

pe3pMe

3 cxaibe paccMaTpHBaeica npobaeMa cypecTBoBaHHa n 0aHO3HaHHOCTH Henpe-
puBHoro orpaHH"teHHoro pemeHHH HHierpaabHoro ypaBHeHHH Tuna c H3MeHHK>pHMca
$pryMeHTOM BH"a

t
u(t) = F(t) +hJ k(s,t)u(s+F(t))ds )
0

aaa s,t 6 [Io,

OcHOBHhiIM pe3yjibiaioM padoifat HBaaeiCH yna3aHne yaoBaeiBopHTeabHtix ycaoBHit,
rapaHiapyioDiHx CcypecTBOBaHHe n 0aH03HaHHOCib HenpepuBHoro orpaHHieHHoro
pemeHHH ypaBHenaa (o) Ha HeoipHpaieabHO» aeaciBHieabHoii noayoca, aanaaaH-
Ba-R, yio $yHKUHH noaaHHbie b btom ypaBHeHHH HBaaMioa HenpepuBHUMH h orpaHH-
ReHHhIMK b siom HHiepBaae.

PaooMaipHBaeica ao chx nop Hen3yReHHufl caynaft Heorpupal eabHoa ctyHxpHM <p(P).
Oaynaa otpupaleabHoil cJyHKPHP "f(t) xopomo H3yneH a euy nocsHpeHO Mnoro
paQot.

Caynajo (pyHictttH “pi*) O H3MeHHK)pHMCH 3HaxoM dyaei nocBHpeHa oaHa H3 caeay-
iopHx padoi.

IloaaHH Tanxe ycaoBHH KaKHM aoaxceH OTBenaib napaMeTp rtoSh paccMaipHBae-
uoe ypaBHeHae HMeao oaHO3HaHHoe pemeHHe c noaaHHuan Bume cooHctbumh.
Pes_yabiai aooiarHyi, ocHOBbiBaacb Ha Meioae jjHKapaa. oaepeaHbix npHbaHaceHHi1
nocae npsiMeHennn c00iBeTCTByiontHX npeBpapeHHii .

Pe3yabiai npeaoiaBaeHHHO b sioil padoie mojwio Hcnoab30BaTb b TeopnH caadux
ad ctpakKpaohhux aa$4>epeHpnaabHHX pemeHHi: b npocipaHcTBe SaHaxa, Kan Toxe b
teopHH paoiHRHbix ypaBHeHHk, coaepaapax paeH c ouepexcaiopHVM apryueHioM.

ON CONTINUOUS SOLUTIONS OF A LINEAR INTEGRAL EQUATION
WITH CHANGING ARGUMENT

Summary

The article concerns the problem of existence and uniqueness of a so-
lution of a continuous, bounded solution of a integral equation of the
Volterra type with a changing argument of a shapes

t
u(t) = x(t) +A.J ic(s,thu(s + "p(t))ds
0
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The main result gives sufficient conditions for existence and uniqueness
of a continuous, bounded solution of a given equation under the conditions
that functions in the equation are continuous and bounded.

The case <p() 50 1is considered. The case "p(t) 0 is well known.



