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NIEKTÓRE Y/ŁASNOŚCI PEWNEGO NIELINIOWEGO RÓWNANIA CAŁKOWEGO 
Z PRZYSPIESZONYM WYPRZEDZAJĄCYM ARGUMENTEM

Streszczenie. Praca jest poświęcona istnieniu i jednoznaczności 
ciągiego rozwiązania nieliniowego równania całkowo-operatorowego 2 
wyprzedzającym argumentem o postaci:

u(t,x) = A(t)v^ (x) + h j  A(t - s)F(t,x,u s +<p(s))ds 
O

dla x e Si, t ^  0.
Si - obszar ograniczony w Rn. ,
F(t,x,u) - funkcja ciągła względem u, spełniająca warunek Lipschi- 
tza względem u oraz Flt,x,0) = 0.
Alt) - rodzina operatorów liniowych i ciągłych określonych na pewnej 
przestrzeni Banacha, spełniających dla każdego t > O poniższe osza
cowanie:

gdzie |. | jest normą w rozważanej przestrzeni Banacha, ■jf'(t) - cią
gła, dodatnia i całkowalna funkcja dla t 3* 0.
Dla powyższego równania przy pewnych dodatkowych założeniach w pra
cy tej uzyskujemy istnienie i jednoznaczność rozwiązania w przestrze
ni C(Q).

Rozpatrywane równanie jest ściśle związane poprzez teorię połgrup 
z ewolucyjnymi równaniami różniczkowymi w przestrzeniach Banacha i 
z ewolucyjnymi równaniami różniczkowymi cząstkowymi, zawierającymi 
człon z wyprzedzającym argumentem.
W przeprowadzonych rozważaniach wykorzystana została zasada odwzo
rowań zwężających Banacha.

Podstawowe rezultaty

Rozpatrujemy równanie o postaci:

r

II A(t)|| <  tf(t) ,

t
u(t,x) = A(t)fj(x) + k j '  A(t - s)F(t,x,u s + tf>(s))ds

0
z warunkiem początkowym:

(1)

u(0,x) = *P1 (x). (2)
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Zakładamy, że rodzina operatorów A(t, dla t ^  0 tworzy półgrupę na 
przestrzeni C(ffi), ii - pewien ograniczony obszar w Rn. Warunek (2) jest 
wtedy spełniony przez każde rozwiązanie (1).
F jest funkcją ciągłą swoich argumentów.
A.- parametr rzeczywisty; <f>̂ (x) - funkcja ciągła i ograniczona dla x 6 ¿2 ; 
<p(t) - funkcja ciągła i dodatnia dla t > 0 .

Uiech C będzie przestrzenią funkcji ciągłych określonych dla t 3* 0; 
x e i? z normą:

[ u |[ = sup sup I u(t,x))|<°° . 
t ?  O lefl

Z a ł o ż e n i a  A
1. Operator A(t) jest ciągły względem t, ograniczony i liniowy.
2. || A(t) I <  T̂(t); (tj-funkcja ciągła, dodatnia i całkowalna dla te(0,°o) 
3» ^°^"(t-s)ds< c<oo; •f(t)<c, gdzie c - pewna stała dodatnia.
4. P(t,x,u) - funkcja ciągła względem u w normie ||. | oraz spełnia

jąca warunek Lipschitza:

suj3 |F(t,x,u) - F(t,x,u)| <  k(t) sup | u-u | (3)
xe£l x £ Sl

F(t,x,p) = 0. (4)

5. V A k(t) «  K.
K=const t ^  0 
K >  0

Przy powyższych założeniach rozpatrzmy operator B(t) o postaci: 

t
B(t)u = A» J A(t-s)F(t,x,u(s+<p(s),x))ds.

0
L e m a t  1
Jeżeli spełnione są założenia A, to operator 3(t), jest ciągły dla 

każdego t ^  0.

D o w o d
Niech un — >■ u w normie || . || . Mamy:

B(t)un - B(t)u =

A,J A(t-s)[F(t,x,un (s+<p(s),x))-F(t,x,u(s+<p(s),x))]d£
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Przechodząc do normy w powyższej równości otrzymujemy:

||B(t)un - B(t)u || ^

t
<  | M  HI'(t.x»Lin (t+<p(t),x))-P(t,x,u(t+Y(t),x))||J f(t-s)ds.

0
t

Ponieważ funkcja P jest ciągła w normie || . || , a / y(t-s)ds jest 
ograniczona na mocy założenia A, stąd: 0

L e m a t  2
Jeżeli spełnione są założenia A oraz ć(1 +|A.| K)<1, to operator

A(t) + B(t) przekształca sferę || u [| == R w przestrzeni C w siebie.

D o w ó d
Niech:

sup | «p. (x)| ̂  R, sup sup Iu(t,x)| sS R. (5)
xeil t^O xeSi

Ponieważ funkcja 'p(t) jest dodatnia, więc:

sup sup |u(t+<p(t),x)| sup sup I u(t,x)| . (6)
t 3* 0 x eil t > 0  xti!

Na 'mocy założeń A i (5) mamy:

|| B(t)un - B(t)u || — 0, przy n — a- ~
c. k. d. 1.

I A(t)̂ pj (x)||< jf'(t)R xR . (7)

Z założeń A wynika, że

II P(t,c,u(t,x)|| <  K||u(t,x)|| . (8 )

II B(t)u||i|^|||P(t,x,u(t+<p(t),x))|| J f(t-s)ds ś |A| K c R . (9)
0

Wykorzystując (7) i (9) oraz założenia lematu otrzymujemy:

||A(t)<p1(x) + 3(t)u| « | A (t D (x ) || + || B (t)u |sR(c + |/b| K ć)śE.
c . k . d . 1*
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L e m a t  3
Jeżeli spełniona są założenia to operator A(t) + B(t) odwzorowuje 

2 w siebie.
Dowód przebiega analogicznie jak w lemacie 2.

Dla dalszych rozważań wprowadźmy funkcję o postaci:

t
<|>(t,x) = A(t)<Jł(Q,x)+A,J  A(t-s)i,vt,x,4>(s+f(s),x))ds, (10)

0
gdzie:

<|>(t,x) e Cj x e £2 j t 3* 0.

L e m a t  4
Jeżeli spełnione są założenia lematu 2, to operator A(t) + 3(t) jest 

zwężający.

D o w ó d
Wykorzystując to, że |<i>(0,x)||« |<|>(t,x)|| oraz założenia lematu 2 otrzy 

mujemy:

|«p|< f(t)|*(°,x)| + I M  KlWicśćO +|*|K)|* |<|<p || c • U•a• 1*

T w i e r d z e n i e  1
Jeżeli spełnione są założenia lematu 2, to równanie (1)-(2) posiada 

ciągłe i ograniczone rozwiązanie i jest ono jedynym rozwiązaniem.
Dowód tego twierdzenia wynika z twierdzenia o punkcie stałym Banaha oraz 
z lematów 2 i 3*

U w a g a  1
Jeżeli równanie (1)-(2) posiada rozwiązanie ograniczone (niekoniecznie 

ciągłe) i spełnione są założenia A oraz warunek 1 - \ o K  > 0, to jest 
ono jedynym rozwiązaniem.

D o w ó d
Niech u.j, U2 będą dwoma rozwiązaniami równania (1)-(2). Wtedy: 

t
u.,-u2 = A,J A(t-s)[p(t,x,u1 (s+«p(s),x)) - P(t,x,u2(s+<p(s),x))]ds.

0
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Przechodząc do nonay i wykorzystując założenia A mamy:

II U1 “ M  ś *-oK|lui - u2 || ,

stąd

| u, - u21 (1 - >.cK) <  0.

A więc

I u1 - Ugl^O, czyli - u2 = 0.
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HEKOTCPuE CdO.iCTEA KAKOTO - TO HEMHEllHOrO kHTEPPAJlbHOrO YPA3HEHHH 
0 yCKOPEHHhM OlLiPEjKAUlHM APr/MEHTOi.i

P e 3 » m e
J  p a b o i e  p a c c w a ip n B a e r c «  cynK cTBO B aazeM  h 0A H 0 3 H aiH 0 c ib  H enpep tiB H o ro  

peaeH w a H ejiK H eknoro  KHTerpajtbH O —o n e p a T o p H o ro  ypaBHeHHa c  onepescaw m uu a p r y — 
u e H io u  s z ^ a

V
u(t,x) = A(t)<p1 M + K  J  A(t-s)P(t,x,u(s+<p(s),x))ds

0
Aa« xeSi, t >  o
i i -  o rp a a n > ie H n a a  o d n a c ib  Rn.

F(t,x,u) - H enpepiiB H atf .JiyHKnaa no  oTHOBeHC u oTBeaarom aa ycaoB H au jlarnnH- 
m a  n o  oiHomeHHio u  a  lax ace  F(t,x,0) = 0 .
A(t) - ceuehcTao AHHeZHaix onepaiopon h HenpepuBHHx onpexejieHHUx b hskoto-
pou n p o c i p a H C i B e  B a H a x a ,  OTBewaanHt. r j i h . x a x j j o r o  15 0 HHxce n o a a H H a s  o u e m c a  

|| A(t) || <  f(t)



112 D. Jama, A. Czech

r^e || • || flBjifleTCH HopMoil b paccMaTpaBaeMoii iiooct paHCTse BaHaxa tf'(t) - ne- 
npeptiBHaH, n o jio x m ejib H aa  h HH TerpajibHaa (.bymcuHH ¿.¡ih  t 3* 0 .
..Pjijj Bhuiie yKasaHHoro ypaBaeHH« npa onpesejieHHhtx noaojKHTe.ibHiJX hcxoahux abh— 
Htjx b BToit oiaibe n o jiy ^ au  cynecTByamne a  osH03Ha'iHbie peaeHHH 3 npocTpaHCT3e
c(fi).

PacouaTpaBaeutie ypaaHeHHJt TecHO C3a3aHu o leopaea noayrpynn c 3B0.ix>uH0HHiJ 
uh KopnycKyxflpHiJMH ypaBHeHHBMH, coaepscaniHMH nJieH o onepescaKWHM apryweKTox,
3 npoBeaeHHiix paooyaweHHflx Kunoab3oaaaca npmmnn oyatHBaioaHX oTodpaxeHHit 
EaHaxa.

SOME PROPERTIES OP A INTEGRAL EQUATION WITH ADWANCED ARGUMENT 

S u m m a r y
This article concerns the problem ef existence and uniqueness of the 

solution of the nonlinear integral equation
t

u(t,c) = ACtty^x) + A  J  A(t-s)P(t,x,u(s + <p(s))ds
0

for xeii, t »0.
Si is bounded in Rn, P - a funcion continuous on u satisfying the Lips- 
cbutzcondition for u, and F(t,x,0) = 0.
A(t) - a family of linear and continuous operators, defined in Banach 
space, such that for every t 3* 0, ||A(t)||< tf(t), where || • || is a norm in 
the Banach space, ■jf(t) is a continuous, positive and integrable function 
for t a» 0.
Por given equation under some additional conditions the existence and 
uniqueness in C(£2) is proved.
This equation is strictly connected by use of semigroups theory with evo
lution differential equations in Banach spaces and such equations with 
advanced argument.
The idea of Banach contract theorem was used.


