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NIEKTORE Y/tASNOSCI PEWNEGO NIELINIOWEGO ROWNANIA CALKOWEGO
Z PRZYSPIESZONYM WYPRZEDZAJACYM ARGUMENTEM

_ Streszczenie. Praca_jest poswiecona istnieniu i jednoznacznosci
ciagiego rozwigzania nieliniowego réwnania catkowo-operatorowego 2
wyprzedzajacym argumentem o postaci:

u(t,x) = AV ) + hjr A(Ct - s)F(t,x,u s +<p(s))ds
0
dla xeSi, t~ 0.
Si - obszar ograniczony w Rn. ,

F(t,x,u) - funkcja ciagta wzgledem u, spedniajgca warunek Lipschi-
tza wzgledem u oraz FIt,x,0) = 0.

Alt) - rodzina operatoréw Ilnlowych i ciggtych okreslonych na pewnej
przestrzeni Banacha, speiniajacych dla kazdego t > O ponizsze osza-

cowanie:
IADO]] < tF©O ,
gdzie |.| Jest normg w rozwazanej przestrzeni Banacha, =mf® - cia-

gta, dodatnia i catkowalna funkcja dla t 3*0.
Dla powyzszego réwnania przy pewnych dodatkowych zatozeniach w pra-
cy tej uzyskujemy istnienie i jednoznacznos$¢ rozwigzania w przestrze-

ni C

Rogg)%itrywane rownanie jest Scisle zwigzane poprzez teorig polgrup
z ewolucyjnymi réwnaniami rozniczkowymi w przestrzeniach Banacha i
z ewolucyjnymi réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi, zawierajacymi
czton z wyprzedz ]!lacym argumentem.
W przeprowadzonyc rozwazaniach wykorzystana zostata zasada odwzo-
rowan zwezajacych Banacha.

Podstawowe rezultaty

Rozpatrujemy réwnanie o postaci:

t
u(t,x) = A(ODTJX) +kj'A(t - S)F(L,x,u s + th>(s))ds @
0
z warunkiem poczatkowym:

u(0,x) = *PL).- @
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Zakkadamy, ze rodzina operatoréw A(t, dla t~ 0 tworzy pédgrupe na
przestrzeni CO(ffi), ii - pewien ograniczony obszar w Rn. Warunek (2) jest
wtedy spedniony przez kazde rozwigzanie Q).
F jest funkcja ciagla swoich argumentow.
A.- parametr rzeczywisty; <*(X) - funkcja ciggta 1 ograniczona dla X 6 ¢2;
<Pp() - funkcja ciagta i dodatnia dla t >0.

Uiech C bedzie przestrzeniag funkcji ciagtych okreslonych dla t 3*0;
X ei? z norma:

[u[= sup sup lu(t,x))|<°° .
t? 0 lefl

Zatozenia A

1. Operator A(t) jest ciagty wzgledem t, ograniczony i liniowy.

2. JA(®) 1< ~T(®); (tj-funkcja ciagta, dodatnia i catkowalna dla t=(0,°0

3» Nen(t-s)ds< c<oo; <fF(t)<c, gdzie c - pewna stata dodatnia.

4. P(t,x,u) - funkcja ciagta wzgledem u w normie ||.|] oraz spein
jJaca warunek Lipschitza:

Y3 |FCL,x,u) - FCE,x,u)] < k(t) sup Ju-u | (©)

xe£l x£d

F(t,x,p) = 0. @
5. V A k@@ « K.

K=const t~ 0

K>0

Przy powyzszych zatozeniach rozpatrzmy operator B(t) o postaci:

t
B(tHu =AJ A(t-s)F(t,x,u(s+<p(s),x))ds.
0
Lemat 1

Jezeli speinione sg zatozenia A, to operator 3(t), jest ciaggty dla
kazdego t~ O.

Dowod

Niech un— > u w normie |J. |- Mamy:

B(thun - B(thu =

A,J ACE-s)[F(t,x,un (s+<p(s),X))-F(t,x,u(s+<p(s),x))]dE
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Przechodzac do normy w powyzszej réwnosci otrzymujemy:

[IB(Dun - B(tu |~

Tt
< M HI"(txolin (E+<p(t) ,x))-P(t, X, u(t+Y (1) ,x)) | |3 F(t-s)ds.
0

t
Poniewaz funkcja P jest ciggta w normie J-] ., a / y(t-s)ds jest
ograniczona na mocy zatozenia A, stad: 0

IB(t)un - B(t)u |- O, przy n-—a-~
c.k.d.l.
Lemat 2

Jezeli speinione sazatozenia A orazé(l +|A.] K)<1, to operator
A(t) + B(t) przeksztatca sfere Jul[=R w przestrzeni C w siebie.

Dowodd

Niech:
sup lo. GOl ~ R, supsup lu(t,x)] sS R. ®
xeil t~0 xeSi

Poniewaz funkcja "p(t) Jest dodatnia, wiec:

supsup Ju(t<p() ., ] sup sup lu(t, )| - ®)
t 3*0 xeil t>0 xti!
Na "mocy zatozen A i (5) mamy:
A COII<IFMOR xR . @)
Z zaktozenh A wynika, ze
IPCt,c,u(t, )]l < KHNu@Ell - @)
BTN TPCEX,uCt=<p(0) )] ] F(t-s)ds $ |Al K c R . ®

0
Wykorzystujac (7) 1 (9) oraz zatozenia lematu otrzymujemy:

HAMDPL) + 3(U] « JA@ED )] + IB (Du[sR(c+ KK ¢)SE. a1
c.k.d.1*
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Lemat 3

Jezeli spedniona sg zatozenia to operator A(t) + B(t) odwzorowuje
2 w siebie.
Dowdéd przebiega analogicznie jak w lemacie 2.

Dla dalszych rozwazan wprowadzmy funkcje o postaci:

t
<) = A(D)<I@Q,X)+A,J  A(E-s) 1 ,vt, X, 4x(s+T(s) ,X))ds, 10)

0
gdzie:

<) eC xef2j t3F0.

Lemat 4

Jezeli spelnione sg zatozenia lematu 2, to operator A(t) + 3(t) jest
zwezajacy -

Dowod

Wykorzystujac to, ze |<i>(O,9)]l« [KIP®X)|l oraz zatozenia lematu 2 otrzy
mujemy:

l<pl< FEOI*C201 +INM KIWicsco +1*[O1* I<Isp 1 .

Twierdzenie 1

Jezeli speilnione sg zatozenia lematu 2, to réwnanie (1)-(2) posiada
ciggle 1 ograniczone rozwigzanie i jest ono jedynym rozwigzaniem.
Dowod tego twierdzenia wynika z twierdzenia o punkcie staltym Banaha oraz
z lematow 2 i 3*

Uwaga 1

Jezeli réwnanie (1)-(2) posiada rozwigzanie ograniczone (niekoniecznie
ciagte) i speknione sa zatozenia A oraz warunek 1 -\oK > 0, to jest
ono jedynym rozwigzaniem.

Dowod
Niech wuj, U2 beda dwoma rozwigzaniami roéwnania (1)-(2). Wtedy:
t

u.,-u2 =A,J ACt-s)[p(t,x,ul (s+«p(s),X)) - P(t,x,u2(s+<p(s),x))]ds.
0



Niektore whasnosci pewnego. 111
Przechodzac do nonay i wykorzystujac zatozenia A mamy:

lu « M § ~Kui - u21,

stad

Ju, - u21@ - >.c) < O.
A wiec

lul - Ugl~0, czyli - u2 = 0.
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HEKOTCPUE CdO.iCTEA KAKOTO - TO HEMHEIIHOrO KHTEPPAJIbHOrO YPA3HEHHH
0 yCKOPEHHhM OILiPEjJKAUIHM APr/MEHTOR i

Pes3s»nme

J paboie paccwaipnBaerc« cynKcTBOBaazeM h 0AHO03HaiHOcib HenpeptiBHoro
peaeHwa HejiKHeknoro KHTerpajtbHO—onepaTopHoro ypaBHeHHa ¢ onepescawmuu apry —
ueHiou sz”"a

\%
u(t,x) = A(M<pIM + K J A(t-s)P(t,x,u(s+<p(s),x))ds
0
Aa«  xeSi, t>o0
ii- orpaan>ieHnaa odnacib Rn.
F(t,x,u) - HenpepiiBHatf JiyHKnaa no oTHOBeHC U oTBeaaromaa ycaoBHau jlammt
ma no oiHomeHHio u a laxace F(t,x,0) = 0.
A(t) - ceuehcTao AHHeZHaix onepaiopon h HenpepuBHHXx onpexejieHHUX b hskoto-

POU npocipaHCiBe BaHaxa, OTBewaanHt. rjih. xaxjjoro 15 0 HHxce noaaHHas ouemca

1AM 1< (D)
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r~e [J=1 flIBjiftTCH HopVMoil b paccMaTpaBaeMoii iiooctpaHCTse BaHaxa tF(® - ne-
npeptiBHaH, nojioxmejibHaa h HHTerpajibHaa (bymcuHH ¢ ijih t 3* 0.
.Rijj Buile yKasaHHoro ypaBaeHH« npa onpesejieHHhtx noaojKHTe.ibHIJX hcxoahux abh—
Htjx b Bloit oiaibe nojiy*au cynecTByamne a osHO3Ha"iHbie peaeHHH 3 npocTpaHCT3e
c(fi).

PacouaTpaBaeutie ypaaHeHHJt TecHO C3a3aHu o leopaea noayrpynn c 3B0.DpetHIHE]
uh KopnycKyxFlpHiJWH ypaBHeHHBMH, coaepscaniHVH nJieH o onepescakWHM apryweKTox,
3 npoBeaeHHiix paooyaweHHflx Kunoab3oaaaca npmmnn oyatHBaioaHX oTodpaxeHHit
EaHaxa.

SOME PROPERTIES OP A INTEGRAL EQUATION WITH ADWANCED ARGUMENT

Summary

This article concerns the problem ef existence and uniqueness of the

solution of the nonlinear integral equation

t

u(t,c) = ACtty~x) +A J A(t-s)P(t,x,u(s + <p(s))ds

0
for xeil, t »0.
Si is bounded in Rn, P - a funcion continuous on u satisfying the Lips-
cbutzcondition for u, and F(t,x,0) = 0.
A(t) - a family of linear and continuous operators, defined in Banach
space, such that for every t 3*0, |JA(MD]I< tf®, where [J=] is a norm in
the Banach space, mf(t) Is a continuous, positive and integrable function
for t a0.
Por given equation under some additional conditions the existence and
uniqueness In CE2) is proved.
This equation is strictly connected by use of semigroups theory with evo-
lution differential equations in Banach spaces and such equations with
advanced argument.
The idea of Banach contract theorem was used.



