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NIERÓWNOŚCI GRUNSKY’EGO DLA FUNKCJI JEDNOLISTNYCH 
I NIEPARZYSTYCH

Streszczenie. W pracy rozważano funkcje jednolistne i nieparzy
ste. Za pomocą wzorów wariacyjnych wyprowadzono nierówności Gruns- 
ky’ego dla tej klasy funkcji.

Niech H(U) oznacza przestrzeń funkcji holomorficznych w kole jednost
kowym U = {z: |z|-£ 1 } z metryką niemal jednostajnej zbieżności, H'iU) - 
przestrzeń sprzężoną, S^2  ̂ - rodzinę funkcji holomorficznych i jednoliet- 
nych w kole U, spełniających warunki

F(-z) = -F (z), F 1 (0) = 1. (1)

W niniejszej pracy, korzystając z wariacji wewnętrznej Schiffera f2"|,
(2 ̂wyprowadzimy nierówności Grunsky’ego dla funkcji rodziny S v J.

We wzorze wariacyjnym Schiffera dla funkcji jednolistnych w kole U
p. „iot f (z„) z+z„

f (z) - f(z) + £e -fi v  zf <z) Ż=r0 +

-i<i f2 (z„) 1+z z
+ 6 V ( ----p— 2— )zf' (z) --- 2_ + 0(&)

2 1-*oz

gdzie zQ jest dowolnym punktem koła U, oC- dowolną liczbą rzeczywistą, 
— *-Q, gdy 6 — *■ 0, niemal jednostajnie w U, podstawiamy z2 w miejsce 

z, a następnie całość pierwiastkujemy. Otrzymujemy:

F*(z) =^f*(z2)' =Vf(z2)' d  + & e ict f(z2^'Z,̂ 'z,2) - (2)
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»* A ’1*2, *2“ o2

O O p O 1 /2—ioc f (Z^) 2̂x./, 2v 1+z^z^
ł s V -  7 ^  1̂ 7 } * 0l6)- l2>

Funkcje ■\/fx (z2)', Y f ^ 2)1 spełniają warunki (1), są holomorficzne i
jednolistne, a więc należą do rodziny S^2 .̂
Rozwijając prawą stronę (2) według wzoru Maclaurina względem £ oraz wy

korzystując zależności F2Cz) = tf z2) i f'(z) = , otrzymujemy
~\l 2 \ *

wzór wariacyjny dla funkcji klasy S^2 "̂ Vf(z

F*(z) = F(z) + £ e,(ei(*^ -a*1 rF (z)-F (zQ) 

iot F2(z ) , z2+z2
“ V  i ,i \ zP (z) T - 2  + 

izo}

r*iłF2 (z ) 1+Z^Z2
+ ^y~( g i? )zF' + °(£)*

z? ^ zo) 1"S0Z

Opierając się na wariacji zewnętrznej funkcji klasy S możemy zbudować 
analogiczną wariację dla funkcji nieparzystych. Niech F e s ^  oraz
w Q $ F(U). Jeśli F(z) = "V f(z2)' , gdzie fes, to w2 ^f(U) i wariacja
zewnętrzna funkcji f wyraża się wzorem £2]

t*(z) = f'z) + Ee1* + o (£), gdzie ¿ U l  — o,
-i-t(z) °w„

gdy £ — *-0+, niemal jednostajnie w U.
Kładąc z2 w miejsce z i pierwiastkując, otrzymujemy?

F*(z) = F(z) + i &ei(* S" + o(fi)
* w^-F (z)

(4 )

Połóżmy teraz

k(Z) = (1+e-2i<)1J ’ 1(2) = ̂ k(22)' = H-e^H? '



Funkcja <p(z ) = l-1 ((1-6)l(z)), gdzie 0^6*1, należy do rodziny(2 ̂ . (2 ̂ oraz przekształca U w U. Ponadto, jeżeli FeSv 1, to również F^ = FoipeS'
Rozwijając teraz funkcję F-^iz) według wzoru Maclaurina względem 6, otrzy
mujemy kolejną wariację funkoji Fi

-2iot 2-,
F^ z )  = F(z) - 6 tlił £  U )  + o(6), (5)1 “0 Z

gdzie — *-0, gdy £-»-0+, niemal jednostajnie w U.
Niech $  będzie funkcjonałem rzeczywistym, określonym i ciągłym w ro

dzinie S<2>. Załóżmy, że funkcjonał ten jest różniczkowalny w sensie
Gateaux w S^2\  tzn- dla dowolnych F, F * e S ^  takich, że F* = F + 6H+
+ o(6), gdzie H 6 H(U), 2 ^  -► O, gdy £-*-0, niemal jednostajnie w U 
zachodzi równość

$(F*) = $(P) + 6 R e { A p (H)} + o (6), (6)

gdzie Ap eH'(U).
Jeżeli funkcja F e S ^  realizuje maksimum funkcjonału $, to ze względu 
na dowolność £ w równaniu (6) otrzymujemy:

Re{A p (H)} = O . (7)

Z (5), ze względu na dowolność dodatniego 6, wynika

Re{Ap (zF'(z) 1łeIg'g 4 )| >  0 * (3)l 1 — e z J
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Przyjmijmy teraz w (3)
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Z (7) wynika, że

Ponieważ ot jest dowolną liczbą rzeczywistą, otrzymujemy następującą rów
ność;

Rzeczywistość prawej strony (9) na okręgu 3 U wynika z jej postaci, na
tomiast z (8) wynika, że jest ona na 3U niedodatnia.
Udowodniliśmy więc następujące twierdzenie;

T w i e r d z e n i e  1
Jeżeli $  jest funkcjonałem rzeczywistym, różniczkowalnym w sensie 

Gâteaux w rodzinie P - funkcją realizująca maksimum funkcjonału i
w tej rodzinie, - jego pochodną w sensie Gâteaux, to zachodzi nastę
pujący związek;

(9)
Wprowadźmy następujące oznaczenia;

( 1 0 )

Związek (9) możemy wtedy zapisać;

(11)

jest rzeczywiste i niedodatnie na okręgu 3U.
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Jeżeli F jest funkcją realizującą maksimum funkcjonału $, to z rów
nania (4), ze względu na dowolność ot, otrzymujemy

ną 0 w C, to zbiór U - F(U) nie ma punktów wewnętrznych. Istotnie, bo 
gdyby U-F(U) zawierał punkt wewnętrzny wo, to istniałoby pewne otocze
nie kołowe KQ tego punktu całkowicie zawarte w U-P(U), a więc dla każ
dego w eK0 zachodziłaby równość D(w) = 0, co jest niemożliwe, gdyż 
D(w) jest f 0 funkcją meromorficzną. Możemy sformułować następujące 
twierdzenie s

T w i e r d z e n i e  2
Jeżeli D(w) jest funkcją meromorficzną w C i nie jest tożsamościowe 

równa zero, to zbiór U-P(U), gdzie P jest funkcją ekstremalną ze wzglę
du na funkcjonał$, nie ma punktów wewnętrznych.

Niech L 6H' (U). Rozważmy funkcjonał:

gdzie L2 («p(z,ijO) = l(L(<p(z,^))), <p(z,l) jest funkcją holomorficzną
w U x U.

(12)

(2 }Funkcjonał $  jest funkcjonałem określonym i ciągłym w rodzinie S v 1. 
Ponieważ rodzina ta jest zwarta, więc $  osiąga w swoje maksimum.
Pochodna Gatęaux funkcjonału (12) wyraża się wzorem:

W przypadku naszego funkcjonału wzór (11) przyjmuje postać:

D(FCJ)) = - 2F2(^)(L(

Prawa strona (11) jest, na mocy twierdzenia Caccioppoli-Kóthego, holomor
ficzna co najmniej w pewnym pierścieniu P ={§• : r < l3'l< r } ‘ Funkcja eks
tremalna spełnia równanie
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gdzie B(|) = -^(E(J) + SCi)) jest funkcją nieujemną na SU, holomorficz
ną w pierścieniu P. Rozumowanie podobne jak w [1] pozwala stwierdzić, że
funkcja

jest holomorficzna w kole U i przedłuża się w sposćb ciągły na U, pozo
stając rzeczywistą na 3U. Y7 myśl uogólnionej zasady symetrii Riemanna— 
-Schwarza funkcja T ^ )  przedłuża się jako funkcja holomorficzna na płasz
czyznę domkniętą C, a więc jest funkcją stałą. Ponieważ 1F(0) = O, więc 
otrzymujemy następującą równość*

1  . _ |Ł_) + Ł ( - 4 t r )  = 0. • (13)
z - r  i-Fz■(z)-P‘:(5) a -f

Ponadto zachodzą związki*

» '.amłi.. 4 « _ . .  i } ± ioe £ui=*oi a i ,
p (z)-p (1) 2  35 p(z)+p(}5 ^

Iz 9-i__ 1-Iz•jg' 'g = - 7 ! aT l0S — ”  *1 - F z 2 2 3* 1+Jz

Po zastosowaniu powyższych związków do równania (13), otrzymujemy, ze 
względu na ciągłość L,

n 11“ «  M i i  «i> * L<10s £ £ ”  • 0 •

A stąd po scałkowaniut

L îos s=f} =  ■ Ł(Xos T i i ) *

Po obłożeniu obu stron funkcjonałem L uzyskujemy*
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Możemy więc sformułować następujące twierdzenia:

T w i e r d z e n i e  3 
(2)Jeżeli F & S  jest funkcją maksymalną ze względu na funkcjonał (12), 

to spełnia ona następujące równanie:

L(1°S fr|' = " ■

Wartość funkcjonału (12) dla tej funkcji wynosi:

<$(F) = - | L|2 (log 1=1^).
1+3z

T w i e r d z e n i e  4
(21Dla dowolnej funkcji F GS' zachodzi nierówność:

He{L2 (i°s £ £ } * '  I l I2(1o° • (u)

Zastosujemy teraz powyższe twierdzenia do oszacowania pewnych funkcjo
nałów w rodzinie S' \

N
1. Hiech L(H) = >  l X,m (H(z,ll)-H(0)). gdzie H eH(U), są dowolnymi- [U ID LUm= i

liczbami zespolonymi, Zm - dowolnymi punktami koła U, m=1,2,...,N. Zacho
dzi 1/1) = 0. Jeśli F jest dowolną funkcją rodziny S'2\  to spełnia ona, 
zgodnie z twierdzeniem 4, następującą nierówność:

F(zm )-F(zJ zm+z„l nt^-1 - 1-zrf -- 1 * UnJ-* U  ) 2m+z„ 1 v -- 1 _ l-z zmRe{ loS inzm J ^ u ”j V ^ }  ̂  10S *u m,n=1 « ui u m,n=1 n m

F(z )-F(z )
W przypadku, gdy m=n, jako wartość ilorazu ■ — «- przyjmujemy

(15)

S “Zm n
F'(zffl). Funkcja realizująca maksimum funkcjonału (12) spełnia równanie: 

^  F(zn )-F(^) zm+i  ̂ 1 - F m

W szczególnym przypadku, gdy w nierówności (15) podstawimy 11=1, z.j = z, 
^  = 1, otrzymujemy:

i 21+1 zj
2  •
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Re

Funkcja ekstremalna spełnia wtedy związek*

F(z)-F Ci) z+5 1+?z
źĄ  = T ^ i  •

w
2. Połóżmy teraz L(H) = (zj, gdzie H 6 H  (U), aą dowolny-

m=1mi liczbami zespolonymi, z^ - dowolnymi punktami koła U, ra=1,...,II. Dla 
tak zdefiniowanego funkcjonału nierówność (14) przyjmuje postać:

i ś f , , ^ , s /

, < « § s  l'6’<  2 _ . * m » S  "'Tl • 
m,n=1 t1“znzm')

V? przypadku gdy zm=zn bądź zQ= -zni przyjmujemy:

, F'(zm )F'(zD)(F2 (zm ) -h F2 (zn )) _ z2+z2 _

(F2 (zm)-*2 (zn»  ^ m “2^

F'(zm )F'(z)(F2 (zm )+F2 (z)) z2+z2 %
= lim (-------------------- £  2J “

z’*’~zm (F2 (zm )-F2 (z)) (z2-z2)

1 „ P '(V i 2 1 w 1  F 'I,(Z^3 ^ F ( z m 1  ̂ “ T25 T5 F' (zm J S ^ z ^ l

gdzie { f (z ),z } oznacza operator Schwarza w punkcie z . 
Funkcja ekstremalna spełnia równanie:
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W szczególności, przyjmując w nierówności (16) N=1 
otrzymujemy:
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Przyjmujemy oznaczenia

oo

Zgodnie z twierdzeniem 4 dowolna funkcja F e S ^  spełnia nierówność:

Dla funkcji realizującej maksimum funkcjonału zachodzą związki:

OO

m=1
0 gdy n=2k, k=1,2,...

2%
gdy n=2k-1, k=1,2,...
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HSPAdHociii m a c a o r o  a ju  cuHOjmoiia-x m h£*ii2thaa i & n A i f r i

? e  3 10 m e
j pa.6oTe paccMarpMBaeTCH kjiecc S^2  ̂ roJiouopt(.Hbix a oakojihcthisix ijiyHKuuii 

b e>iHHHHKOM npyre Koiopue y^OBJieiBapajoi ycjioBMHM F(-z)= -F(z), F (0)=1. 
iipn uomoiuh BapHauHOHHbix $opMyji jijih KJiacca S nonyiaioTCH aHaJiormmoe JcpMy- 
jiu a-ib KJiacca 3aieM buboabtch paBeHCTBO THna Uisnfepa. uio peBeHciso
HcnojisyeicA jyia nojiy^eHua MaKCKwa.abHux aHaaeHBa hcckcjibkhx sajKHax ¡tynKUKO- 
najioB ajih KJiacca TaKxe ajih noxyneHiiH HepaseHCTBa IpyHCKoro ;uia
BToro KJiacca cpyHKUHii. IlepBuii H3 paccMoipHBaeMUX cfcyHKUHOHaJiOB aio iyHKUHO- 
Haji

II
L(H) = ^ ^ m (H(zn ) - H(0)), 

m=1

HBTopox - L(H) = li(z ), r«e H 310 iyHKUHB roxoMopctHaa b eanHHraoM
m=1 B  m

xpyre U, T^-jnoOne KOMnneKCHHe v a c jia , zm -  jnodHe t o*iKn Kpyra U .
IpeiM ii H3 paccaaipHBaeMhix cpyHKuwohbjiob s i o , cymecTByiociHit corxacHO xeopeue
ToiuiHLia, ipyHKUHOHaji L laKoii, a io  L (z n) = ^ n (n = 1 , 2 , . . . ) ,  rue ^

l oo _ ji»6aa nocjieAHOCTB KOMnjieKCHUx queen la n a s ,  'iio  lim  sup|A>n|n<1. 
<- E J n=-j n^-«j
GRUNSHY'S INEQUALITIES FOR UNIVALENT ADO FUNCTIONS

S u m m a r y
(2)In the paper the class S' J of analytic and univalent in the unit

disc U functions such that F(-z) = -F(z) and F(0) = 1  is considered.
3y using variational formulas in the class S the analogous formulas 

( 2 s!in the class S' J are obtained, then the equation of Schiffer type is 
derived. This equation is applied to obtain maxima of some important 
functionals in the class S^2  ̂ and also to obtain the Grunsky’s inequa
lity for functions of this class. The first of considered functionals is

N
L(H) = | A.m (H(zm ) - H(0)), the second one is

m=1
N

L(H) = A.mH; (zm ), where H is an analytic in the unit disc 
m = 1

function, are arbitrary complex numbers, z^ are arbitrary points
of the disc U. The third functional is functional 1 existing according to 
the Toplitz theorem such, that Ii(zn ) = A.n (n=1,2,...), where^A,

n=1
is an arbitrary sequence of complex numbers and the sequence satisfies
the condition lim sup|A, |^/n ■£ 1. 

n-*-°°


