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0 ZBIORZE WARTOSCI PEWNEGO FUNKCJONALU OKRESLONEGO W KLASACH
FUNKCJI JEDNOLISTNYCH K-SYMETRYCZNYCH | OGRANICZONYCH

Streszczenie. Korzystajac z metody Lownera oraz lematu wariacyj-
nego Trzr kaztiewicza [i] okre$lono zbiér wartos$ci pewnego funkcjo-

natu w klasach Sk(M) i y P(m). Wykazano, ze zbiér D" wartos-

ci funkcjonatu

1(f) = Re(ck+1) + i Re(c2k+1-C2+1 + *ck+1), -~ < @<

w klasie Sk(Ll) funkcji f(z) =z + 2L Onj+l znlt+l« |z | D

jest zbiorem spOJnym i domkmt—;tym Jego przekroj prostg pionowg

w ptaszczyznie 1 =X + i Y jest okreélony parametrycznie warun-
kami:
a) jezeli o < s i kinM, to

b) jezeli s > kinM, to

X =12 2e"“s InM
£jjl X2+<t6-(1-M“2K)$§ Y § /i X2+<*X-4 e~2sInM+ £(1-H~2Kk).
Wykazano réwniez, ze zbiér warto$ci funkcjonatu

I(F) = i Re(ir2k_i “Tk-1 + ). -°0<A < 00

00
w klasie  Xji,(®)» funkcji F =£+ 8§ W Y nk+1, |E]>1>
J*( ) ! (&) A~ n=l 1nk-1"‘ Jbl
jest domkniety i spo6jny. Jego przekrdéj prosta pionowag w ptaszczyz-
nie | = U+ i V jest okreSlony warunkami:
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a) jezeli o< a6 Kklnim-1), to
U=1i 4 £il+3)e-ii - a2,"J
- M u2+aiut+ N (1+2a)e Adn»l+ra™ M)~ v *x U2+<*V ¢ (1+m2k),

b) jezeli 3 wkin(m-1), to

Uo - 2 e“Bla U*“l)

- PS8l ii2+otu+de2aln(n“1)- ¢(1-m25c)~ V <- Atr WR4<Ut ¢ (L+m2k).
1. liiech i.UO oznacza klase funkcji o postaci}
f(z) =3 + Cj+™ 3k+™+ ¢ -ii-l zi“™+~ + -0 (1*1)

jeénolistnych k-syaetrycznych w kolo {jz| < 1} i spetniajgcych warunek
gdzie i.i=consi. >1.
371(d) niech oznacza klase funkcji odwrotnych, majgcych w dostatecznie
matym otoczeniu u) = 0 rozwiniecie:

tp(co) = u) + ck+lco'ctl + c2ki-la><;<+" + . d-2)

Przez £.<(«) oznaczmy klase funkcji postaci:

p(~ =t + + L — * I1?<e5l>n* (1,3)

otrzymanych z funkcji klasy 37(11) znanym przeksztatceniem
?(E) = f“1~), |£|>1, aprzez S i (“>odpowiedniag klase funkcji od-

wrotnych, majacych w otoczeniu 0) =00 rozwiniecie:

W =W + + + e (114)

W jednej ze swoich prac £1]] I»E* Bazilewicz zbadal metoda Lownera ob-
szar wartos$ci uktadu wspoétczynnikéw poczgtkowych w klasach Sk (kl), 2 k(m).
Tak np. na klasie 37(11) funkcji (1.1.) okres$lit obszary warto$ci ukfadéw

(ak+1' a2k+13 1

(Tck+I1*  1°2k+1* °nk+l * ank+l + bnk+lt KkK=1*2 -

cras podat dla tych obszaréw wszystkie funkcje ekstremalne.
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W niniejszej procy idea |1.K. Bazilewicza zo3tan'.e zaadoptowana do v/y—
znaczenia zbioru wartos$ci funkcjonatu I1(i’) = “ck+i™ + * ‘<en°2k+l
- c2+” +ot-ci-+i™* okreslonego na klasie 2,.(li) i %~k (m) oraz odpo-

wiednich klasach funkcji odwi'otnych.

2. Oznaczmy przez D”j zbior wartos$ci funkcjonatu

1(f) « R«(ok+1) + 1 R® (c2k+1 - °k+i + *°k+i)" resk{li)" (2>1
gdzie < i Il sa dowolnymi ustalonymi liczbami speiniajagcymi warunki:
—e0<d <+00 , M> 1.

Wiadomo, ze wspo6tczynniki °~+i i c2k+l mozna Praodstawi¢ nastepu-

jacymi wzorami Lownera:

m
= - T e- i = (2.2)
OK+I Lj e-t k(t)dt, i KInM,
)
°2k+l =X r °k+l "1 [/ e"2t k2(t)dt’

w ktérych k(t) = eiQ(t), gdzie j(t) jest funkcja rzeczywista przedzia-
tami ciggta w przedziale <o, T> .
Wzory te otrzymuje sie zesaznanego réwnania Lcwnera dla fun.-co™i k-symetry-

oznych i nieréwnosci ler f(z,T)|<ki, ktéra wynika z przynaleznos$ci funk-

cji eTf(z,T) = z+ck+l zk+l + c2k+l z2k+l + - , do klasy 3k (M).
Potézmy ok+]_= ak+l + i bk+1, c2k+l = a2k+l + b2k+1.

Ze wzoréw (2.2) otrzymamy wzory dla ak+1>\ +1 oraz a2k+I*

kinM kipll
aksl - jp f e-tcosQ(t)dt, bk+l = - £ \]‘ e tsinQ(t)dt (2.3)
0] 0

kinM

s =" @l - e} -1 | B2 (@b
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za$ dla funkcjonatu (2.1) otrzymamy*

kinM
i(f) = afctl + i[~ (a1l - b~MI~MNK-t] -] 7 e-2tCoS 2Q(t)dtd (2.4)
0
Pot6zmy
* ak+l
KInM (2.5)
Y = £jH(x2-b2+1 )+cii - | J e-2tcos 2Q(t)dt,
0
a nastepnie oznaczmy przez Y(X) i Y(X) odpowiednio najwiekszg i naj-

mniejszg warto$¢ Y  przy ustalonym X z przedziatu

<-f<1 i @1 -3 > *

Twierdzenie 1

Dla kazdego ustalonego X =z przedziatu
<=M (L - gD, 30 i *e(-°°, +»)i

Y(X) jest okreslona w klasie Sk(M) parametrycznie réwnosciami

- [(I+s)e“s - MK]

@ 6)
Y(X) = X2 + «X - [(1+2s)e™2s + £(1+M"2k),
gdy 06 s < kinM
i X = 2e"s InM
(2.7)
Y(X) = X2 + <X - 4 e“2sInM + ((1-M~2Kk),
gdy s > kInM.
Réwnosci (2.6) sa osiggniete tylko dla funkcji
-e-s 06 t< a
|
e~tcosQ(t) = « @ 3;

-t s < t < KkInM,
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a nieréwnosci (2.7) tylko dla funkcji*
- e-tcosQ(t) = e”s, s > kinM. (2.8)

Dowéd

Uwzgledniajagc w (2.5) tozsamo$¢ cos 2Q(t) = 2cospQ(t)-1, otrzymujemy!

X = ak+l
(2.9)
kinM
Y = iMi(X2-bA+1)+ X - | ) e"2tcoa29(t)dt + ¢(1-M~2K).
0
Ze wzgledu na to, ze zmiana Q(t) na Q(t) +TCwobec (2.3) zmienia X
i bk+l na -X i -b~~, lecz nie zmienia pierwszego itrzeciegowyrazu
w (2.9)» oraz faktu, ze
<X > 0, jesli oo i X eag tych samych znakéw,
<X <0, gdy o i X sg roznych znakéw,

wynika, ze w dowodzie twierdzenia wystarczy rozpatrywa¢ X tylko z prze-
dziatu <0, | (1-M"k)>

Ustalmy zatem Xe<dO, £ (1-Mk)> , tj. niech

kinM
0$ J* e-tcosQ(t)dt = const < 1-Mk. (2.10)
0

¥/6wczas dla wyznaczenia Y(X) wystarczy znalez¢ najwieksza warto$é prawej
strony (2.9) przy warunku (2.10). Prawa strona (2.9) osiggnie swoja naj-
wieksza warto$¢ wtedy, gdy bk+l = 0 oraz gdy przy warunku (2.10) warto$¢
catki

kinM
J*  e*2tcos2 Q(t)dt (2.11)
0

bedzie najmniejsza. Ha podstawie lematu wariacyjnego |.E. Bazilewicza [i]

funkcjg Q(t), dla ktdérej jednoczesnie bk+l =0 i catka (2.11) przy wa
runku (2.10) osigga swojg najmniejsza warto$é¢, jest funkcja zdefiniowana
zwigzkami*

S , 0 t$§s

e- cosQ(t) = ' (2.12)
r | s <t Kintl
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bad Z

e * cosQ(t) = e 3 , S > Kkinkl,
gdzie s zalezy tylko od X. Jezeli teraz obliczymy X i Y dla tych
funkcji, to otrzymamy réwnosci (2.6) i (2.7) twierdzenia, a =0

przy odpowiednim rozbiciu przedziatu <O, r2;(I—K_k

ci, na ktorych funkcja ji(t) ma przeciwne znaki.

)> na takie dwie cze$-

Twierdzenie 2

Dla kazdego ustalonego X£ <m- ~(I-M k), §(1"5&l , <*E(-°°, +°°),
Y(X) jest okre$lona w klasie S,_(M) réwnoscia:

Y(X) = X2 +ctX - (1-1f2tc). (2.14)

Roéwnos$¢ ta jest osiggnieta dla takiej funkcji Q(t), ktéra przyjmuje tyl-
ko dwie wartosci 0, Tt.

Dowoéd

Zatéozmy, ze bk+l = 0. Ze wzoru (2.9) tatwo zauwazy¢, ze do otrzyma-

nia najmniejszej wartosci Y(X) przy ustalonym Xe<C-r(l - U )>

(1 - Mk)> i bk+l =0 wystarczy, by;
kinM Kinki
J e-2tco0s2Q (t)dt = max J e~2tcos2w (t)dt = <*(1-U2it). (2.15)
0 0

a to moze zachodzi¢ tyllco wtedy, gdy cos Q(t) = 1.
Tak wiec mozna zdefiniowaé funkcje Q(t), ze

(Q(H)} = (2.16)

Z drugiej strony dla takiej funkcji Q(t) 6k+l =0, za$ X moze przyj-
Ir —k

mowa¢ dowolng warto$¢ z przedziatu < - 2(1-M- b, r2r(I-II )> przy odpo-

wiednio dobranej diugosci takiego przedziatu, na ktérym Q(t) s O.

Twierdzenie 3

Zbiér D M ptaszczyzny | =X +i Y ograniczony krzywymiY(X) i
Y(X) jest zbiorem domknietym ispdjnym.
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Dowod

Rozpatrzmy funkcje

O« t$ s

<p(t) = e-tcosQ(t) (2.17)

dla ktorej

kinl1
f J  -p(t)dt = x i bk+l = 0.
0

Zauwazmy, ze funkcja (2.17) dla tQ = kinl.2 pokrywa sie z funkcjag ekstre-
malng z tw. 1, a dla 3=0 1z funkcjg ekstremalng z tw. 2. Zmieniajac

teraz w sposéb ciggty tQ od kInM do takiej wartosci dla ktorej
s ) =0, otrzymamy wszystkie wewnetrzne punkty odcinka lezgcego na pro-
stej X = const i tgczacego punkty wyznaczonych krzywych Y(X) i Y(X),
tj. punkty brzegu obszaru Oznacza to, ze zbiér D”- jest zbiorem

domknietym i sp6jnym.

Wniosek 1

Zbiér wartos$ci funkcjonatu
1(f) = Re(c2) + i Re(c3 - a\ + <*c2), fes

jest zbiorem domknietym i sp6jnym. Jego przekr6j prosta X = const w pta-
szczyznie | = X + i Y jest okre$lony warunkami:

X = 2(i+s)e”s

ctX - 1™ Y otX - 2(l+2s)e™2c + 1

(3-1)

Poni uwa

3U 1l = -ck+r °2k+l = "c2k+l + (k+1)ck+l’
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to wobec (2.2) i (3*1) otrzymamy:

kinM kinM
ak+l =1 |/ e_tcosQ(t)dt, =] J e-tsinQ(t)dt
0 0
<
kinll
a2k+l =~ (ak+l ™ bk+I1} + 1 J e-2tcos2Q(t)dt (3-2)
0
kIJM
" = ak+Il+i[ ~ (ak+I"bk+1)+-Bk+I+ f e"2toos2ij(t)dt- ~N(1-H"2k)]
0 (3-3)
Hiech
X' = ak+l
(3.4)
kIJM
Y'= N (x '2-b2+1)+ocx'+ ~ e“2t00s2Q (t)dt- ¢ (1-£r2k),
(o]
a Y (X2 i Y (x) niech oznaczajag odpowiednio najwiekszg i najmniejsza

warto$¢ Y' przy ustalonym X' z przedziatu

<- fil - Mk), f(1 - Mk)>

Twierdzenie 4

Ha klasie S~(M) dla kazdego ustalonego

x'e<- | (L-M“K), [(I-M“K)> , e (-<*>, +«).

Y'(X) = X'2 +0C-x'+ A (1-M*2K). (3-5)

Réwnos¢ jest osiggnieta dla funkcji Q(t) przyjmujacej tylko dwie wartosci
0,51.

Dowod

Dla osiggniecia przez Y' (x) w (3*4) swojej maksymalnej wartosci wy-
starczy, azeby
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kITM kinM
bk+l = °» k e_2tcos2Q(t)dt = “ax £ f e“2tcos2q(t)dt= |(I-tf2k)
0 0

a to zachodzi tylko dla funkcji (2.16).

Twierdzenie 5

to dla kazdego ustalonego X; z przedziatu

Jezeli bjj+1 = 0,
<- §(1-M-~k), [(I-M"Kk)> , cce(-00, +00)
jest okreslona réwnosciami:

najmniejsza warto$¢ Y1(x) na klasie S“1(Ll)
f” X =MI1+4S75.S “ u
{ (3-6)
[y'iX*) =i¢i x"'2 +otx'+ f(l+2s)e“2s - ¢ (1+M"2k),
gdy 0¢é s < kinK,
f+ X'= 2 e“3 Inli,
S (3-7)
Ix" (X) = X'2 +ocx'+ 4 e"2e InM - i (1-M_2k),
gdy s > kinM.
Roéwnos$¢ (3*6) zachodzi tylko dla funkcji (2.12), a réwno$¢ (3*7) dla funk-
cji (2.13).
Dowod
i

= 0 dowdd twierdzenia wynika z (3.4)
dla funkcji (2.12),
(3*7) twierdzenia.

ze dla
zatem obliczymy x"iYr (X to

(3-6), a dla funkcji (2.13) rownosci

tatwo zauwazyé¢,
dowodu tw. 1. Jezeli
otrzymamy réwnosci

6
11= X1+ iY
spoéjnym.

Twierdzenie
Zbiér D7y ptaszczyzny ograniczony krzywymi Y' (X) i
X1(x) jest zbiorem domknietym i

Dowod twierdzenia przebiega tak jak dowéd tw. 3.
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4. Przez A.m oznaczmy zbiér warto$ci funkcjonatu

1(?) = ReCik-I~ 1 Re2k-I"ik-lI+aC"k-1" Fed4UcW *
Korzystajagc z przeksztatcenia F(£) = f oraz ze wzoréw (2.2), (2.3),
(4.1), ktadac przy tym i'k 1 =**k-1 + 1 Pk-1" T27“l = Ct2ic“l + 1 P2*”1»
otrzymujemy kolejno "~ k-1 =- ck+1, y2k 1 = o%+l - c2k+l
miki =F J et k(ydt | T = kin(m-1),
(4.2)
T T
fAk-1 =1 3 a“t°°BQ(t)dt, pk-1 =] J e-tsinQ(t)dt
0 *0
(4-3)
T
k-1 ="~ (k-1 “Pk-13+1 31 e 2to°32~(t)dt»
0]
T
Kf) =<k x+i [-~4 -1~ LI)ti'v !+ | a-2toos2Q(t)dt] (4-4)
Potézmy
U = **k-| *
<4,5)
Kin(m wn
V= - «N U2 -(tk -1 +oiU+ f J e-2tcos2CJ(t)dt- ~(l-rals)
0

i oznaczmy przez V(U) najwieksza, a przez V(U) najmniejszag wartos¢ V
przy ustalonym U 1z przedziatu §(I-mk), f(+ - m)> o
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Twierdzenie 7

Jezeli jtj~ =0, to dla kazdego ustalonego Ue <-’\%I-m’\ls,

AN(I-mk)> i C6(*°°* +°°) najwieksza warto$¢ V(U) dana jest wzorem!

V(U) = - u2 +«U +| (1 + a2*). (4*6)

Réwnos¢ ta jest osiggnieta tylko dla funkcji (2.16).
Dowdd jest analogiczny do dowodu tw. 4.

Twierdzenie 8

Dla kazdego ustalonego U z przedziatu

i ote(-<», +°0), V(U) wyraza sie roéwnosciami:
U=| [U+s)e-e -m2*],
(4*7)
V() = - U2 +otU + §(1+2s)e“2s - |[(I+m 21i),
gdy 0< s < kin(m ~) i
U= 2 e”aln(m“n),
(4.0)
V(u) = - U2 + Ou + 4 e"2sIln(m_1)- ~(l-m2k),
gdy s » kin(m-1),
przy czym funkcjami ekstremalnymi sg tylko funkcje (2.12) i (2.13).
Dowdd twierdzenia wynika z (4*5) i dowodu tw. 1.
Twierdzenie 9
Zbior ograniczony krzywymi V(U) i V(U) jest zbiorem domknietym
i sp6jnym.

Dowéd jest identyczny z dowodem tw. 3*
5. Rozpatrzmy jeszcze zbiér A wartosci funkcjonatu

I'($) = Re(r'_x) +i Retfk-I-fk-I $eZ k1(m)* (5'1)
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Poniewaz
4-1 3"4-1 14k-1 =" 4k-1 “ (k14 -1~
to
T T
=« fJ e_too3Q(t)dt, =- f J e""inQ(t)dt, t*:IR(m-1),
O (6]
(5.2)
*2k-1 = ¥(4-1 -Pk-I>- \] «"'2t°°32Q(t)dt,
kin(ra_1)
i($)= [-¥ (4 -i“4-i)tas-<-r i / e~2t’cos2/™(t) (3] -
(5.3)
Niech
u'=  ««'ic-i
(5.4)
kin(m" 4
w'= - 4 ~N(NE27 ™ k J e"2to0s2Q(t)dt+ ¢ (I-a2K),
a VI U i niech bedzie odpowiednio najwiekszg i najmniejsza
wartos$cig V1(if) przy ustalonym Ufe <- ~(l-mk), rd “®")" -
Twierdzenie 10
Jezeli = O, to dla kazdego ustalonego
U& <- |(I-mKk), [(I-mk)>, <*e(-», +00),
VvV’ (U aa postac:
+u" = [(l+s)e*3 -rak] ,
v' (u) = - u'2 + < - |(I+2s)e“2a + i(l+m2lc), (5.5)

jesli o s£ s si kin(m ),
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= 2 e"s In(m-1),

(5-b)
) = - u'2 + <U(- 4e 2sin(m k) + £(1-m2k),
jesli s 3* kin(m-1),
przy czym funkcjami ekstremalnymi sa tylko funkcje (2.12) i (2.13).
Dowdd jest analogiczny do dowodu tw. 1.
Twierdzenie 11
Dla kazdego ustalonego
Ut6 <1- (|(I-mK), £(I-mk))>, < e (-»0, +00 )
M (W) wyraza sie réwnoscia:
V() = - u'2 +otu' - £ (I-m2k). (5-7)

Réwnos¢ zachodzi tylko dla funkcji (2.16).
Dowdd wynika z (4.12).

Twierdzenie 12

Zbiéor A”™n ograniczony krzywymi V' (I/) i V' (U9 jest zbiorem domknietym
i spéjnym.
Dowod twierdzenia jest analogiczny do dowodu tw. 3.
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OB OBRJIACIH 6HA'EHUA 04HOFO O Y OHAjIA HA HjisOCH CAHGAHCTHUX
il  OPPAHHHBHHaX ©yHKHiin KKPAPHOT OgjiagiHijiPHN

Pe 3KMe

H Hacioamed patoie, MeETOAOM H. JlesHepa npH iiomossk waBecTHoit aapnai”“Hahhok
jieMMH H.H. Ea3i«ieBHHa [i], ncclie,ayeTCH 3aaana o6 onpefiejieHHH MKoaceciBa 3Ha-
'leani/i OAHoro $yHKiiHoHajia Ha icaacce sk (M) a Ski®)" TloKaaaHo, no nho
xeoiBo D(fAM 3KaieHHii cjjynkhhonajia

1(f) = Re(ck+1) + i Re(°2k+17°k+1'K<ck+1~  H& KJi3Coe Sk(M)

3aMKHyio h CBH3HO. Hro oeneHHe BepiHKalibHOit npaiiod b imockooih I=X+iy
aaeioH b napaiseTpHHecKOit popiie yc.a03H.aMH;

a) ecliH 0é& s a kilnH, to
x =+ T [(14s)e-a - MK]
X2+ X-(1-M_Kk)i=7é "~ 1 X2400C - [(1+2s)e“2s+ ¢(1+M"2lc),
b)  eojiH a 3=kInM, to
X =i 2e"s InM
X2+<*X-(1-M“K) & | 4 y X2+otX-4e"2sInM+ £(1-U_2k),

tas at npou3BOJibHoe BemeciBeHHOe hhcjio.
AHaJiorHHHO noKa3aHO0, hto MHoaceciBO Accm SHaneHH.i cftyHKUHOHalia

1(F) = Heifr) + i Re(i2zk-1 ~*k-1 +ctITk-1)

Ha Kliacce 3auKHyio h cbh3ho. HpoMe loro ero cenemie BepiHxaabHo2
npaMod B imockocth | = U+iV onpe”ejmeTca b napaiteipHnecKOfi $opue ycaoBaaii
a) ecjiH 0 < a < kin(ta“1), to

U=1i £1 + s)e-s - nklJ

_ E+41 u2+ot+ |(1+2B)e_2s- ((1+m2k) <V <- U2+00U+ £(1+m2k),
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b) scan s Sskin(m_1), to
U=- 2e“s In(m“1)
- ¢EELl U2+ccU+4e"2sIn(m“1)~ ¢ (1-m2k) « V « - U2+*U+ ¢ (1+m2k).

ON THE SET OF VALUES OF A FUNCTIONAL DEFINED IN CLASSES
OF k-SYMMETRICAL AND BOUNDED UNIVALENT FUNCTIONS

Summary

Using the parametric Loewners’method and the |.E. Bazilewiczs’lemma
it was defined the value of a functional in the classes ~(M) and
It was demonstrated that the set of values of the functionals

1(f) = Re(ck+1l) + Re(c2k+l - c2+l + <*ck+1), - < ~ < =~
in the class function
00
f(z) =z + ' cnk+i oz , |z| 1 is a connected and closed set.
n=1
Its section by vertical stright line in the plane | = X + iY is defined

by parametrical conditions;

a) |If 0 < s < kinM, then

X ==] [(1+s)e"a - ifK]

X2+dX-(1-iT2K) iiY < X2+<*X- |(1+2s)e-2s+ ¢(1+i/f2k)

b) If s > kInM, then

X =- 2 e-s InM

¢=1 X2+0tX-(1-if2k)A Y A~ i X2+0tX-4 e“2s InU+ |[(1-M "2K).

It was also demonstrated, that the set of values of the functio-

nal

KF) = Re(rk_n) + i R«(r2k_-, -r k_i
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in the class of function =X+ 2 4Tnk-l £ nC+L* ~» > 1,
n=1

is coherent and closed.

It’s section by vertical strigbt line in the plane | = U+ iV is
defined by conditions

a) |If 0iS s si kin(m-1), then

U=- ~(l+s)8-a " t2%

_ E+1 u2+<tU+ [(1+2s)e~2s- N(I+in2*)N V<- U2+<iU+ ¢ (1+m2tk)
b) If s > kiln(m-1), then

U=-2e¢e_s In(m_1)

u2+«U+4 e“2a In(m"1)- ¢((1-m2lf) «V<- ~ U2+otU+ £(1+m2ic)t



