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0 ZBIORZE WARTOŚCI PEWNEGO FUNKCJONAŁU OKREŚLONEGO W KLASACH 
FUNKCJI JEDNOLI5TNYCH K-SYMETRYCZNYCH I  OGRANICZONYCH

S t r e s z c z e n i e . K o rzy s ta ją c  z metody Lownera oraz lematu w ariacyj
nego T r z r  k a z ł i e w i c z a  [ i ]  o k r e ś lo n o  z b ió r  w a r to ś c i  pewnego funkcjo

n a łu  w k la sa ch  Sk (M) i  y 1̂ (m) .  Wykazano, że z b ió r  D ^  w arto ś

c i  fu n k cjon a łu

I ( f )  = R e(ck+1) + i  R e (c 2k+1 - C2+1 + * c k+1) ,  -  ~  <  cc <°°

w k l a s i e  Sk (Ll) fu n k c j i  f ( z )  = z + 2 L  Cnjj;+ 1 z n!t+1« |z  | 1»

j e s t  zbiorem spójnym i  domkniętym. Jego przekrój p r o s tą  pionową 
w p ła s z c z y ź n ie  I  = X + i  Y j e s t  o k r e ś lo n y  param etrycznie  warun
kami:
a )  j e ż e l i  o <  s  i  klnM, to

b) j e ż e l i  s  >  klnM, to  

X = ż  2 e “s lnM

£ jj l  X2+<tó-(1-M“ 2k) ś  Y ś ^ i  X2+<*X-4 e~ 2 s lnM+ £ (1 -H ~ 2k) .

Wykazano rów n ież ,  że z b ió r  w a r to ś c i  fu n k cjon a łu

I ( F )  = i  Re(ir2k_i “ T k -1  + ) .  -  °o <  A <  oo

OO

w k l a s i e  X ji ,(® )»  fu n k c j i  F ( ę )  = £  + Ś  •V' Y  nk+1, | £ | > 1 >
* ^ n=1 1 nk- 1  ‘o 1 b

j e s t  domknięty i  sp ó jn y .  Jeąo  p rzek ró j  p r o s tą  pionową w p ła s z c z y ź 
n ie  I  = U + i  V j e s t  o k r eś lo n y  warunkami:
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a )  j e ż e l i  o <  a 6  k ln im - 1 ) ,  to

U = i  4  £ i 1 + 3 ) e -ii -  a 2,'J

-  -̂ 4“  u2+aiu+ ^ ( 1 +2a )e  4 » l+ra"^) ^ V *  " U2+<*bV ¿ ( 1 +m2 k ) ,

b) j e ż e l i  3 '■* kln(m - 1 ) ,  to  

U o -  2 e“ B l a  U “ 1 )

- i ś | l  ii2+otu+4e"2aln ( n “1 ) -  ¿ (1 -m 25c) ^  V < - ^ tr  U2+<*U+ ¿ ( 1 +m2k) .

1 . li ie c h  i .U O  o zn acza  k la s ę  f u n k c j i  o p o s ta c i}

f ( z )  = 3 + Cj.+  ̂ 3k+  ̂ + c -ii-l z i“ '+  ̂ + “ -  “ ( 1 *1 )

j e ć n o l i s tn y c h  k-syaetrycznych  w kolo { ¡ z |  <  1} i  sp e łn ia jących  warunek 
gdzie  i.i=consi. > 1 .

3” 1 (Id) n iech  oznacza k lasę  fu n k c ji  odwrotnych, mających w dosta teczn ie  
małym o toczen iu  u) = 0 r o z w in ięc ie :

tp(co) = u)  + c k+1co 'c+1 + c 2 k i- la><;<+^ +  - d - 2)

Przez £ . < ( « )  oznaczmy k la s ę  f u n k c j i  p o s t a c i :

p ( ^  = t  + + + -----------’ I? < ę 5 l> n * (1 ,3 )

otrzymanych z f u n k c j i  k la s y  3^(11) znanym p r z e k s z ta łc e n ie m  

? ( £ )  = f “ 1 ^ ) ,  | £ |  > 1 , a p rzez  S i  (“ > odpow iednią  k la s ę  f u n k c j i  od

w rotnych, mających w o t o c z e n iu  o) = oo r o z w i n i ę c i e :

W  = w  + + + ----------- (1 ,4 )

V« jed n e j  ze swoich prac £1]] I»E* B a z i l e w i c z  zbada ł metoda Lownera ob- 
s z a r  w a r to ś c i  układu współczynników  początkowych w k la sa c h  Sk (Łl), 2 k (m). 
Tak np. na k l a s i e  3^(11) f u n k c j i  ( 1 . 1 . )  o k r e ś l i ł  ob szary  w a r t o ś c i  układów

(a k + l '  a 2k + l 3 1

( ! c k+l l*  I °2k+l ‘ °nk+l  * ank+l + bnk+lł k=1*2 --------

c r a s  poda ł d la  tych obszarów w s z y s t k ie  fu n k c je  ek s tr e m a ln e .
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11 n i n i e j s z e j  procy id e a  I .K .  B a z i l e w ic z a  zo3tan'.e zaadoptowana do v/y— 

zn a c z e n ia  z b io r u  w a r t o ś c i  fu n k c jo n a łu  I ( i ’) = ĉk+i  ̂ + * ‘<e^°2k+l "
-  c 2+  ̂ +ot-ci-+i^* o k r e ś lo n e g o  na k l a s i e  2 , . (li)  i  *5~lk (m) oraz odpo

w ied n ich  k la s a c h  fu n k c j i  odwi'otnych.

2. Oznaczmy p rzez  D^j z b ió r  w a r t o ś c i  funkcjonału

I ( f )  «  R « ( o k + 1 )  +  1  R ® ( c 2 k + 1  -  ° k + i  + * ° k + i ) '  r e s k {l i ) ' ( 2 > 1

g d z ie  <* i  I.I są  dowolnymi u sta lo n y m i l i c z b a m i  spełn iającym i warunki:
— oo < d  <+oO , M >  1 •

Wiadomo, że w sp ó łc z y n n ik i  °^+i  i  c 2k+l można Pr a o d s ta w ić  n a s tę p u 
jącym i wzorami Lownera:

m

O = -  T- i  e- t  k ( t ) d t ,  i’ = klnM, K+l *■ J
O

° 2k +l = V̂ r  °k + l  " I  /  e "2t  k 2 ( t ) d t '

(2 .2 )

w k tórych  k ( t )  = e i Q ( t ) , g d z ie  j ( t )  j e s t  funkcją r z e c z y w is t a  p r z e d z ia 
łam i c i ą g ł ą  w p r z e d z ia l e  < o , T >  .
Wzory t e  otrzym uje s i ę  ze znanego równania Lcwnera d la  fun.-co^i k - s y m e tr y -

mX
oznych i  n ier ó w n o śc i  |e^  f ( z , T ) | < Ł i ,  k tóra  wynika z p r z y n a le ż n o ś c i  funk

c j i  eTf ( z , T )  = z+ck +1  z k+1  + c 2k+1  z 2k+1  + -------- , do k la s y  3k (M).

Połóżmy ok+]_ = a k+1  + i  bk+1, c 2k+1  = a 2k+1  + b2k+1.

Ze wzorów ( 2 . 2 )  otrzymamy wzory d la  a k+1> \ + 1  oraz a 2k+l*

ak+l

klnM klnll
= -  jp f  e - t c o s Q ( t ) d t ,  bk+1  = -  £  J e t s i n Q ( t ) d t  ( 2 . 3 )

O 0

klnM

a 2k f l  = ^ (aLl " bk+l} - I  i  e"2t°°3 2"(t3dt>
O
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z a ś  d la  fu n k c jo n a łu  ( 2 . 1 ) otrzymamy*

klnMklnM
i ( f )  = afc+1 + i [ ^ ( a ^+ 1  -  b ^ l ^ k - t l  -  |  J  e - 2 t Co S 2Q (t)d tJ  (2 .4 )

0
Połóżmy

* ak + l

(2 .5 )klnM
Y = £ j ł ( x 2- b 2+1 )+cii -  |  J  e - 2 t c o s  2Q ( t ) d t ,

0

a n a s t ę p n ie  oznaczmy p r z e z  Y(X) i  Y(X) odpow iednio  n a jw ięk sz ą  i  n a j 
m n ie jsz ą  w a r to ść  Y przy  usta lonym  X z p r z e d z ia łu

< - f < 1  i  ( 1  - $ >  *

T w i e r d z e n i e  1

D la  każdego u s t a lo n e g o  X z p r z e d z ia ł u

< - ^ ( 1  -  j j | ) ,  j* ( l  -  i  ** e ( - ° ° ,  + » ) i

Y(X) j e s t  o k r e ś lo n a  w k l a s i e  Sk (M) p aram etryczn ie  równościam i

-  [ ( l + s ) e “ s  -  M~k]

(2.6)
Y(X) = X2 + «X -  | ( l + 2 s ) e " 2s  + £(1+M"2k) ,

gdy 0 6  s  <  klnM

i  X = 2e"s lnM
(2 .7 )

Y(X) = X2 + <*X -  4 e“ 2 s lnM + ¿(1-M ~2k) ,

gdy s >  klnM.

Równości ( 2 . 6 )  są  o s i ą g n i ę t e  t y lk o  d la  f u n k c j i  

- e- s  0 6  t  <  a

-  e ~ t c o s Q ( t )  = «
- t  s  <  t  <  klnM,

(2.8)
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a n ie r ó w n o śc i  ( 2 . 7 )  ty lk o  d la  fu n k c j i*

-  e - t c o s Q (t )  = e ”s , s  >  klnM. (2 .8 )

D o w ó d
p

U w zględniając  w ( 2 . 5 )  tożsam ość c o s  2 Q (t)  = 2cos  Q ( t ) - 1 ,  otrzymujemy! 

X = ak+l
(2 .9)

klnM
.Y = i ^ i ( X 2-b^+ 1 )+ X -  |  J  e"2t coa29 ( t ) d t  + ¿(1-M ~2k) .

0
Ze w zględu na t o ,  że zmiana Q ( t )  na Q (t)  + TC wobec ( 2 .3 )  zm ienia  X
i  bk+1  na -X i  - b ^ ^ ,  l e c z  n ie  zm ienia  p ierw szego  i  t r z e c i e g o  wyrazu
w ( 2 . 9 )» oraz f a k t u ,  że

<*X >  0 ,  j e ś l i  ot i  X eą tych  samych znaków,

<*X <  0 ,  gdy ot i  X są  różnych znaków,

wynika, że w dowodzie tw ie r d z e n ia  w y starczy  rozpatryw ać X ty lk o  z prze
d z ia ł u  < 0 , |  ( 1 -M"k ) >  .

Ustalmy zatem X e < d 0 ,  £  (1-M k ) >  , t j .  n iech

klnM
O ś  J* e - t c o s Q ( t ) d t  = c o n s t  •< 1 -M“ k . (2.10)

0

¥/ówczas d la  w yznaczen ia  Y(X) w y sta r czy  z n a le ź ć  n ajw ięk szą  w a rtość  prawej 
s t r o n y  ( 2 . 9 )  przy warunku ( 2 . 1 0 ) .  Prawa s tron a  ( 2 . 9 )  o s i ą g n ie  swoją naj
w ięk sz a  w a rto ść  wtedy, gdy bk +1  = 0 oraz gdy przy warunku ( 2 . 1 0 ) wartość 
c a ł k i

klnM
J* e“2 t  c o s 2 Q ( t )d t  (2 . 1 1 )
0

b ę d z ie  n a jm n ie j s z a .  Ha p od staw ie  lematu w a r iacyjnego  I . E .  B a z i l e w ic z a  [i]  
fu n k c ją  Q ( t ) ,  d la  k tó r e j  j e d n o c z e ś n ie  bk+1 = 0 i  ca łk a  (2 . 1 1 ) przy wa
runku ( 2 . 1 0 ) o s ią g a  swoją n a jm n ie jsz ą  w a r to ść ,  j e s t  fu n k cja  zdefiniowana  
związkami*

l i  :
.  w  , 0 t  ś  s

e -  cosQ ( t ) =  ̂ ( 2 . 12)
s  <  t  klnŁI
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bąd ź

e * c o s Q ( t )  = e 3 ,  S >  klnŁI,

g d z ie  s  z a l e ż y  ty lk o  od X. J e ż e l i  t e r a z  ob liczym y X i  Y d la  tycb  
f u n k c j i ,  to  otrzymamy rów n ośc i ( 2 . 6 ) i  ( 2 . 7 )  t w ie r d z e n ia ,  a = 0

2 —kprzy odpowiednim r o z b i c i u  p r z e d z ia łu  < 0 , r ;( l-K  ‘ ) >  na t a k i e  dwie c z ę ś -  
c i ,  na k tórych  fu n k cja  ¡¿(t) ma p rzeciw ne z n a k i .

T w i e r d z e n i e  2

Dla każdego u s ta lo n e g o  X £ <■- ^ ( l -M  k ) ,  § (1 " !;I , < * £ ( - ° ° ,  + ° ° ) ,
Y(X) j e s t  o k r e ś lo n a  w k l a s i e  S,_(M) ró w n o śc ią :

Y(X) = X2 +ctX -  ( l - l f 2łc) .  (2 .1 4 )

Równość ta  j e s t  o s i ą g n i ę t a  d la  t a k i e j  fu n k c j i  Q ( t ) ,  k tó ra  przyjm uje t y l 
ko dwie w a r t o ś c i  0 , T t .

D o w ó d

Załóżmy, że bk+1  = 0 .  Ze wzoru ( 2 . 9 )  ła tw o  zauważyć, że do otrzyma
n ia  n a jm n ie j s z e j  w a r t o ś c i  Y(X) przy usta lonym  Xe<C- r ( l  -  U )>
^ (1  -  M- k ) >  i  bk+1  = 0 w y s ta r c z y ,  by;

klnM klnŁi
J  e - 2 t c o s 2Q ( t ) d t  = max J  e~2 t c o s 2 w ( t ) d t  = <*(1 -U 2it) .  (2 .1 5 )
0 0

a to  może z a c h o d z ić  tyllco w tedy , gdy c o s  Q ( t )  = 1 .
Tak w ięc  można z d e f in io w a ć  fu n k c ję  Q ( t ) ,  że

( Q ( t ) }  = (2 . 16 )

Z d r u g ie j  s t r o n y  d la  t a k i e j  f u n k c j i  Q ( t )  6k+1  = 0 ,  z a ś  X może p r z y j -
2 -Ir 2 —kmować dowolną w a r to ść  z p r z e d z ia łu  <  -  ^ ( 1 -M Ł) ,  rr ( l - l l  ' ) >  przy odpo

w ied n io  dobranej d łu g o ś c i  ta k ie g o  p r z e d z ia ł u ,  na którym Q ( t )  s  0 .

T w i e r d z e n i e  3

Zbiór D M p ła s z c z y z n y  I  = X + i  Y og ran icz o n y  krzywymi Y(X) i
Y(X) j e s t  zbiorem domkniętym i  spójnym.
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D o w ó d

Rozpatrzmy fu n k cję

<p(t) = e - t c o s Q ( t)

0 «  t  ś  s

(2 .1 7 )

d la  k tó r e j

klnl.1
f  J  -p ( t )d t  = x  i  bk+1  = 0 .

0

Zauważmy, że fu n k c ja  ( 2 .1 7 )  d la  t Q = klnl.2 pokrywa s i ę  z fu n k cją  e k s t r e 
malną z tw. 1 , a d la  3 = 0  z fu n k c ją  ek strem alną  z tw. 2 .  Zmieniając  
t e r a z  w sposób c i ą g ł y  t Q od klnM do t a k i e j  w a r t o ś c i  d la  k tó r e j
s ^ )  = 0 , otrzymamy w s z y s tk ie  wewnętrzne punkty odcinka l e ż ą c e g o  na pro
s t e j  X = c o n s t  i  łą c z ą c e g o  punkty wyznaczonych krzywych Y(X) i  Y(X),  
t j .  punkty brzegu obszaru Oznacza t o ,  że z b ió r  D^- j e s t  zbiorem
domkniętym i  spójnym.

W n i o s e k  1

Z biór  w a r t o ś c i  fu n k c jo n a łu

I ( f )  = R e (c 2 ) + i  R e (c 3 -  a \  + <*c2 ) ,  f e s

j e s t  zbiorem domkniętym i  spójnym. Jego p rzek rój p r o s tą  X = c o n s t  w p ła
s z c z y ź n i e  I  = X + i  Y j e s t  o k r e ś lo n y  warunkami:

X = 2 ( i + s ) e ” s

ctX -  1 ^  Y ¿otX  -  2 ( l + 2 s ) e " 2c + 1

(3-1)

Pon i  uwa

3U l  = - c k+r  ° 2k+l = ” c 2k+l + ( k + l ) c k+ l ’
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to  wobec (2 . 2 ) i  ( 3 *1 ) otrzymamy:

klnM klnM
ak+l = I  /  e _ t c o s Q ( t ) d t ,  = |  J  e - t s i n Q ( t ) d t

0 0

<

a2k+l = ^ (ak+ l " bk + l } + I  J  e - 2 t c o s 2Q (t)d t  ( 3 - 2 )

k ln ll

J
0

klnM

I ' = a k + l+ i [ ^ (a k+l"bk+1 )+ -B k + l+ f  J e" 2 t o o s 2 i j ( t ) d t -  ^ ( 1 -H"2k)]
0 ( 3 - 3 )

Hiech

X' = a k+l
( 3 . 4 )

klnM
Y '=  ^ ( x ' 2-b'2+1 )+ o cx '+  ^  J e “ 2 t o o s 2 Q ( t ) d t -  ¿ ( 1 - Ł r 2 k ) ,

O

a Y' (X1) i  Y' (x )  n ie c h  o z n a cza ją  odpowiednio n a jw ięk szą  i  n a jm n ie jszą  
w a rtość  Y '  przy ustalonym  X' z  p r z e d z ia łu

< -  f i l  -  M"k ) ,  f (1 -  M“k ) >  .

T w i e r d z e n i e  4

Ha k l a s i e  S ^ (M )  d la  k a żd eg o  u s t a lo n e g o

x ' e < -  |  ( 1 -M“k ) ,  | ( l - M “k ) >  , cc e (-<*>, + « ) .

Y '(X ) = X' 2 +oC-x'+ ^ ( 1 -M“ 2k) .  (3 -5 )

Równość j e s t  o s i ą g n i ę t a  d la  f u n k c j i  Q (t )  p r z y jm u ją c e j  t y lk o  dw ie w a r t o ś c i  
0 ,5 1 .

D o w ó d

Dla o s i ą g n i ę c i a  p rzez  Y' (x )  w (3*4)  sw oje j  maksymalnej w a r t o ś c i  wy
s t a r c z y ,  ażeby



klnM klnM
bk+l = °» k f  e _ 2t c o s 2Q (t)d t  = “ ax £  f  e “2 t c o s 2q ( t ) d t =  | ( l - t f 2k) 

0 0 

a to  zach od zi  ty l k o  d la  fu n k c j i  ( 2 . 1 6 ) .

T w i e r d z e n i e  5

J e ż e l i  bjj+1 = 0 ,  to  d la  każdego u s ta lo n e g o  X; z p r z e d z ia łu  

< -  §(1-M~k ) ,  | ( l - M " k ) >  , cc e  ( - 00, + 00)

n a jm n ie jsza  w a rtość  Y 1 ( x )  na k l a s i e  S“ 1  (ŁI) j e s t  o k reś lo n a  równościami:

f  ”  X = M 1 + S ^S_S “  u

{  (3-6)

[y ' îX *) = ï ç i  x ' 2 + otx'+ f ( l + 2 s ) e “ 2s -  ¿ ( 1 +M"2k) ,

gdy 0 é  s  <  klnK,

f + X'= 2 e “3 ln l i ,

S  (3-7)

| x '  (X) = X ' 2 + ocx'+ 4 e"2e lnM -  i  (1-M_2 k ) ,

gdy s  >  klnM.

Równość (3*6)  z a c h o d z i  t y l k o  d la  f u n k c j i  ( 2 . 1 2 ) ,  a równość (3*7)  d la  funk
c j i  ( 2 . 1 3 ) .

D o w ó d

Łatwo zauważyć, że d la  = 0 dowód tw ie rd z en ia  wynika z ( 3 . 4 )  i
dowodu tw. 1 .  J e ż e l i  zatem ob liczym y x'iYr (X  ̂ d la  fu n k c j i  ( 2 . 1 2 ) ,  to  
otrzymamy rów n ośc i ( 3 - 6 ) ,  a d la  fu n k c j i  ( 2 . 1 3 ) rów ności (3 *7 )  tw ierd zen ia .

T w i e r d z e n i e  6

Z biór D^y p ła s z c z y z n y  I 1= X1+ iY ogra n iczo n y  krzywymi Y'  (X)  i  
X 1 ( x )  j e s t  zbiorem domkniętym i  spójnym.
Dowód tw ie r d z e n ia  p rze b ie g a  tak  jak  dowód tw. 3 .
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4 . P rzez A . m oznaczmy z b ió r  w a r t o ś c i  fu n k c jo n a łu

I ( ? )  = R e C i k - ! ^  1 R e ^ 2 k - l " i k - l +aC^ k - l ’ F e 4 U c W *

K o rz y s ta ją c  z p r z e k s z t a ł c e n i a  F (£ )  = f  oraz  ze wzorów ( 2 . 2 ) ,  ( 2 . 3 ) ,

( 4 . 1 ) ,  k ład ąc  przy tym i 'k_1  = **k-l + 1  P k - 1 ’ T 2^“1  = Ct2ic“ 1  + 1  P 2* ”1 »
2otrzymujemy k o le j n o  ^ k - 1  = -  c k+1, y 2k_1  = ok+1  -  c 2k+1

■¡fk-i = f J e - t  k ( t ) d t  , T = kln(m- 1 ) ,

(4 .2 )

T T
f ^ k - l  = I  J  a“ t ° ° B Q (t )d t ,  p k - 1  = |  J  e - t s i n Q ( t ) d t

0 * 0

(4 -3 )
T

oC2k - l  = " ^ (t<k - l  “ P k - l 3 + I  J  e 2 t o ° 3 2 ^ ( t ) d t »
O

T

K f )  = <*k_x+ i [ -  ^ 4 - l ~  L l ) ł i ' V ! + I  |  a - 2t o o s 2Q ( t ) d t ]  (4 -4 )

Połóżmy

U = **k-l *
<4,5)

kln(m ■*■)
V = -  • ^ ‘ (U2 - ( ł k - l ^ +oiU+ f  J  e - 2t c o s 2CJ(t)dt- ^ ( l -ra 2l<;)

0

i  oznaczmy p rzez  V(U) n a jw ię k s z ą ,  a p rzez  V(U) n a jm n ie jszą  w a rto ść  V 
przy ustalonym  U z p r z e d z ia łu  § ( l - m k ) ,  f ( ł  -  m ) >  •
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T w i e r d z e n i e  7
2 k

J e ż e l i  j ł j ^  = 0 ,  to  d la  każdego u s ta lo n e g o  U e  < -  ̂ ( l -m ^ ) ,

^ ( l - m k ) >  i  cC 6 (“ °° * + °°)  n a jw ięk sza  w a r to ść  V(U) dana j e s t  wzorem!

V(U) = -  u2 + «U + |  (1 + a 2* ) .  (4*6)

Równość ta  j e s t  o s i ą g n i ę t a  ty lk o  d la  f u n k c j i  ( 2 . 1 6 ) .
Dowód j e s t  a n a lo g ic z n y  do dowodu tw. 4 .

T w i e r d z e n i e  8

Dla każdego u s ta lo n e g o  U z p r z e d z ia łu  
i  o t e ( - < » ,  + ° o ) ,  V(U) wyraża s i ę  równościam i:

U = |  [ U +s ) e - e -m2* ] ,

(4*7)

(4 .0 )

V(U) = -  U2 + otU + § ( l + 2 s ) e “2s  -  | ( l + m 21i) ,

gdy  0 <  s  <  kln(m ^) i

U = 2 e ” a ln(m“^ ) ,

V (u) = -  U2 + Otu + 4 e"2s ln(m_ 1 ) -  ^ ( l - m 2k) ,

gdy s »  kln(m- 1 ) ,

p rzy czym funkcjami ekstremalnym i s ą  ty l k o  fu n k c je  (2 . 1 2 ) i  ( 2 . 1 3 ) .
Dowód tw ie r d z e n ia  wynika z (4* 5 )  i  dowodu tw. 1 .

T w i e r d z e n i e  9

Zbiór o g ran iczon y  krzywymi V(U) i  V(U) j e s t  zbiorem domkniętym
i  spójnym.
Dowód j e s t  id e n ty c z n y  z dowodem tw. 3*

5 .  Rozpatrzmy j e s z c z e  z b ió r  A'^^j w a r t o ś c i  fu n k c jo n a łu

l' ($ )  = R e ( r '_ x ) + i  R e t f k - l - f k - l  $ e Z k 1(m )* (5 ' 1)
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Ponieważ

4 - 1  3 " 4 - 1  1 4 k - l  = "  4 k - l  “ (k" 1 ^ 4 - I  ’

to

T T
= “ f J e _ t oo3 Q ( t ) d t ,  = -  f  J  e " “s i n Q ( t ) d t ,  t*':lR(m- 1 ) ,

O O

( 5 .2 )

* 2 k - l  = ‘  ¥ ( 4 - 1  - P k - I > -  I J «"2 t °°32Q (t)d t ,

kln(ra_1)
i r($ )=  [ -  ¥ ( 4 - i “ 4 - i )+as- < - r  i  /  e ~2 t ’ c o s 2 ^ ( t ) (3t] •

( 5 .3 )

Niech

u '=  ««'ic-i

kln(m" 4
w ' =  -  4 ^ (^ ł 2” ™ k J  e"2 t o o s 2Q (t)d t+  ¿ ( l - a 2K) ,

( 5 . 4 )

a V 1 (U1) i  n ie c h  b ę d z ie  odpowiednio n a jw ięk szą  i  n a jm n ie jsz ą
w a r t o ś c ią  V 1 (if)  przy ustalonym  Uf e  < -  ^ ( l - m k ) ,  r d “®’' ) ^  •

T w i e r d z e n i e  10

J e ż e l i  = O, to  d la  każdego u s ta lo n e g o

U& < -  | ( l - m k ) ,  | ( l - m k ) >  , <*'e ( - » ,  + o o ) ,

V ’ (U)  aa p o s ta ć :

+ u' = |  [ ( l + s ) e “3 -rak ]  ,

v '  (u1) = -  u ' 2 + <*u' -  | ( l + 2s ) e “2a + i ( l + m 21c) ,  ( 5 . 5 )

j e ś l i  o s£ s  si kln(m ) ,
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{+ u' = 2 e"s ln(m- 1 ) ,
(5 -b )

v' (u') = -  u ' 2 + <*U(-  4e 2 s ln(m k) + £ ( l - m 2k) ,

j e ś l i  s 3* kln(m- 1 ) ,

przy czym funkcjami ekstremalnym i są ty lk o  fu n k cje  ( 2 . 1 2 ) i  ( 2 . 1 3 ) .
Dowód j e s t  a n a lo g ic z n y  do dowodu tw. 1 .

T w i e r d z e n i e  11  

Dla każdego u s ta lo n eg o

Uł 6 <1 -  ( | ( l -m K) , £ ( l - m k ))> , <* e  ( -  »o, + oo )

V1 (U*) wyraża s i ę  ró w n ośc ią :

V' (\ j )  = -  u ' 2 + otu' -  £  ( l -m 2k) .  (5 -7 )

Równość zach od zi  ty lk o  d la  fu n k c j i  ( 2 . 1 6 ) .
Dowód wynika z ( 4 . 1 2 ) .

T w i e r d z e n i e  12

Zbiór A ^ n ogran iczo n y  krzywymi V' (l/) i  V' (U*) j e s t  zbiorem domkniętym 
i spójnym.
Dowód tw ie r d z e n ia  j e s t  a n a lo g ic z n y  do dowodu tw. 3 .
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OB OBJIACÏH óHÁ'iEHüá 04H0F0 O Y OHAjïA HA HjiäOCH CAHGÄHCTHuX 
il OPPAHHHBHHaX ©yHKHiin K—KPA'PHO.Î 0¿iia¿íHi¡iPHn 

P e 3 K) M e

H Hacioam eä p a ö o ie ,  MeTOÄOM H. JlesH epa npH iiomossk waBecTHoił aapnai^Hohhok

jieMMH H.H. Ea3i«ieBHHa [ i ] , nccJie,ayeTCH 3 aaana  oö onpefiejieHHH MKoaceciBa 3Ha-
'leani/i OÄHoro $yHKiiHoHajia Ha icaacce s k (M) a S k i® ) "  ÎIoKaaaHo, n o  mho-
x e o iB o  D^,, 3KaieHHii cjjyhkhhonajia  cCM

1 ( f )  = R e (c k+ 1) + i  R e(°2k+1 ”°k+1 "K<ck+1  ̂ H& KJÎ3Coe Sk ( M)

3aMKHyio h CBH3H0. H ro oeneHHe BepiHKaJibHOit npaiioä b imockooih l=X+iy 
a ae io H  b napaiseTpHHecKOił popiie yc.ao3H.aMH;

a )  ecJiH 0 ë  s  á  k lnH , to

X = ± f [ ( 1+s ) e - a -  M‘ k ]

X2+ X - ( 1 -M_ k ) i = ï ë ^ l  X2+oûC -  | ( l + 2 s ) e “ 2 s + ¿(1+M "21c) ,

b )  eojiH a 3 = klnM, to

X = í  2 e " s  InM

X2+<*X-(1-M“ k ) á í á y  X2+otX-4e"2 s lnM+ £ (1 -U _2 k ) ,

t ą s  at npou3BOJibHoe BemeciBeHHOe hhcjio .

AHaJiorHHHO noKa3aH0, hto MHoaceciBO A  SHaneHH.i cftyHKUHOHaJiaccm

1 (F )  = H e í f ^ )  + i  Re ( Í2 k -1  ~ * k - 1  + c tlT k-1)

Ha KJiacce 3auKHyio h cbh3ho.  HpoMe lo r o  e ro  cenem ie BepiHxaabHo2
npaMoä B imockocth I  = U+iV onpe^ejm eT ca b napaiteipHnecKOfi $opue ycaoBaaii

a )  ecjiH o  <  a <  k ln (ta “ 1 ) ,  t o

U = í  £(1 + s ) e - s  -  mk J

_ £+1 u2+otU+ | ( 1 + 2 B) e _ 2 s -  ¿(1+m2k ) < V < -  U2+oCU+ £(1+m2k) ,
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b) scan  s Sskln(m _ 1 ) ,  to

U = -  2 e“ s ln(m“ 1 )

-  ¿££1 U2+ccU+4e"2 s ln(m“1 )~  ¿ ( 1 -m2k ) « V « -  U2+*U+ ¿ ( 1 +m2k) .

ON THE SET OF VALUES OF A FUNCTIONAL DEFINED IN CLASSES 
OF k-SYMMETRICAL AND BOUNDED UNIVALENT FUNCTIONS

S u m m a r y

U sing  th e  param etr ic  Loewners’ method and th e  I .E .  B a z i l e w i c z s ’ lemma 
i t  was d e f in e d  the  v a lu e  o f  a f u n c t i o n a l  in  the  c l a s s e s  ^ ( M )  and

I t  was demonstrated th a t  the  s e t  o f  v a lu e s  o f  the  f u n c t io n a l s

1 ( f )  = R e (c k+1) + R e (c2k+1 -  c 2+1 + <*ck+1) ,  - < ~ < ~

in  th e  c l a s s  f u n c t io n
oo

f ( z )  = z + ' c nk+i z , | z | 1 i s  a connected  and c lo s e d  s e t .
n=1

I t s  s e c t i o n  by v e r t i c a l  s t r i g h t  l i n e  in  the  p lane I  = X + iY i s  defined  
by p a r a m e tr ic a l  c o n d i t io n s ;

a )  I f  0 <  s <  klnM, then  

X = ± |  [ ( 1 + s ) e " a -  i f k ]

X2+ d X -(1 - iT 2k ) i i Y < ^  X2+<*X- | ( 1 + 2 s ) e - 2 s + ¿ (1 + i / f2k)

b) I f  s >  klnM, then  

X = -  2 e - s  lnM

¿ = 1  X2+ o tX - (1 - i f 2 k ) ^  Y ^ ^ i  X2+otX-4 e “ 2 s  lnU + | ( 1 - M " 2 k ) .

I t  was a l s o  d em onstrated ,  th a t  th e  s e t  o f  v a lu e s  o f  the  f u n c t i o 
na l

K F )  = R e (rk_ n) + i  R « (r2k_-, - r k_i
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in  the  c l a s s  o f  f u n c t io n  = X>+ 2  “¡Tnk-I £  n<C+1 ’ ^
n=1

i s  coh eren t  and c l o s e d .

I t ’ s  s e c t i o n  by v e r t i c a l  s t r i g b t  l i n e  in  the  p lane I  = U + iV 
d e f in e d  by c o n d i t io n s

a)  I f  0 iS s si kln(m- 1 ) ,  then  

U = -  ^ ( 1 + s ) 8-a  ” t 2*1

_ £+1 u2+<tU+ | ( 1 + 2 s ) e ~ 2 s -  ^(l+in2* ) ^  V < -  U2+<iU+ ¿(1+m2tk)

b) I f  s  >  kln(m- 1 ) ,  then  

U = -  2 e _s ln(m _ 1 )

>  1 ,

i s

_ u2+«U+4 e “2a ln(m"1 ) -  ¿ (1 -m 2l£) « V < -  ^  U2+otU+ £(1+m2ic) t


