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MAKSIMUM FUNKCJONAŁU Re(c2k+1 " °k+1 + “‘“k+l ̂ W KLASIS FUNKCJI 
JBDNOLISTNYCH k-SYMETRYCZNYCH I OGRANICZONYCH W KOLE JEDNOSTKOWYM I

Streazczenie. Dla dowolnej funkcji
2

f(z) = z + X ]  cnk+1 znk+16 Sk(M), k » 2, 1 c M < e ^ 1
,odą
M .

metod§ Lownera oraz za pomocą twierdzenia 1, udowodnionego w pra
sy!
2

cy [3]. otrzymano dla funkcjonału
Re(c21c+i - ck+1 + <*ck+.|) następujące oszacowanie:

2
a) gdy 1 < M ^ ek‘"'L, to 

Re(c2k+1 “ °k+1 + *°k+1^ ̂

¿(1 - M"2k) 

dla olśo,

-¿flflii   + 1(1 - M-2k)
2[2-(k-1)lnMj K 
dla o <c( ś  2 M“k[2-(k-1)lnM,]

^  \ 2, “81 ,.-kv2 ot2 2ote 81 . 1 „-2kN
E (« -M ) " 2?E=T7 + T = T ~  + S (1_M }

dla 2 M~k[2-(k-1)lnu] <<*< -2ffi.U + M"k

¿(l-M-k)[l+a*-3 M“k - f(1 - M“k)] 

dla iÛ .+3J + 2.C^~0 u“k ^  et

Wykazano również, że uzyskane nierówności są dokładne oraz podane 
zostały wszystkie funkcje ekstremalne.
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2

b) gdy M = ek“1, to

Re(c2k+1 " Ck+1 +ick+1} *  
4k

1(1 - e  *-') 

dla o,

- Ol . ? ~an -2, -so k-1s2 <** . 2oCe . 1 /- . F-l\
f(e - a ) - - ^ r n  + — E = r  + s (1-e }

2k
dla o <  CC <  ± n  + ¿ijęgii e“ S=T ,

2k _ 2k _ 2k .
¿(1-e [l+2oe- 3 e  - §(1-e )]

2k
dla 2ik£Q + 2 ^  e“ <  cc

gdzie s0 jest pierwiastkiem równania
2k. i i g l l 8 e-B + 2ik£Ll 8-b + 2̂  e" TE=T . o, „ 0.

1. Niech będzie klasa funkcji postaci

f(z) = z+ck+1 zk+1 + c2k+1 z2k+1 + ----- , k-1,2,----- , (1.1)

jednolistnych i k-symetrycznych w kole {|z| <■ l}, spełniających warunek 
|f(z)|<M, >1.

Zauważmy, że dotąd znane było tylko oszacowanie funkcjonału Re(Cj - 
- c| + otc2) w klasach funkcji S i S(M) przy 0 <  ot <  4, przy czym w do
wodach stosowane były różne metody. I tak, J.A. Jenkins £lj pierwszy po
dał oszacowanie tego funkcjonału w klasie S, korzystając z ogólnego twier
dzenia o współczynnikach, zaś D.W. De Tempie £4] podał oszacowanie w kla
sie S(M), korzystając z metody wariacyjnej. Metodę parametrycznych przed
stawień Lównera pierwszy zastosował G.B. Łeeman [ĵ ] dla funkcji należących 
do klasy S, a później D.W. De Tempie i J.A. Jenkins [5] uzyskali oszaco
wanie tego funkcjonału w klasie S(M) dla 0 <  ct 4.

W niniejszej pracy również przy użyciu metody lównera, zostanie podany 
dowód ostrego oszacowania funkcjonału Re <°2l»l-0k+l+*<0k+l) W kl8Sie 
Sk (M), lecz już dla - 00 <  cc <  + 00 •



Współczynniki c2k+1, ck+1 funkcji (1.1) wyrażają się wzorami:

T
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ck^^ = — ic J* a * k(t)dt t T — kin M t
O (1.2)

W i - ¥  « l . i - l  i0

w których k(t) = e1 Q(t)’ gdzie Q(t)~ jest funkcją rzeczywistą przedzia
łami ciągłą w przedziale < 0 , T >  •
Połóżmy ck+1 = ak+1 i bk+1, c2k+1 = a2k+1 + i b2k+1.

X = ak+1> Y = Re(c2k+1 - c2+1 + <*ck+l)>

Wówczas ze wzorów (1.2) otrzymujemy:

klnM RinM
= - § f e^cos Q(t)dt, bk+1 = - |  J e“ sinQ(t)dt 

0 0

klnM
/0

l (1.3)

X = ak+l
(1-4)

klnM
Y = ^i(X2-bk+1)+atX- | J  e"2tcos2Q(t)dt+ |(1-M 2k)

0
W dalszym ciągu będziemy korzystali z tw. 1, udowodnionego wjpracy [3].
W myśl tego twierdzenia w klasie Sk(M) maksymalna wartość Y(X) przy usta
lonym X z przedziału < -  §(1-M“k), f(l-M_k)> wyraża się parametrycznie
równościami:

i X = I [(l+s)e""a - M k ] ^  ^

Y(X) = X2 +<*X - |(l+2s)e-2s + ^(l+M-2k),

jeżeli 0 ̂  s <  klnM,
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+ X = 2 e"3 lnM, (1.6)
Y(X) = ^  X2 + <*X - 4 0~2s lnM + |(l-M~2k),

jeżeli s 5= klnM, gdzie a zależy tylko od X.
Równości (1.5) są osiągnięte tylko dla funkcji:

. fe"3 , 0 ^  t < s
+ a coeQ(t) = J (1*7)

[ e""t , s <  t *£ klnM,

a równości (1.6) tylko dSft funkcji:

+ e-t cosQ(t) w e s, s »  klnM (1.8)

2
2. Obecnie wyznaczymy max Re(°2k+1 “ ck+l + ^ k + l  feSk (li)

2dla każdej ustalonej wartości 1 <■ M <  1 - ao<<*<°°+ •Q
Wystarczy w tym celu rozpatrywać X = ak+^ tylko z przedziału 
<0, £(1-M**ky> , ponieważ na podstawie (1.5) i (1.6) maksimum to nie za
leży od znaku X, a tylko od znaku iloczynu ot-X, gdy ce rozważa się w całym 
przedziale (-°°, +<»).
Tak więc

max Re(cpv.., - o2 , + <*c. ,) = max 2 . Y(X). (2.1)
f6Sk (M) 2k+1 k+1 k+1 Xe<0,£(l-M k)>

Jeżeli teraz wyrugujemy X z (1.5) i (1.6), a następnie położymy:

g(s) = Y(s) = [(l+s)e"s-M"k] 2 + §«j(l+s)e“3 - M-k] -

- | (l+2s)e"2s + i(l+M“2k) , (2.2)

gdy 0 ś- s <  klnM, oraz

h (s) = Y(s) = 2e~2BlnM[(k-l)lnM-2]+2rfe“3lnM + |(l-M~2k), (2.3)

gdy s klnM,
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to wobec (2.1)

max = max/ max g(s) ; max b(s)| (2.4)
feSk(M) 2k+1 k+1 k+1 lo < s « klnM e » klnŁl/

Pochodne funkcji g(s) i h(s) wyrażają się:

g'(s) » | a e~s u(s) , 0 é  s ś klnM, (2.5)

b'(s) ■ 2 e-s lnM. v(a), s »klnM, (2.6)

gdzie

u(s) = - s e~s + 2ffi^ e~s+ M-k-<S 0 « s « k l n M  (2.7)

v(s) = 2 e“3 [2 - (k-l)lnli] -oc. s »  klnM. (2.8)

Znaki funkcji u(s) i v(s) pokrywają się odpowiednio ze znakami pochod
nych g 1(a) i h'(s), zaś wartości graniczne oraz pochodne u(s) i v(s) 
są postaci)

' u(0) = u"k -<*, nM) = 2M"k[2-(k-l)lnM] - oc
(2.9)

u' (s) a 2 ]S=1 e~s (s - l^j), 0 <  a <  klnM,

{

v(klnM) = 2 M"k[2 - (k-l)lnU]-at, v(°=>) = - oC, (2.10)
v'(s) a - 2 e“s [2 - (k-l)lnw]<0, s »  klnM.

T w i e r d z e n i e  1

Jeżeli k»2, 1< M < e k-1, ot ś  0, to dla dowolnej funkcji f eSk (M)
zachodzi oszacowanie:

Re('̂ c2k+l " ck+l + ^ k + P  85 " M 2k)' (2.11)

Oszacowanie to jest dokładne, przy czym znak równości realizuje funkcja:

Sili (2.12)
. -IaE 2k.£2k(1 - (1 - z2k)^
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D o w ó d
2TTT 2kPonieważ warunek M^e jest równoważny warunkowi klnM < , to

wobec (2.9) u' (s) < 0 dla s e <0,klnM> oraz u(0) >  u(klnM) >  0,
więc u(s) >  0 dla s e <0,klnM>.
Oznacza to, że g' (s) >  0 dla s s <0, klnM> i

max g(s) = g(klnŁl) = — 21.1 ^klnM [2—(1—1 )lntl] + 2<*M klnM+ ̂(1—li ).
°Ś 3 Ś k M  (2.13)
Z drugiej strony, na podstawie (2.10) stwierdzamy, że v'(s)< 0 dla 
se<klnM, + °o), v(klnM) > v  | » ) S 0 ,  czyli v(s)>0 dla se<klnM, +«), 
Zatem b' (s)>0 dla s£ <klnM, + °o) i

max h(s) = h(°o) = i (1-tó 2k). (2.14)
s » klnM

Porównując teraz (2.13) z (2.14) łatwo zauważyć, że h(°o) > g(klnM). więc

max {g(klnH), b(oo)j = b(°o) = ^(1-M 2k),

skąd już wynika nierówność (2.11) twierdzenia. Prostym rachunkiem spraw
dzamy, że funkcja (2.12) realizuje znak równości w (2.11).

T w i e r d z e n i e 2
2

Jeżeli k3=2, l<M<e^~* i 0 < ot ś 2M~k [2-(k-l)lnM], to dla dowol-
nej funkcji f£Sk(M) zachodzi oszacowanie.

-c2 +ctc X  „,cc2 -̂Pm  + i(l-M“2k). (2.15)2k+l k+1 k+1 ~~ 2[2-(k-lJlnV] + “ 1Re(c

Oszacowanie to jest dokładne. Znak równości realizuje funkcja feSk(M), 
przyporządkowana takiej funkcji k*(t) = e ^  , dla której Q (t) speł
nia związek:

e-t cos Q*(t) = ——--- — — , (2*16)
2[2-(k-l)lnMj

D o w ó d
Ha podstawie (2.9) stwierdzamy, że

(3)<0 dla 3 g <0, klnM> , u (0) > u (klnM) 5* 0, więc u ( s ) S * 0  dla 
s e <0,klnM> i również g'(s)>0 dla se <0, klnM> , zatem
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max g(s) = g(klnM) = - 2M~2klnM[2-(k-l)lnM]+2otM_klnM+ |(x-M_2k). 
O i s i  klnM

Ażeby wyznaczyć max b(s), rozważmy dwa przypadki: 
s 3= klnM

1° niech 0 ^ <* < 2 M~k [2-(k-l)lnH], wówczas wobec (2.10) v(klnH)>0, 
v(oo ) < 0 oraz v'(s)^0 dla s e^klnM, «), więc z ciągłości funkcji
v(s) wynika, że równanie

2 e~s[2 - (k-l)lnM] -oc- 0 (2.17)

ma w przedziale (klnM,oo) dokładnie jeden pierwiastek sQ i

s = - ln — r   —  • (2.18 )
0 2[2-(k-l)lnM]

Ponieważ h ,( s ) > 0  dla s <: sQ, h ,(sQ) = 0, hf (s)< 0  dla s > s 0,
to

et lnM -1 mmO\r
max h(s) = h(sn) = —  —  + #(1-M kK)- (2-19)

s»klnM 2[2-(k-l)lnMJ

Zauważmy, że dla s = klnM, g(klnM) = h(klnM), wobec czego h(sQ) >g(klnM) 
i max {g(klnM, b(sQ)} = h(eQ). więc

Re(Cp. -|-cw-i+‘*ck + l ^  — iBiŁ— — + ¿(l-M 2k). (2.20)k+1 2[2-(k-l)lnM] k

2° Jeżeli et = 2 M~k[2 - (k-l)lnM], wówczas z (2.6) wynika, że
b' (s)< 0 w <  klnM, °<>), więc max h(s) =h(klnM).

s 3: klnM
Z drugiej strony, jeżeli ot-*-2 M k[2 - (k-l)lnMj, to wobec (2.18) i (2.19)
s q— klnM, zaś h(sQ)-»- h(klnM). Ponieważ g(klnM) = h(klnM), więc dla
ot s 2 M“k[2 - (k-l)lnM]

max g(s) = max h(s) = b(klnM), co oznacza że nierówność (2.20) 
O ś s ś  klnM s 3-klnM
zachodzi również w tym przypadku.
Musimy jeszcze wykazać, że oszacowanie (2.15) jest dokładne. Istotne, je
żeli w miejsce s wstawimy do (1.8) sQ dane wzorem (2.18), a następnie
obliczymy Re^°2k+l“°t+x+atcic+î » t0 otrzymamy prawą stronę (2.15). Oznacza 
to, że istnieje taka funkcja Q*(t), spełniająca równanie (1.8), óla któ
rej zachodzi równość w (2.15). Z drugiej strony wobec twierdzenia Lownera
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istnieje w klasie S. (U) funkcja f*(z) przyporządkowana funkcji
k (t) = e H v , która dla maksimum rozważanego funkcjonału jest funkcją
ekstremalną.

T w i e r d z e n i e  3
2

Jeżeli k > 2  , l < M < e ,J=T oraz 2 M_k[2 - (k-l)lnM]^<ćś2X ffiJ +
+ 2 t0 dowolnej funkcji f e S ^ M )  zachodzi oszacowanie.

Rfl(c2k+i-ck+i+- k +i ^ i < e"81 -M“k)2 - +
(2.21)

gdzie s-̂  jest pierwiastkiem równania

2^ -1) s e-8 + a-s + ,.rk - oC = 0. (2.22)

Oszacowanie to jest dokładne.
Znak równości realizuje funkcja f*6Sk (M) przyporządkowana, w myśl twier
dzenia Lownera, takiej funkcji k*(T) = e ^  (t), dla której Q*(t) spełnia 
równanie:

{e , 0 «  t ś S;L
(2.23)

e-t , s-ĵ <  t sS klnM.

D o w ó d
Opierając się na związkach (2.9) łatwo zauważyć, że u(0)>0, 

uJklnfcO^O i u'(s)<0 dla se<0,klnM>. Ponieważ funkcja u(s) okreś
lona przez (2.7), jest funkcją ciągłą w <0,klnM>, to równanie

- s e“8 + e-s + M_k - <* = 0 (2.24)

ma w przedziale <0,klnM> dokładnie jeden pierwiastek s^.
Z równości znaków u(s) i g'(s) wynika, że g'(s)>0 dla s <  s-̂ , 
g'(s^) = 0, g'(s)<0 dla s > slt co oznacza, żo g(s) posiada w punkcie 

maksimum i

*“S 2
max g(s) = g (e. ) = 2(kI ^  Rl+s,)e 1 - M-kl + §<*. (2.25)

Ofiŝ klnM 1 k “
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. [(l+s-^e Sl - M-k] - |(X-ł-2s1)e 2>1 + £(1+M_2k). (2.25)

Po uwzględnieniu na s-̂  warunku (2.24) otrzymujemy:

“ 8 2 2
mai = g(s-i) = f(e 1 - 1>! k) - >Yk-l) + ^ T T T "  + 7^k-M 2 (2,26) O^siklnli 1 k ' k x  k

Z warunków (2.10) wynika, że v(s)<0 dla se<klnM, °°), więc również
h'(s)<:0 dla seCklnM, oo), zatem max h(s) = h(klnM).

s ssklnM
Ponieważ g(klnM » h(klnM), to, wobec (2.26), mai -[g(s^), h(klnu}= gia^), 
akad już wynika nierówność (2.21) twierdzenia.
Do wykazania ostrości oszacowania (2.21) wystarczy wstawić do prawej stro
ny (1*7) s^ w miejsce s i powtórzyć rozumowanie przedstawione w tw. 2.

T w i e r d z e n i e  4
2

Jeżeli ks»2, 1 <  M ^  e ^  i M~k<<*. to dla dowol
nej funkcji f 6 Sj^M) zachodzi oszacowanie:

Re(c2k+l'°k+l'Kick+l)^ ł (1_M"k:)CL+2<* " 3M"k “ (2,27)

Oszacowanie to jest dokładne, przy czym znak równości realizuje funkcja:

 tizl  . ---£--- . (2.23)
2 2

(i- U - * k )E

D o w ó d
Ponieważ, wobec (2.9) i (2.10), u(0)śO, uiklnlO^O, u,(a)<:0 dla

se<0,klnM>, v(klnM)<0, v(oo)<0, v'(e)<0 dla se<klnM,<=°) , to
również g'(s)<0 dla se<0,klnM> oraz b'(s)<0 dla se<klnM, °o).
Zatem max g'e) = g(0) oraz max h(s) = h(klnM). Uwzględnia-

0 <  s <klnM b > klnM
jgc następnie równość g(klnM) = b(klnM), otrzymujemy max|g(0), h(klnM)j=
> g(0), więc:

Re(o2k+l"ck+l+oiok+l)^ ł (1"M~k) [1+2ot-3M“k - |(l-M"k)J. (2.29)

Łatwym rachunkiem sprawdzamy, że funkcja (2.28) realizuje znak równości 
w (2.29).
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T7TRozpatrzmy jeszcze przypadek iii = e‘

T w i e r d z e n i e  o
2

Jeżeli k >  2 oraz K = eK 1 , to:

P.e(o2<+1 - c^+1 + ccck+1) <

¿(1 - s k" ), jeżeli cc ś 0,

<  < s(s0), jeżeli 0 < ot < ¿tittU + 2Â --.U . , (2.30)

¿(1-e ^ )  [l+2<*-3e ^  - |u-e ^ T)],

21: " 3  4 k
/ \ 2 / S0 .-I"! > cC 2Cfc<3 1 /1 „ iC“l ̂ / o o i >fi(eo) = E (e -e ) - T + rr(l - e ), (2.31;

a s jest pierwiastkiem równania:O

2k
=2i*=ll 8 e~s + e“B + 2%=ii l ¿-1 _ * = 0. (2.32)

Znaki równości zachodzą w pierwszym i trzecim przypadku odpowiednio dla 
funkcji (2.12) i (2.28), zaś w drugim przypadku dla funkcji i'®Sk(M)

przyporządkowanej według twierdzenia Łownera funkcji k*(t) = elvi(t), 
gdzie Q*(t) spełnia równanie (1.7), gdy s = sQ.

D o w ó d
Zauważmy, że obecnie funkcja h(s) jest postaci:

-S “ T-̂ T
b(s) = + ¿(1 - e C T ), (2.33)

g(s) postaci (2.2) oraz, wobec (2.9) i (2.10),
2k

;(0) . ¿i|±n + ¿ i — _ oCi u ( ^  = - * ,

UiiiU - u'(s) = e s(s - ffcj).
(2.34)
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V Î ^ j )  = V ( oo ) =  - ot, v ( s )  = - et W  <  > 0 0  ) • ( 2 . 3 5 )

Jeżeli ccéO, wówczas, wobec (2.34), u(0) > u(jprr) 3=0» u((s)<0,

3tąd u(s);»0 i jednocześnie ¿(slJO dla se<0, §“£>< więc

max g(8
0 ś s i R

2k  £k
) = = k-t 8 “ e k_ (2.36)

Funkcja h(s), wobec (2.33), jest funkcja rosnącą, więc

łk
max h(s) = h(oo) = r:(l - e K” ). (2.37)

0 - ,  2 k

Porównując teraz (2.36) z (2.37) otrzymujemy:

max/ max g(s), max \ h(s) = h(°°) = r(l - e k ).
o 46^  s s f=T

_ 2k
Jeżeli 0 < ot < + 2(K~jQ e , to na podstawie (2.34)Tc ~ k

u(0)>0, 1 u'(a)śO, więc wobec (2.7) równanie (2.37)

2 k
8 e-s + 2(k-+ll e-s + e 7=1 - Ot = 0

ma w przedziale <0, >  jeden pierwiastek sQ i u(s)>0 dla s<s0
oraz u(s)<0 dla s>sQ. Satem g'(s)>0 dla s<sQ g'(s0) = 0, 
g'(s)<0 dla s>sQ, więc:

2k-2
max g(s) = 2^^,-0 jj[i+BQ)e 0 - e ^ J + ff**[(l+s0)e ° “

(2.3 6)
o à s é f è x

2k _ 4k
- e - |(l+2s0)e“23o + ¿(1 + e ^  ) ,
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stąd i wobec (2.37) przy s = sQ otrzymamy:

2k 2 2
7=1, -2/ % , \ 2/ o k~i\ <* 2<*e l/i _ k-l\max g(s)=g(s0)= ^(e -e ) - + k-l““  + E (1 e

o ś e ś F !  (2.39)

Z (2.33) wynika, że h'(s) = <Q d^a c<> 0» więc

_  2k _ ^
h(s) = h(§“j) = e “ ct+ ^(1-e k-l). (2.40)max

8 >  l=T

Ponieważ g(|^[) = h(§“£)» t0

max |g(sQ), h (f=r)} = S(s0) .

gdzie g(sQ) jest równe prawej stronie (2.38) bądź (2.39)»
_ 2k

jeżeli e k"^i <*, wówczas z (2.34) i (2.35) wynika,

że g' (s) <  0 dla se<0, §rj> i h'(s)<0 dla se^f^j, 00 ), wobec tego

_ 2k 2k _ 2k
max = g(O) = ^"(1 “ e k ) Pl+2cC- 3 e ^“1 - ^(1 ~ e )J >

0Ś 8 < f^T

max h(s) = h (frx) = S(fry) >
8̂
skąd wynika, że

_ 2k _ 2k _ 2k
max {g(0), h(|^j)} = g(0) = £(1 - e S=I)[l+2*-3 e ”  - f(l-e ,

co kończy dowód twierdzenia.
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MAKCJMyM «yh.vJsCHA.iA Re (°2’-+i-c^+i+ aC0’tc+1 KJIAGCB OrPAHNHSHHhlX, k-CHM- 
ME'i'PifCiuA / OaHOJWOTHAa ti'Hii Ufl J APiTE 1 1

P e 3 10 14 e
jjjIH npOHSB'JJIbHOl! $yHXUHH

f(z) = z + V o  w  znk+1GSk(M), k>2, ,
B=1 6

nonyvena motoaom napaMeTpavecKHX npencTaajieHHl! K. JleBHepa h c noMontb» xeo- 
peiiu i K3 [3], To^Haa oneHK.a fyHKjy.OKajia Re(c2k+1 —ck+1 "H3tck+1 ̂
B BHje: ^
a. eciiH 1 < A -ć e ‘ , to

Re(°2k+1 _ ck+1 + Ctck+1 ̂ ś

' 1(1 - K“2k), <* 6 0 >

_£lau-------- + i(i - M-2k)
2[2-(k-l)lnM]

<  \  jwm 0 < ot < 2M“k[2-(k-1 )lnll] ,
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i ( " 1 - *'k >2 ■ 2 i ^ r r  + + - M " 2 k )

2MlTk[2-(k-l)lnM] < oC ̂  2^ ±1-̂  + 2%~--̂  M_k . 

£(1 - M“k) [1+2 -3K_1C - |(1 ~ M-k)]

oc>2 % t j Q  + Sitelljf*.v. k k

2Ib. M = ek—1 xo

Re ĉ2k+1 “ ck+1 +oCCk+1^ 6

.  _  Jtk
£(1 _ 9 k_1) a-iH oc ¿0,

. I l L i  * 2 2oCe_S° . 1 /■< . " S i .
| (8 3o _ e S=T) - 2 T F T J  ^ H ^ T “  + E (1 " 6 }

J 2k_ , . - 1 (k+1) . 2(k-0 S=TAJia 0 <  oe <  * ‘ + ^ 8 *

2k _ 2k_ _ 2k_
£(1 - e k-1)[l+2c*-3e - | d " 8 C"1)]

2k
^ JVM 2£k+U, + 2ik--1i  e" k_1 ,

r;se 8 - KopeHb yoauneHHHo
2k

2 ( k - 1 ) - s  2 (k + 1 ) _ - s  2 ( k - l )  . " F T “ _- ■ * a e + e + T  8 cc = u.

MAXIMUM OP THE FUNCTIONAL R0(c2k+l“ck+1+'iCk+1 ̂ IN THE CLASS 0F UNIVALENT 
FUNCTIONS, k-SYMETRICAL AND BOUNDED IN THE UNIT CIRCLE

S u m m a r y
For the optimal function

f(z) = z + J  cnk+1 znk+16Sk (M), k>2, 
n=1
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it was obtained for the functional Re (c2ic+l“ck+1+<*cki-1 ̂ the follwinG 
sharp estimations

2
a) If 1 < U < e ^  , then 

Re(c2k+1 " ck+1 + cC0k+1 ̂ ^

' ¿(1 - *"2k) 

for ot < 0,

,2 isM + 1(1 - M_2k)
2[2-(k-1 )ln!.l] K

for 0 < <* < 2M-k[2-(k-l)lnM] j

<
2/ °1 T.*k\^ ^  . 2cce . — fi M "2 k >4 (e - M ) - ’̂Ck-TT + k-1 + k }

for 2M“k[2-(k-l)lnM] <<* Ś 2 + 2^ ~ '̂  M-k,

¿(l-irk )[l+2dl-3 M-k - |(1-W“lC)]

. _ 2(k+1) . 2(k-1) ,.,-k V for oc > 1 *g + V  “*
2TrTT

b) I f  K = e , then

Re(c2k+1 “ ° L l +otCk+i)^
_ 4k 

i(1 - e ^

for oe^O,
2k ~ —a 4k

?, “sn _ k-i\2 *  2cte _ 0 1 (1 —  k - 1 l
P e ~ e } “ 2TFT7 i^T k( J

2k
for ¿ %± i l + ¿ i f = n  o' ^  ,

— i~:'~ — ^  — 2k.
i ( 1 - e  k ” 1 ) fl+2oc-3 e k_1 -  £ ( 1 - e  k_1 j ]

K 21c

.. 2(k+l3 . 2 (k-1) F T^ for !c — k
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»/here sQ is the root of the equations

2k
. 2(k-1) s e-B + 2ik+l2 e-B + 2ikzll e" 7=T _ x m o.

k


