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MAKSIMUM FUNKCJIONALU Re(c2k+l ™ °k+l + “““k+1~ W KLASIS FUNKCJI
JBDNOLISTNYCH k-SYMETRYCZNYCH I OGRANICZONYCH W KOLE JEDNOSTKOWYM 1

Streazczenie. Dla dowolnej funkcji
2
f(z) = z + X] cnk+l znk+16 Sk (M), k » 2, lc M< el

metami§ Lownera oraz za pomoca twierdzenia 1, udowodnionego w pra-
cy §3]- otrayhano dla funkcjonatu

Re(c2cHi - ck+l + <ck+.D nastepujace oszacowanie:
2
a) gdy 1< M~ ek‘1, to

Re(c2k+l “ °k+l + *°k+1N AN

c@ - M2k)
dla olso,
—cFIFlii +1(1 - M-2k)

2[2-(k-1DInMj K
dla o0 <c( § 2M“k[2-(k-1)InM,]

N~ N 2, “B1 ,.-k2 o2 oe 81 .1 ,,—2kN
E( -M ) " 27E=T7 +T=T~ +S(M 3}

dla 2 M~k [2-(k-1)Inu] <<*< 2FFi.U + Mk
c(I-M=-K)[1+a*-3 M“k - F(L - M“k)]

dla 1Un+3J + 2C"~0 u“k N &

Wykazano rowniez, ze uzyskane nieréwnosci sg dokdadne oraz podane
zostaty wszystkie funkcje ekstremalne.
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2
b) gdy M = ek*“1, to

Re(c2k+1 " Ck+1 +ick+1}*

4k
11 -e *-7)

dla o,
- ? ~ -
2, -so 9!152 <ok . 20Ce an 1/~ . F-I\
f(e - a ) --~rn +—- E=r + s((1-e }
2k

dla o< @ < +n + ¢;ijegii e*“ S=T ,

2k _ 2k _ 2k .
.(1-e [1+20e- 3e - §(1-e )] |

2k

dla 2ikeEQ + 2 ~ e« < @

gdzie sO0 jest pierwiastkiem réwnania

_iig Il 8eB+2iAI8b+2x & ET.q,,0.

1. Niech bedzie klasa funkcji postaci
f(2) = z+ck+l zk+1 + c2k+1l z2k+1l + ————- k-1,2,-————- (1.1

jednolistnych i k-symetrycznych w kole {|z] < I}, spedniajacych warunek
1F(2)|<M, >1.

Zauwazmy, ze dotad znane byto tylko oszacowanie funkcjonatu Re(Cj -
- c|] + otc2) w klasach funkcji S i S(M) przy O0 < ot < 4, przy czym w do-
wodach stosowane bydy rézne metody. 1 tak, J.A. Jenkins £1j pierwszy po-
dat oszacowanie tego funkcjonatu w klasie S, korzystajgc z ogdélnego twier-
dzenia o wspotczynnikach, za$ D.W. De Tempie £4] podat oszacowanie w kla-
sie S(M), korzystajac z metody wariacyjnej. Metode parametrycznych przed-
stawien Lownera pierwszy zastosowat G.B. teeman [jf] dla funkcji nalezacych
do klasy S, a pézniej D.W. De Tempie i J.A. Jenkins [5] uzyskali oszaco-
wanie tego funkcjonatu w klasie S(M) dla 0 < « 4.

W niniejszej pracy roéowniez przy uzyciu metody léwnera, zostanie podany
dowdd ostrego oszacowania funkcjonatu Re<°2I»1-0k+1+%0k+1) W KklI8Sie
Sk (W), lecz juz dla -00< «c<+00 -
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Wspotczynniki c2k+1, ck+l Ffunkcji (1.1) wyrazaja sie wzorami:

T
ck™M = — kJ a * k(t)dt t T - kin M t
0
@-2)
W i - ¥ «bh.i-1

w ktéorych k(t) = el Q(t)” gdzie Q(t)~ jest funkcjag rzeczywistg przedzia-
+ami ciagta w przedziale <0,T> -
Pot6zmy ck+l = ak+l i bk+1, c2k+l = a2k+1l + i b2k+1.

X = ak+1l> Y = Re(c2k+1l - c2+1 + <ck+1)>

Wéwczas ze wzordéw (1.2) otrzymujemy:

kInM

RinM
= -8 f e~cos Q(bt)dt, bk+l = - | j1 e sinQ(t)dt
0 0
1 .3
KkInM
{
X = ak+l
%
kInM
Y = M (X2-bk+1)tatx- | J e""2tcos2Q(t)dt+ | (1-M 2k)
0

W dalszym ciagu bedziemy korzystali z tw. 1, udowodnionego wjpracy [3]-

W mysl tego twierdzenia w klasie Sk (M) maksymalna wartos¢ Y(X) przy usta-
lonym X z przedziatu <- §(1-M“k), F(1-M_k)> wyraza sie parametrycznie
réwnosciami :

i X =1 [(Hs)e™a - M k] A A

Y(X) X2 +<*X - | (1+2s8)e-2s + ~N(1+M-2Kk),

jezeli 0~ s < kinM,
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+ X =2 e"3 InM,
()

Y(X) =~ X2 + <X - 4 0~2s InM + | (1-M~2K),

jezeli s 5=kInM, gdzie a zalezy tylko od X.

Réwnosci (1.5) sa osiaggniete tylko dla funkcji:
R fe"3 , 0N t< s
+ a coeQ(t) = J a7
[e™t , s < t * kiInM,

a rownosci (1.6) tylko dSft funkcji:
+ e-t cosQ(t) w e s, s » kiInM @a.8)
2
2. Obecnie wyznaczymy max_  Re(°2k+1l *“ ck+l + ~k+1
feSk (i)

2
dla kazdej ustalonej wartosci l1l<aM< 1 -ao<<*<°°+ o

Wystarczy w tym celu rozpatrywaé¢ X = ag+’\ tylko z przedziatu

<0, £(1-M**ky> , poniewaz na podstawie (1.5) i (1.6) maksimum to nie za-
lezy od znaku X, a tylko od znaku iloczynu ot-X, gdy @ rozwaza sie w cakym
przedziale (-°°, +<»).

Tak wiec

max Re(cpv.., - 02 , + <. ,) = max 2 R Y(X). .1
F6Sk (M) 2k+1 k+1 k+1 Xe<0,£(1-M k)>

Jezeli teraz wyrugujemy X =z (1.5) i (1.6), a nastepnie potozymy:

g(s) = Y(s) = [(1+s)e"s-M"K] 2 + §«j(l1+s)e“3 - M-Kk] -

- | (1+2s)e"2s + i(1+M“2k) , 2.2)
gdy 0 & s < kInM, oraz
h(s) = Y(s) = 2e~2BInM[(k-D)InM-2]+2rfe“3InM + | (I1-M~2k), 2.3)

gdy S KkInM,
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to wobec (2.1)

max = max/ max g(s) ; max b(s)| (2.4

feSkM 2k+1 k+1  k+1 lo < s « kKInM e » Kintl/
Pochodne funkcji g(s) i1 h(s) wyrazaja sie:

g"(s) » | ae~s u(s) , 0é s $ KkInM, (2.5)

b*(s) m 2 e-s InM. v(a), s »klInM, (2.6)
gdzie

u(s) = - s e~s + 2FffiN e-~s+ M-k-<S O«s«klInM (2.7)

v(s) = 2 e“3 [2 - (k-DInli] -oc. s » kInM. (2.8)

Znaki funkcji u(s) i1 v(s) pokrywaja sie odpowiednio ze znakami pochod-
nych gl@) i h"(s), zas wartosci graniczne oraz pochodne u(s) i v(s)

sg postaci)

"u(0) = uk -<*, nM) = 2M"k[2-(k-DInNM] -
2.9)

u"(s) a 2151 e~s (s - 1)), 0< a< kinMm,

v(kInM) = 2 M"K[2 - (k-D)InU]-at, v(°=) = - &,

¢ -10)

{v'(s) a - 2 e“s [2 - (k-DInw]<0, s » kInM.

Twierdzenie 1

Jezeli k»2, 1< M<ek-1, ot$ 0, to dla dowolnej funkcji FfeSkM)

zachodzi oszacowanie:

Relcok+l * ck+l + Ak+P & "M 2K)" @.11)

Oszacowanie to jest doktadne, przy czym znak réwnosci realizuje funkcja:

sili ¢ 12)
a - 2k.—IaE a - zgl%)”c‘
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Dowo&d
2
I ASJTIT ] : . 2k

Poniewaz warunek M~e jest réwnowazny warunkowi kInM < ,
wobec (2.9) u"(s) < 0 dla se<0,kInM> oraz u(0) >u(kinv) > 0O,
wiec u(s) > Odla s e <0,kInM>.
Oznacza to, ze g"() >0 dla ss<0, kInM> i

max g(s) = gkintl) = — 21 ~kInM [2- (3-1)Ind] + 2k InM+™ (1-I).
°$3SkM C.13)

Z drugiej strony, na podstawie (2.10) stwierdzamy, ze v (s)< 0 dla
se<kInM, +°0), wv(kInM) >v [|»)S0, czyli v(s)>0 dla se<kiInM, +),
Zatem b" (s)>0 dla sf£ <kInM, +°0) i

max h(s) = h(°0) =1 (- 2k). Q.15
s» kInM

Poréwnujac teraz (2.13) z (2.14) katwo zauwazy¢, zeh (o) >g(kInM). wiec
max {g(kInH), b(co)j = b(°0) = ~(1-M 2k),

skad juz wynika nieréwnos¢ (2.11) twierdzenia. Prostym rachunkiem spraw-
dzamy, ze funkcja (2.12) realizuje znak réwnosci w (2.11).

Twierdzenie?2
2

Jezeli k3=2, I<M<en~* 1 O0< as$ 2M-k [2-(k-DInM], to dla duwol-
nej funkcji FE£SkM) zachodzi oszacowanie.

Re(C o |~ R+1 " s1 X — 2[F20R 131Ny T T(I-M72K. @B

Oszacowanie to jest dokkadne. Znak réwnosci realizuje funkcja feSk W,
przyporzadkowana takiej funkcji k*(t) = e” , dla ktorej Q (© spek-
nia zwigzek:

et €05 QD) = S i

Dowod
Ha podstawie (2.9) stwierdzamy, ze

@B)<0 dla 3g<0, kInM>, u@>ukInM)50, wiec u(s)s*o dla
se<0,kInM> i rowniez g"(s)>0 dla se <0, kInM> , zatem
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max g(s) = g(kInM) = - 2M~2kInM[2-(k-1)InM]+20tM_kInM+ | (x-M_2k).
Oisi kinM

Azeby wyznaczyé max b(s), rozwazmy dwa przypadki:
s 3=kInM

1° niech 0 ™ << 2 M~k[2-(k-1)InH], wowczas wobec (2.10) v(kInH)>0,
v(o0)< O oraz v-©(s)”~0dla se”~kInM, «), wiec z ciggtosci Funkcji

v(s) wynika, ze réwnanie

2 e~s[2 - (k-IDInM] -oc- O 2.17)

ma w przedziale (kInM,00) doktadnie jeden pierwiastek sQ i

s =-In-r -
0 2[2-(k-DInv]

- .18)
Poniewaz h,(s)>0 dla s<sQ,h,(sQ) = 0, hf(s)<0 dla s>s0,
to

et InM 4 o
max h(s) = h(sn) = - -  + #(1-M KkK)- (2-19)
s»klnM 2[2-(k-1)InMJ
Zauwazmy, ze dla s = kInM, g(kInM) = h(kInM), wobec czego h(sQ)>g(kInM)
i max {g(kInM, b(sQ)} = h(eQ). wiec

Re(Cp. cw-i+*ck+1"~ — iBit— — +:,(1-M 2k). 2.20
- + K+l 2[2-Ck-1) InM] (¢ > @-20)

2° Jezeli e =2 M~k[2 - (k-DInM], wbwczas z (2.6) wynika, ze
b* (s)< 0 w < kInM, °<), wiec max h(s) =h(kInM).
s3:kInM
Z drugiej strony, jezeli ot—*2 Mk[2 - (k-D)InMj, to wobec (2.18) i (2.19)
sqg— kInM, zas h(sQ)-»- h(kInM). Poniewaz g(kInM) = h(kInM), wiec dla
ots 2 M“k[2 - (k-D)InM]

max g(s) = max h(s) = b(kInM), co oznacza ze nieréwnos¢ (2.20)
0$ss$ kiInM s 3-kInM

zachodzi roéwniez w tym przypadku.
Musimy jeszcze wykaza¢, ze oszacowanie (2.15) jest doktadne. Istotne, je-

zeli w miejsce s wstawimy do (1.8) sQ dane wzorem (2.18), a nastepnie
obliczymy Re~°2k+1“°t+x+atcic+ti’™» t0 otrzymamy prawg strone (2.15). Oznacza
to, ze istnieje taka funkcja Q*(t), spei#niajaca réwnanie (1.8), o6la kto-
rej zachodzi roéwnos¢ w (2.15). Z drugiej strony wobec twierdzenia Lownera
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istnieje w klasie S . (U) funkcja f*(z) przyporzadkowana funkcji
k () = e H v , ktéora dla maksimum rozwazanego funkcjonatu jest funkcja

ekstremalng.
Twierdzenie 3
2
Jezeli k>2 , 1<M<e,lsT oraz 2 M_k[2 - (k-D)InM]"<¢E$2XFFid +
+ 2 t0 dowolnej funkcji FfeS~M) zachodzi oszacowanie.
Rfl(c2k+i-ck+i+- k+i Vi <e"8l -M“k)2 - +

@-21)

gdzie s jest pierwiastkiem roéwnania
2N -1) s e-8 + a-s + ,.rk - «C= 0. .22)

Oszacowanie to jest doktadne.

Znak roéwnosci realizuje funkcja f*6Sk (M) przyporzadkowana, w mysl twier-
dzenia Lownera, takiej funkcji k*(T) = e~ (©), dla ktéorej Q*(t) speknia

réwnanie:

(2.23)

s sf*< t sS KkInM.

Dowéd

Opierajac sie na zwigzkach (2.9) #atwo zauwazy¢, ze u(0)>0,
uJkInfcOM0 1 u"(s)<0 dla se<0,kInM>. Poniewaz funkcja u(s) okres-
lona przez (2.7), jest funkcjag ciagla w <0,kInM>, to réwnanie

- s e“8 + e-s + M_k - <=0 2.24)

ma w przedziale <O0,kInM> dokdtadnie jeden pierwiastek s~.
Z réwnosci znakéw u(s) i1 g"(s) wynika, ze g"(s)>0 dla s< s
g"(s™) =0, g"(s)<0 dla s> slt co oznacza, zo g(s) posiada w punkcie

maksimum i
*g 2

max g(s) =g(.) =21~ RI+s,)e 1 - M-kl + §<*. (2.25)
Ofis"™kInM 1 (lli “
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. [(1+s-"e SI - M-K] - |(%-k2sl)e 2>1 + £(1+M_2Kk). (2.25)

Po uwzglednieniu na s warunku (2.24) otrzymujemy:

“8 2 2
O’\sml‘akilnli = g(s—{) = E(e 1 -Hk) - >Yk-1) + AT|<T>I" + i’\k—M 2 (2,26)

Z warunkéw (2.10) wynika, ze v(s)<0 dla se<klInM, °°), wiec roéwniez

h®(s)<:0 dla seCklInM, oo), zatem max h(s) = h(kInM).
s sskinM

Poniewaz g(kInM » h(kInM), to, wobec (2.26), mai -[g(s®), h(klnu}= gia®),
akad juz wynika nierownos¢ (2.21) twierdzenia.

Do wykazania ostrosci oszacowania (2.21) wystarczy wstawi¢ do prawej stro-
ny (1*7) s™ w miejsce s i powtdrzy¢ rozumowanie przedstawione w tw. 2.

Twierdzenie 4
2
Jezeli ks»2, 1< MN e N i M~k<<*. to dla dowol-

nej funkcji F 6 Sj”M) zachodzi oszacowanie:

Re (c2k+1"°k+1"Kick+ 1)~ ¥ (1_M"k:)CL+2<* ™ 3M"k “ 2.27)

Oszacowanie to jest doktadne, przy czym znak réwnosci realizuje funkcja:

tizl . (2.23)

Dowod

Poniewaz, wobec (2.9) i (2.10), u(0)$0, uikInl0O”™O, wu,(a)<:0 dla
se<0,kInM>, v(kInM)<0, v(o0)<0, v~(e)<O0 dla se<klnM,<=°) , to
réowniez g"(s)<0 dla se<0,kInM> oraz b"(s)<0 dla se<klInM, °0).

Zatem max g"e) = g(0) oraz max h(s) = h(kInM). Uwzglednia-
0< s<kInM b> kInM
jgc nastepnie roéwnos¢ g(kInM) = b(kInM), otrzymujemy max]|g(0), h(kInM)j=

> g(0), wiec:
Re (o2k+1""ck+l+oiok+1)™ + (1"M~k) [1+20t-3M“k - | (1-M"k)1 (2.29)

tatwym rachunkiem sprawdzamy, ze funkcja (2.28) realizuje znak réwnosci

w (2.29).
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Rozpatrzmy jeszcze przypadek i = et’T

Twierdzenie 0
2
Jezeli k> 2 oraz K=eK 1, to:

P.e(02<+1 - c™M+1 + oock+1) <

(1 - s k™ ), jezeli s 0,
< < s(s0), jezeli 0 < < jtittU + 24U . , .30

(e ~) [H23e~ - u-e ~ T,

4k
1

21: "3
ﬁ/(eo} = E/(e SO e My_ & 2@ T, ilrﬁ —e © 5. /(Q§I>

a sq jest pierwiastkiem rownania:

2k

=2i*=11 8 e~s + e“B + 2%=ii1 1 ¢-1 _* = O. (2:9

Znaki réwnosci zachodza w pierwszym i trzecim przypadku odpowiednio dla
funkcji (2.12) i (2.28), zas w drugim przypadku dla funkcji i1"®Sk (M)

przyporzadkowanej weddug twierdzenia townera funkcji k*(t) = elvi(D),
gdzie Q*(t) spelnia réwnanie (1.7), gdy s = sQ.

Dowod

Zauwazmy, ze obecnie funkcja h(s) jest postaci:

-S “ TAT
b(s) = +¢(1 -eCT), Q.3R)

g(s) postaci (2.2) oraz, wobec (2.9) 1 (2.10),
2k

;0 - ¢ilEn + ¢ - oci U(N = -*,

@.39)
uiiiu - u"(s) = e s(s - ffTy).
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VI~j) = V(oo) = - ot, v(s) = - e W < >00) - (2.35)

Jezeli ccéO, wéwczas, wobec (2.34), u(0) > u(@prm) 3=0» u(((s)<0,

3tad u(s);»0 1 jednoczesnie ¢(slJO dla se<0, 8“£>< wiec

2k £k
max g@) = = k-t 8 “ ek .36)

0S$siR
Funkcja h(s), wobec (2.33), jest funkcja rosnaca, wiec

1k
max h(s) = h(oo) = r:dl - e K7 ). .37

0-, 2k

Poréwnujac teraz (.36) z (2.37) otrzymujemy:

max/ max g(s), max \ h(s) =h(C°) =r(l - ek ).
o46" ssf=T

_ 2k
Jezeli 0 < &<  *t _2£<K~jQ e , to na podstawie (2.34)

u(0)>0, 1 u"(a)so, wiec wobec (2.7) réwnanie (2.37)

2k
8 e-s + 21l e-s + e 771 -x=0

ma w przedziale <O, > jeden pierwiastek sQ i1 u(s)>0 dla s<sO
oraz u(s)<0 dla s>sQ. Satem g"(s)>0 dla s<sQ g"(s0) =0,
g"(s)<0 dla s>sQ, wiec:

2k-2
max g(s) =22 ;0jj[i+Q)e 0 -e N J + A+s0)e ° “
oaséfex
@ -36)
2k 4k

- e S |(14250)e"230 + (L + e~ ),
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stad i1 wobec (2.37) przy s = sQ otrzymamy:

2k 2 2
/ % \ % K= <2 2<*e 1/i k-1\

max g(s)ozg(SO): ~(e °e il\) - + k-1 +E (Il e
osesF! (2.39)
Z (2.33) wynika, ze h"(s) = <Q dMa c< 0» wiec

_ 2k oA

max h(s) = h(g8“j) = e “ ct+ M(1-e k-1). (2.40)

8> I=T

Poniewaz g(J™"D = hE“E)» tO

max |g(sQ), h(f=r)} = S(s0)

gdzie g(sQ) Jjest réwne prawej stronie (2.38) badz (2.39)»
2k

jezeli e Kk"~N1 <, wowczas z (2-34) i (2-35) wynika,

ze 9" (s)<0 dla se<O, 8rj>i h"(s)<0 dla se~f?j, 00 ), wobec tego

_ 2k 2k _ 2k
max =g =21 “ ek )PI+2cC- 3 e ™1 -1 ~ e )J >

Osg< T

max h(s) = h(frx) = S(fry) >

a

skad wynika, ze

_ 2k _ 2k _ 2k
max {g(0), h{1™J)} = 9g(@) =£1 - e S=D)[I+2*-3 e ” - F(l-e

co konczy dowdd twierdzenia.
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Pe30D4e

JiiH npOHSB" 010! $yHXUHH

f(2) =z+Vo w zk+lGSKQ), k>2, ,
B=1 6

nonyvena motoaom napaMeTpavecKHX npencTaajietHI! K. JleBHepa h ¢ noMonti» xeo-
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Summary
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»/here sQ is the root of the equations
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