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MAKSIMUM FUNKCJONAŁU Re(c2k+1 - c^+1 + <*=k+i ) W KLASIE FUNKCJI JBDNO- 
LISTBYCH k-SYMETRY CZNY CH I O GRABI G Z ONY CH '.V KOLE JEDNOSTKOWYM II

Streszczenie. Dla dowolnej funkcji
2

JĆ=Ti (z) = z + cnk+1 znk+1 6Sk(M), k5*2, M >e
n**1

o
otrzymano dla funkcjonału Re(c2łc+1 “ C!C+1 + “'“k+l ̂ następujące
oszacowanie dokładne:

1. Re(c2k+l“0k+1+<*ck+1 2k)’ dla

2. Re(C2k+1 “°2+l +ceck+1 ̂ ̂

' i(1-M-2k), jeżeli (M, <*) & D1

v(1-lT2k), jeżeli (M, es) 6 D2

2, -S1 ,.-k>2 <*2 2oCe 31 . i,, »,-2ks
k<e 5 - 2TF T y + — x = r  + k(1_M }

jeżeli (M, ot) 6 Dj , 

gdzie zbiory D1, Dg, Dj zostały określone na str. 5*

¡¿(IM-2*), jeżeli (li, <*) e A 1 

3- Re(c2k+i-ck+i+<*ck+1) ̂  / g(s0), jeżeli (li, os ) 6 Ag

g(sQ), jeżeli (11, <*) 6 Aj

gdzie:

, * 2, ~so ,.-k\ <* . 2oCe 0 . 1/„ „-2k%g(80) = E (e - M  ) - 2TFT7 + T ^ T ”  + k(1-M

, Ag, Aj określone na str. 10.
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4. «e(c2lc+1 -ok+1 +<*ck+1) (

'2 , _3o ,.-k< * 2oce 1 /, ,,-2kxE (e -M ) - srk-T T + ' Y-T" + E (1-M }

dla o < <* <■ 2-̂ +-1-̂ + 2.(K"-D  M“k ,

l(1-;.-k)[l+2<*-3 M“k - |(1-M“K)]

dla + ZUtfLyr* ,

gdzis s0 jest pierwiastkiem równania 

_ 2 (k-.Q g 0-8 + iik+n e-S + ¿ik^ll u-k _ ̂  = 0i
K iC K

1. W niniejszej pracy skorzystamy z tw. 1 [i] oraz z niektórych wyni
ków uzyskanych w pracy [2]. używając jednocześnie tych samych oznaczeń.
Przeto niech Sk(Łl) oznacza klasę funkcji

f(z) = z + c k+1 _2k+1 ^
k+1 + c2k+1 (1 . 1 )

jednolistnych k-symetrycznych spełniających w kole ||z| < 1 } warunek 
jfiz)!^«:, M = const. >  1.

Ze znanego równania Lównera dla funkcji f6Sk(M) otrzymujemy dla 
Re(ck+i) = ak+1, im(ck+1) = bk+1, Re(c2k+1 = a2k+1 następujące przedsta
wienie :

k+1

klnt! K.J.UU1
= - £ J” e-tcosy(t)dt, bk+1 = “ § J1 6 tsinQ(t)dt,

0

klnM
J
0

( 1* 2 )

k+1 / „ 2
klnll
I
0

<ak+1 - bk+ 1} " I J  e"2t cos 2 g(t)dt,

gdzie Q(t) jest funkcją rzeczywistą i przedziałami ciągłą. 
Korzystając ze wzorów (1.2) możemy przedstawić

Y - Re(°2k+1 ~ °k+1 + Ctck+1 ̂
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w postaci

klnM
= ^ l ( X 2-b^+1 )+dSC -  £  J  e_ 2 tcos2g (t)d t  + i ( i - i f 2k) . ( 1 .3 )

Jeżeli oznaczymy przez Y(X) największą wartość Y przy ustalonym X 
z przedziału < -  ^ (1 —M ), £ ( 1 -¡¿“k)> , to w myśl tw. 1 [i] otrzymamy
dla Y(X) następujące piz odstawienie parametrycznej

i  X = |  [ (1- s ) e " s -  M_k] ,
(1.4)

_Y(X) » ̂  X2 + oCX - |(1+2s)e“2s + i(1+M-2k),

jeżeli O ś  8 ź klnM,

!

+ X = 2 e~alnM 

Y(X) » X2 + oCX - 4 e"2s lnM + ^(1-M_2k),
(1.5)

jeżeli s Ss klnM, gdzie s zależy tylko od X. 
Równości (1.4) są osiągnięte tylko dla funkcji:

e-t cosQ(t)
0 t < s,

e_t , s ^ t < klnM,
(1.6 )

zaś równości (1 *5 ) tylko dla funkcji:

e_t cosQ(t) = e“s , s 3* klnM. (1.7)
2Celem pracy jest wyznaczenie max Re(c9... - c. . + <*c. -) dla każdej

fesjM) K+1 K+1
2 krrrustalonej wartości M>e i - oo <«(<+«>.

2
Zauważmy, że przy poszukiwaniu max Re(°2k+1 “ ck+1 + Ctck+1 ̂ wystarczyf£Sk(M)
rozpatrywać X tylko z przedziału <0, ¿(1-M-k))>, ponieważ wobec
(1.4) i (1.5) maksimum to zależy tylko od znaku iloczynu oc • X, pod wa
runkiem, że oc jest rozpatrywane w całym przedziale (-<», +°o).
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Tak więc

max Re(c5V .,-c^ ,1 +occ. .) = max Y(X). (1*8)
fesk(M) 2k+1 k+1 k+1 X & < 0 Ą ^ ) >

Po wyrugowaniu X z (1.4) i (1-5) otrzymujemy:

g(s) = Y ( b )  = 2^ 1-̂ [(1+s)e"B-U“ k] 2 + |oc[(l-s)e“s-M“k] -

- f(1+2s)e"2s + ¿(1 +lT2k), (1*9)

jeżeli 0 á a <- klnM,

b(s) = Y(s) = 2e“2s lntl [(k-1)lnM-2] + 2<*e"slnM + ̂ (1-U_2k), (1.10)

jeżeli s 5* klnM.
Pochodne funkcji g(s) i h(s) wyrażają się:

g'(s) = | 8 e“s u(s) , 0 < s  < klnll, (1.11)

ta' (a) = 2e-slnM v ( b )  , s S klnM, (1*12)
gdzie:

u(s) = - ¿Lí£=l2 a e"s + iifetll e- 3 + 2^ ~ ^  M“k - <*, 0ś8 éklnM
K (1*13)

7 (a) = 2 e"s [2 - (k-1)lnM] - <* , s^klnM. (1.14)

Wartości graniczne i pochodne funkcji u(s) i v(s) mają postać:

u(0) = M~k-oC, u (klnM) = 2M_k[2-(k-1 )lnM] - cC
(1.15)

u' (b) = 2 e“s(s - f^) , 0 é a <; klnM,

2kprzy czym klnM > ęjrf

f v (klnM) = 2M“k[2-(k-l)lnM] - ot, v(<») = - et
J (1.16)
\v (s) = 2 e“s [(k-1(lnM-2] , s 3* klnM.
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2. Z (1.8), (1.9) i (1.10) wynika, że

max Re(c9j,-c? .+«cv ) = max fmax g(s) , max h(s)\ . (2.1)
feSk(M) K+1 <c+1 lOśskklnM s»klnMJ

T w i e r d z e n i e  1
2 _ 2k

Jeżeli k>2, M • ek“ 1 oraz ces; .2.C^,0 _ e *^1), to dla dowol
nej funkcji f 6 Sk(M) zachodzi oszacowanie ostre.

Re<°2k- 1 - ck+ 1 + <*°k+1 ^  (2.2)

przy czym znak równości realizuje funkcja: 

f (z) z— — — ■a—*— —  a ■ ■■■■■■ *

(, . „.,2k /
M

D o w ó d

Ponieważ 6  klnM, to z (1.15) wynika, że u'(s)< 0 dla scj-rp
u' (j“y) = 0, u' (s) >  0 dla s:>prf» 00 oznacza» ze funkcja u(s) ma
w przedziale < 0,klnM> minimum i

2k
umin = U# T >  = (M_k “ e" ̂  -*•

_ 2k
Jeżeli zatem ot 6 (Łl~k - e k”1), to z (1.15) wynika, że

2k
u(0) >  u(klnK) >  źJ[k^U(M-k _ e 5? o,

stąd i wobec (1.11) g'(s)>0 w <0,klnM>, więc

max g(s) = g(klnM)=2M"2klnMr(k-1)lnM-2l+2oCM-klnM+ rr(1»M“2k). (2.4) 
06 s<klnM L K
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2
Z warunku oraz (1.16) wynika, że v'(s)>0 w <klnM, + oo ).

_ 2k
Nadto dla dłś 2.C|-~ll(M~k - e wobec (1.15) i (1.16) v(oo)>v(klnM) =
= u(klnM) ̂ 0, więc h'(s)>0 w <  klnM, + °°), zatem

max b(s) = h(°°) = r(1-M 2). 
s » klnM

Zauważmy następnie, że h(klnM) = g(klnM), więc w myśl (2.1)

max Re(c2k+i - c2+1 + <i . ok+1) = h(~) = ¿O-M"2“), 
r 6 S^tMJ

a stąd wynika już nierówność (2.2 ) twierdzenia.
Prostym rachunkiem sprawdzamy, że funkcja (2.3) realizuje znak równości 
w (2.2 ).

Niech D.|, D2, D3 oznaczają następujące zbiory:

2 2k
D, = {(M,*).eF T ^ a 0, 2i|rH(M-^-e" ̂ )  <* 6 2M“k[>-(k-1 )lnll]}

D2 ={(M,ot):M0<M, 2A|=.li(M~k-e ^T)<*ii2e 1 -2^e 1 + ̂ ( e  1 -M_k)}

D3 =.{(M,ot):M0<M, 2e"Sl-2^e~28l+ ̂ -(e 8l-M~k)2< <*<2li“k[2-(k- 1 )lnll]}

gdzie s1 jest mniejszym pierwiastkiem równania:

_ 2,Qs.-_Q a e-s + 2ikiH e-s + likzli M-k _ * _ „f

i Mq spełnia równanie:

e 8-1 + M~k [(k-1 )lnM - £\ -Ye 1  + T “ (e 1 “ H”*) = °*

T w i e r d z e n i e  2
Dla każdej funkcji f(z) należącej do klasy Sk(M) ma miejsce nastę

pujące oszacowanie dokładne:
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Re(c2k+1-ck+1+oCck+1) ^  i

£(1-M~2k) j ̂8*> li (M,oc) 6 D1

¿(1-M“2k " (M,cc) e D2 (2.6)

g(s-|) " (M.t*) E D 31

gdzie g(s.,) = |(e 1 -M“k) - '¿' ( ^ - 1)' + 2C%-\ + 2k)*

Znaki równości realizuje w pierwszych dwóch przypadkach funkcja (2.3), 
zaś w trzecim przypadku funkcja f*(z) eS, (M), która na mocy twierdzenia 
Łownera jest przyporządkowana takiej funkcji k ( t ) = e w ' , dla której
Q*(t) spełnia związek:

e~“cosQ(t) =
0 < t < s. ,

s.j <  t sSklnM.
(2.7)

D o w ó d
Połóżmy

2k
a(k,M) = ■2 k̂-~-̂  (M-k - e ^rT), b(k,M) = 2lfk[2-(k-1 )lnli].

Y/ówczas dla każdej wartości a (k,M) < b (k,M) wobec (1.15)
u(0 ) >  u(klnM) > 0  oraz funkcja u(s) posiada w przedziale < 0, klnm>
minimum i

_ 2i£
umin “ “< & >  = ~ e" E=T) “ * < 0*

Stąd i wobec (1.13) wynika, że równanie

. g e-s + iiklll e -8 + ZjjgUi u~k - «  = 0 (2.8)

posiada w < 0,klnH> dwa pierwiastki s1 <  Sg.
Ze względu na to, że u(s) i g f(s) mają w <0,klnM> takie same znaki, 
więc

g 1 (s) > 0 dla s<s1, g'(s1 ) = 0, g'(s) < 0  dla s>s1f
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oraz

g'(s) >  0 dla Sp < s <■ klnM,

zatem

Oś s «klnM 

gdzie s

max g(s) = max{g(s1), g(klnil)} , (2.9)o <1 VI nTJ

g (S l )= 20 e lIr(l-H i1)e 3 l-a "k] 2 + §<*[(1+3, )e §(1 +28, )e 8l+ §(1 +lT
k

bądź po uwzględnieniu (2.8 ):

g(Sl) = |(e"Sl-a"k)2- ̂  e" S 1 + § £  e" 3 1 + ¿(1 -M"2k). (2.10 )

'2k)

Z drugiej strony ze związków (1.16) wynika, że v(°°) > v(klnM) > 0  oraz 
v'(s)>0, więc również b,(s) > 0  i

max b(s) = h(oo) = § ( 1 - li 2k). (2.1 1 )
s s klnM

Ponieważ g(klnM) = h(klnM) i ze względu na (2.1) wobec (2.9) i (2.11):

max Re(c-, .. - c2 + <«c. .,) = max (gis.) , h(°°)} . (2.1 2 )
f6Sk(M) 2k+1 K k

Zauważmy, że do wyznaczenia max (gis,), b(°°)} wystarczy określić w prze
dziale a(k,M) < ot <b(k,M) znak następującej funkcji kwadratowej:

<p(oC,M) = g(s,) - h(«>) = §(e 1 - M~k) - 2Yk„j J + §Tf e 1 . (2.13)

2
przy każdym ek“ 1 < M < °° i całkowitym k5=2.
Funkcja vi0*«11) ma dwa miejsca zerowe ^(k.M), <<2 (k,M), lecz tylko:

<*.,(k,M) = 2 e"81 - 2~\Je~2B/l + ^i(e'"Sl - u"k )2 « 0 .
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2

Nadto zauważmy, że gdy M rośnie od e do +°o, to

Ir 4.1 2kmaleje i < s1 < ,

(k,M) " od 0 do 2e 1

2k
a(k,M) " od 0 do - 2^~.1) 8 (2.14)
zas

3k-1
b(k,M) osiaga w M = e k ̂k“ ‘ ̂ minimum i b(k,e ~ ) = b(k, + ■») = 0

2
.S=T!

Aby określić znak funkcji <p(ot,M) wystarczy zbadać w zależności od M 
położenie jej miejsca zerowego (k,M) względem a(k,M) i b(k,M). 
Rozpatrzmy w tym celu kolejno dwie funkcje:

2k _ r ^ :  _g
A(k,M) = <*, (k,M)-a(k,M)=2|e Sl+ ^-(e ^  -M~k)-y e 1+ ^ ( e  1 -M-ic) ^

B(k,M)=oŁ, (k,M)-b(k,M)=2^e 1 +lTk( (k-1 )lnM-2)-]je 1+ ̂ -(a 1-M"k) J.

2 2 
Ponieważ przy M — *■ e wobec (2.13)» A(k,M) —>A(k,e ) = 0

oraz
_S1 - M-k

^  = 2(k-1)M' k - 1 1 - ■ ■ --—  >2(k-1)M'
f . ' 2’ v  i “ S 1 - k  2 (e -M k) J

-k- 1

e 1 - M~k 2 (k-1 )e 1 M~2k“ 1 >0,

więc

oĈ (k,M > a(k,M) dla M >  e
2

(2.15)
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Biorąc pod uwagę pochodna

§  = 2 (k- 1 )M""‘k- 1 e 1 - ŁTk + k(-lnli + )

2ęrrŁatwo zauważyć, że gdy M e  , to

d t t S M S j g S . a i f c . m f * - '  >o, >.< ai. i: » . 0 0 1 7  f(k,»)<o.

Oznaoza to, że dla pewnego Me(e 
maksimum»
Z drugiej strony wobec (2.13)

2
.E=T funkcja B(k,M) osiąga

2
B(k, e^“^) = 0 oraz przy M —>+=

B(k,M)-*-B(k, + °o) = 2 e ^  (1-^1+ < 0.

2
TĆ=TStąd wynika, że istnieje taka wartość MQ e (e , +»), dla ktćrej

B(k,MQ) = 0. Ponadto

2
.TE=Tr<*1 (k,M) >b(k,M) dla eK <  M < Mq, oraz (2.16)

(k,M) <  b(k,M) dla M > M 0 .

Z nierówności (2.15) i (2.16) wynika, że jeżeli 
2

< M ^ Mq, wówczas <p(c*,H) <  0 dla a(lc,M) < <* <b(k,M), jeżeli zaś 
U > M  , to <f(<*,M) < 0  dla a(k,M)<t* (k,M) oraz dla
ct̂ (k,M) <  <* < b(k,M).



Stąd i wobec (2.12) otrzymujemy?

r h(~), jeżeli (*,M)eD1 

Re(02k+l"°k+1+*“ k+1 ) - { h(oo) " < *’ M )eD 2
[g(Sl) " (<*,m)gd3 ,

co kończy dowód twierdzenia«
Oznaczmy dalej przez A.,, Ag, A 3 następujące zbiory:

2 —8 
A 1 = |(otfM):e^Tś M < M 1 ,2M_k[2-(k-l)lnM]<«ś2 e 0 -

Makalmum funkcjonału» • •    ____________________ 1Z2_

a 2

. 2̂ 9-28° + i-i(e-so Tyr*)2 },

|(<*,M):eF:T< M  < Mr 2e B° - ¿\[e 0 + ̂ ( e  ° “ M_k) < * <o| ,

A 3 = |(<*,M)łM>M1, 2M"k[2-(k-l)lnM] <ct^oj,

gdzie sQ jest pierwiastkiem równania

. 2i|=2i a e“ 3 + e" 9 + M~k - <* = O ,

oraz spełnia równanie:

I 2 a 2
e"S° + M-k [(k-1 )lnli-2] -^je~ 8° + ̂ ( e " * 0 - M'k) = 0 .

T w i e r d z e n i e  3
Dla dowolnej funkcji f klasy Sk(M) ma miejsce następujące oszacowa

nie dokładne:

¿(1 -lf2k), jeżeli (ce,M)6 A1f

4  | 8lSo>' 3 , 4 , 1 1 1“'“>6A2, <2-’7>
I g(a0), jeżeli (cc,M) e A y
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gdzie:

2 o “3.

Funkcją ekstremalną w pierwszym przypadku jest funkcja (2.3), zaś w dru
gim i trzecim przypadku funkcja f (z) 6 S^(M) przyporządkowana odpowied- 
niej funkcji k*(t) = elQ (t), gdzie Q*(t) spełnia równanie (1 .6 ) dla

D o w ó d
Z (1.15) wynika, że u(0)>0, u(klnM)<0 i funkcja u(s) posiada 

w <0,klnM> minimum mniejsze od zera.
Z ciągłości funkcji u(s) równanie

s e-e + a- 6 + u-k . <* = o

posiada w przedziale < 0,klnM> dokładnie jeden pierwiastek s .
Stąd i wobec (1.11) wynika, że g'(s) > 0  dla s < sQ, g'(s ) =. 0, 
g'(s) * : 0 dla s > sQ, zatem

O ^ k l n U  S(8) = S(8°)- (2*18)

Jeżeli <*<0, to z (1.16) wynika, że v(klnM)<0, v(oo)>0 i v'(s)>0, 
zatem Istnieje w < klnM, +») taka wartość s.,, dla której v(s.,) - 0. 
Wobec tego w myśl (1.12) funkcja h(s) posiada w punkcie s., minimum i 
dlatego

max h(s) = max •{ h (klnll), h(oo)} . (2.19)a > klnM

Gdy <* - 0, to wobec (1.12) i (1.14) h'(s)<0 dla s ^ klnJl, więc rów
ność (2.19) również zachodzi.
Z (2.18), (2.19) i wobec (2.1) otrzymujemy:

f6S“fi)Re(02k+l-ck+1 ^ k +l) = {«(■«). h(klnll), h(oo)} ,

a ponieważ h(klnM) = g(klnM), to

f  6 “^ M)Re(c2+r ck+1+ctek+l )  “ “a x {g(s0), h(oo)} . 

Dalej postępujemy już analogicznie do tw. 2.

(2 .2 0 )
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Aby znaleźć max {g(s0), b(=o)} wystarczy określić w przedziale 
2 M“k[2-(k-1 )lnM] ot i 0 znak funkcji kwadratowej <p(ot,M) = s (bq) - h(°o)

dla każdego M >ek_1. Podobnie jak w tw. 2 rozpatrujemy w tym celu funk
cję B(k,M) = <*., (k,M)-b(k,M), 
gdzie:

<*1 (k,U) = 2e 3° - 2~\Je~^S°+ ̂ ( e  S°-M"k)2, b(k,M)=2li"k[2-(k- 1 )lnu].

B(k,M) pokrywa się z odpowiadająca jej funkcją rozpatrywaną w tw. 2, gdy
w tej ostatniej w miejsce s1 wstawimy sQ. Wobec tego Istnieje teka war

tość M 1 e(ek“^, +»), dla której Bik.M^ = 0 i

2
B(k,M) 3* 0 dla ek“ 1 < M <  U.,,
B(k,M) < 0  dla M > M1.

2rrrZ nierówności tych wynika, te jeżeli e M ̂  M1, to

«f>(oC,M) = g(s0) - h(~) si 0 dla b(k,M) ¿^(k.M)
i

'f(aC,M) = g(s0) “ h(oo) > 0  dla (k,M) <■ <* ̂ 0.

Jeżeli zaś M > M 1, wówczas <p(oC,M) = g(s0) “ h(°o)>0 dla bik.M)^«* <0. 
Stąd i wobec (2.20) wynika, źe

h(oo), jeżeli (oc,M)e A 1

max^Re(c2+1~c k+1 +*°k+1 } { g(8o}* "

g(s0), " (<*,11)6 ^ ,
feSk(U)

a to kończy już dowód twierdzenia. 

T w i e r d z e n i e  4

Jeżeli ki*2, M > e ^  oraz 0 <  <* <  u_k, to dla
dowolnej funkoji f 6 Sk(M) ma miejsce następujące oszacowania dokładne
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< §(e'8° W -  2^  + + S<1 -M-2k>> (2 .2 1)

gdzie s0 jest pierwiastkiem równania

„ 2 % = Ü  a a"e + âÜttll e“s + M“k -<* = 0. (2.22)
x£ K  1C

'Znak równości realizuje funkcja f*(z)eSk(M) przyporządkowana takiej funk
cji k*(t) = ei<3* ^ \  dla której Q*(t) spełnia związek (1.6) dla s = sQ.

D o w ó d
Z założenia oraz z (1.15) wynika, że u(0) > 0  i u(klnM) <  0, więc 

wobec ciągłości u(e) równanie (2.2 2) posiada w przedziale (0,klnM) do
kładnie jeden pierwiastek sQ. Ponieważ u(s) i g'(s) mają w przedziale 
< 0,iclnM> takie same znaki, więc g'(s) >  0 dla s <■ sQ, g'(sQ) = 0, 

g'(s) < 0 dla s >  sQ. Zatem
2

max g(a) = g(sQ) = 2 (kij1  ̂C(1 +so^e °~M ^  + f ct[(1 +so^e °-M Ü “O ^ s i  klnM k

- f(1+2s0)e 2S° + ¿(1+M“21c), 

albo, uwzględniając warunek (2.2 2),

max g(s) = |(e °-M“k) - ¿'(k-VJ + 2^ 1  + ¿(1-M 2k)* (2.23)
O é s i  klńM K v J

Zauważmy, że dla 0 <  ¿ijĘżll + jj k w myśl (1.14) v(s) <  0
dla s » klnM, więc wobec (1.12) również h'(s) < 0, wobec tego*

max b(s) =b(klnM)=2M"2klnM[(k-1)lnM-2]+2c«M“k:lnM+ ¿(1-M_2k). (2.24)
ssùclnM

Ponieważ g(klnM) = h(klnM), to z (2.23) i (2.24) otrzymujemy, że 

max {g(s0),h(klnM)}=g(s0)= f(e °-M k) - ¿'(̂ -1 ) + ̂ T=T" + ¿(1-u 2k)‘
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Stąd i wobec (2.1) wynika, że

Ra (o2k+i “°k+i < i (e"a°-““k)2- + ♦ łd-““2k).

tj. nierówność (2.2 1 ) twierdzenia.

T w i e r d z e n i e  5 
2

Jeżeli k»2, M>e^=T i oC s ftfofcU + ślfcgll U~k, to dla dowolnej
funkcji f 6 Sk(M) ma miejsce następujące oszacowanie dokładne»

H*<®2lM.l“0L l +-Bk+1) < [ 1 +2cc-3M-k- |(l-M“k)] , (2.25)

przy czym znak równości realizuje funkcja»

? i2) . i.g i s ■ ■■ ■“ . (2.26)

o -  (iV>*

D o w ó d

Łatwo zauważyć, że dla oc 5= M“k z (1.15) wynika, że
u(s)^0 w <0,klnM>, zaś wobec (1.14) v(s)<0 w <klnM, +»), więc 
również g'isi^O w <0,klnM> i h'(s)<0 w <lklnM, + «>)•
Stąd wynika, że

max g(s) = g(O) i max h(s) ■ h(klnM).
0<s<klnM s » klnM

A ponieważ g(klnM) = b(klnU), to

max {g(0),h(klnM)} = g(0) = £(1^"k) [l+2c*-3M‘k- f  (1-M_k)] .

Zatem, w myśl (2.1) otrzymujemy, że*

R8 («2k+i-ck+i+« sk+i ^ ^ 1 -M"l£)D + 2- 3M"IC •

tj. nierówność (2 .2 5) twierdzenia.
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MA.tOHi.'w7.I syHKOHOHAJIA R9(°2lc+l“ok+1 +0tCk+1 ̂ *** KJIACCB OrPAHUHEHHhU,
K —CIIMRTPH 9HRX H OAHOJIKCTH;.:X S/HKuRil 3 BAHHiiWHCK KPyrB

P e 3  10 m  e
B cTaTbe nojiyneHO MeTôoM :i. JleBHepa ajih jisoöoü $yHKUHH

Recenzent: Prof. dr Jerzy Górski

2

F (z) = z + cnk+1 znk+1 e Sk(M), k»0, M>eF:T

— 0 0  <■ oc <  0 0  3  B H ,ne i

2k
1 . Reiogk+i^k+^^k+l ) ś ¿(1-M"2k), ÄJIH «*£ 2.Ĉ .~.U (M~k-e ^ r'’)

2. Re (c2k+1_ck+1+cick+1 ̂ '

^(1-M“2k) ecJiH <M,cO 6 D1

^(1-M_2k) ecJiH (M,cc) 6 V>2

V e c J i H  (M.oOGD^,

r ^ e  ^ 2 » D3 “ « o x e c T B a  o n p e ^ e jie H H iie  H a i m t o ü  c T p a H n u u ,  -  K o p e H Ł

ypaBHeHHH

V  e c J iH
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f ¿(1-M"2k) ecJiH (M,oC)eA1

3. Re(c2k+l"ck+1+otok+1^ ś S(s0)

g(s0)

” (M,oc)6 A 2

" (M,cc)S Aj

rfle

, . 2, “8o ,.-k.2 o«2 . 2cce 0 . 1 /. >,-2k\g(a0) = £(e - M ) - + k-T" + k (1_Łr }

A^, Ag, A 3 s i o  M H O x e c iB a  o n p e;n e jië H H b ie  H a cip. 10,

¡ (e“8o W _  ^  + ^  + i(1 -«-2k)

4* Reic2k+l"°k+1 +0,Ck+1 )ś < *“  0 < * < 2S& il + 1^ = Ü  M“k’

I  ( i -M_k ) [i+2oc-3M-k- 1  ( i -irk )] 

äjih ot » 2^ +.1.?. + M “k ,

r^e sQ - KopeHb ypa B H e H H H

_ 2 aa“ 8 + 2 fe+.1  ̂e“s + .2-lfe:l ), M~k - oC = 0.

MAXIMUM OP THE FUNCTIONAL Re(c2k+1 -c2+1 +cCck+1 ) IN THE CLASS OF UNIVALENT 
FUNCTIONS, k-SYMBTRICAL AND BOUNDED IN THE UNIT CIRCLE

S u m m a r y
For the optimal function

2
k=Tf(z) = z + cnk+1 znk+1 6 Sk(M), k3=2, M >e ,

n=1

it was obtained for the functional Ra(c2k+l“ck+1+c6ck+1 ̂ t*fie 
sharp estimation:
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2k
1 . He(c2k+1 -c2+1 +*ck+l)< ¿(1 -M-2k), for ^ ^ ( m “k-e " ).

¿(1 -M-2k) if (M.oc) e D1 

£(1 -M_2k) If (M.ot) 6 D2

2 .  R e ( ° 2i£+ i ~ 0k + l + 'i 0k + 1^ <>

|(e 1 -M"k) - ■5JCTJ + ^ Y = T  + ¿ (1'̂ r2k)

if (M.oC) 6 D3,

where the sets D1, D2> were defined on the page 5.

r^d_M“2k if (W,<*)e a 1

< g ( 0o ) 

[g(s0)

3. Re<°2k+i-cL l +a£ok+1> <  “j 8(so) if (M,cc) e A 2
if (M,ot)e a 3

where

g(s0) = |(e'8° - M- k ) 2 - ^  + ¿(1 -*"2k),

A 1t A 2, Aj were defined on the page 1 0 .

> “ 8 °  W -  +  s ( 1 “ M' 2 k )

for 0<<i <  2 1 ^ 1  + 2i ^ Q M-k ,

£(1 -lTk ) [1 +2ot-3M-k - f (1 -M“k )]
4. Rs(c2k+l“ck+1+<*ck+1 ̂  \

f o r  „  „  +  ¡ ¿ p i  M- k ,

where sQ is the root of the equation

_ 2 te-.U se~s + ¿igaJi e-S + iliSpll M~k - oC = 0.


