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OSZACOWANIE FUNKCJONALU Re(c3 - c2 + *c2) W KLASIE FUNKCJI JEDNOLIST-
NYCH I OGRANICZONYCH W KOLE JEDNOSTKOWYM

Streszczenie. W pracy zostatl _przedstawiony metoda Léwnera i za
pomoca twierdzenia 1 pracy [1J nowy dowdd dok¥adnego oszacowania

funkcjonatu Re(c3 - c2 + otc2), okreslonego w klasie S(H) dla

0 < o < 4. Uzyskano réwniez oszacowanie dokdadne tego funkcjona-
+u dla pozostatych rzeczywistych ot Otrzymane oszacowanie wyraza sie
w postaci nastepujacych nieréwnoscii

1-M " jezeli <0

j- InM + 1 - M"2 dla 0 $ o(< |
P
Re(c3-c2+occ2) € <

~717 InF + | «2-20cM"1+1+M"L dla | < < é 4
V(l—M“l)(20t—1—M"1) dla o> 4.

Znaki réwnosci maja miejsce dla funkcji:

gdy >4
Jezeli 0 < &< j badz ot < 4, to znak réwnosci realizuje
funkcja przyporzadkowana takiej funkcji Kk*(t) = e”

dla ktérej Q~'(t) speknia zwiagzek:
e N cosQ(t) =N
gdy 0 <ot $§ |

1, 0st<-m]|

e“* . -In | < t< InM

gdy | ~ S
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Niech 3~ bedzie klasg funkcji

@

jednolistnych w kole {]z] a1} , spedniajacych warunek |f(@)] < M,
M > 1.

W pracach [2]] i [} uzyskatem oszacowanie ostre funkcjonatu
Re (c2+1-cM+1l+otcle+l) w klasie 3fo(M(, dla k > 2 1 -00<cC < +«>.
Niniejsza praca ma na celu przedstawienie oszacowania ostrego tego funk-
cjonatu dla k =1 i -00<o0cC <+00, jak réwniez przedstawienie nowego
dowodu tych nieréwnosci, jakie uzyskali D.W. Tempie i J.A. Jenkins w
pracy [4]- W tym celu skorzystamy z parametrycznego przedstawienia wspot-
czynnikéw c¢c2 i cj funkcji (1) nastepujacymi wzorami Lownerat

Ini

@

u

w ktérych Kk(t) = ei<i® , gdzie O0(t) jest funkoja rzeczywista przedzia-
+ami ciaggta w przedziale <O0,InM> -
Jezeli potozymy c2 = a2+ i1 b2, Cj=ar+ i1ibj oraz X = a2,

(©)
InU

a3 = a2 - b2- 2 J e"2t cosQ(t)dt
0
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Tak wiec zadanie sprowadza sie do znalezienia:

Il 1

max AdiX - 4 e~2t cos2Q(t)dt + 1 - H-2f . (©)]
feSy1l

Wystarczy w tym celu rozpatrywa¢ X tylko z przedziatu <0,2(1-M 1)> ,
poniewaz z jednej strony zamiana Q(t) na QC(t) + ii zmienia X na X,
a nie zmienia znaku cakki

10dt)
;] e”’2t cos2Q(t)dt,

z drugiej zas$ strony (5) zalezy od znaku iloczynu ctX, < <& < +o00,
a nie od znaku wartosci X.

Niech Y(X) oznacza najwieksza wartos¢ prawej strony (4) przy ustalo-
nej wartosci X z przedziatu "0, 2(1-M N)> -
Wéwczas wobec tw. 1 [i], gdy k=1, otrzymujemy dla Y(X) Xe<0, 21U X
nastepujace przedstawienie:

"X

2 [I+s(e"s - IT1]
©

Y = otX - 2(1+2s)e"2s.+ 1 + M“2 ,

jezeli 0< s < InM,

>
1

2 e"8 InM,

<
1

otX - 4 e“2a Inll + 1 - M-2,

jezeli s 3= Inll,
gdzie s zalezy tylko od X.
Réwnosci (6) sa osiggniete tylko dla funkcji:

e-tcosQ(t) @ )
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za$ rownosci (7) tylko dla funkcji:

Pethe

e-t cosQ(t) = e-8, s > InM, ®
Jezeli obecnie «wyrugujemy X 2z (6) i (7), a nastepnie potozymy:
g(s) ., o~ s~ InM,
Y(e)
h(s) , s s InM,
gdzie:
g(s) = 2oc[(1+s)e“s-M“T-2(1+2s)e"2B+1+M"2, 0 < a < InM, (10
b(s) = 2ote 8InM-4e""2sInM + 1-M-2, s » InM, (@ND)
to wéwczas:
max Re(o,-0ctoec5) = max-! _max g(a), max h(s) > . 12
fesiy 1 | O"s<LnM s»InM J
Zauwazmy, ze pochodne
g"(s) - 2 se-8 u(s), h*(s) = 2 e~sInM u(s) 3)
maja taki sam znak co funkcja:
us) »4 a8 -aoc , (40
dla ktorej
u@®@ =4 - o, u(InM) =7~ - <, u(®) =>-<*. a5)
Twierdzenie 1
Jezeli a&*S0, to dla dowolnej funkcji feSyzachodzi oszacowanie do-
ktadne

Re(03 - €2 + @) < 1 - M"2

@ae)
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Znak réwnosci realizuje funkcja:

- Lsa = - an
7T Z S i- **
U
Dowoéd
Dla dis o z (15 wynika, ze
u(0) > udintl) > u(°°) 30, =zatem dla s 50 u(s) >0, wiec wobec (13)
g°()> 0, gdy O s< lal oraz h,(s)>0, gdy s > InM.
Wobec tego

max g(s) = gllnm) = 24 "inM - 4 U 2InM + 1 - U 2 ,
0< s $ il

max b(s) = h(o) =1 -M 2.
s™intl
Poniewaz g(Inl) < 1 - ©2 = h(°0), to

max 1g(Iniy, b} = ta@o) = 1-M",

a stad juz wynika nieréwnos¢ (15).
Prostym rachunkiem sprawdzamy, ze funkcja (16) realizuje znak rownosci
w (15).

Twierdzenie 2

Jezeli O0< o to w klasie funkcji SM ma miejsce nastepujace osza-
cowanie doktadne:

Re(cj - Cg + ciCg) Inl! + 1 -M 2. an

Znak réwnosci realizuje funkcja f* (SH przyporzadkowana takiej funkcji

k*(t) ,, eiQ dla ktorej Q*(t) speknia zwiagzek:

e-t cosQ(t) =~

Dowod

Jezeli O™ oti | , to wobec (15) u(0) > u(InM)3=0 i u(o0)<0, nadto
u(s) jest funkcja malejaca w (0, +»)e Jezeli 0”7ssSInktl, to wobec (13)
g" () 0 i
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max g(s) = g(InM), (€1°))
OwssSinM

gdy zas s ™ InM, wowczas réwnanie
4e8-<=0

posiada w przedziale <InM, +«) jeden pierwiastek sQ = -In " =

Zatem wobec (13)

h*(s)>0 dla s<-In], h*(-In])=0, h"(s)<0 dla s>-In].

Oznacza to, ze funkcja b(s) posiada w punkcie sQ = - Inj maksimum i
2
max h<s) = h(-In 4) = Inll +1 - M 0
s»InM *

Z (19), (20) i wobec tego, ze g(InM) = h(InM), otrzymujemy:
]

max jg(InH), h(-In ~)j = h(-In InM +1 - M 2
skad wynika nierdownos¢ (17) twierdzenia.

Twierdzenie 3

Jezeli f(z) jest funkcja klasy SM, to dla kazdego <, < @< 4
ma miejsce nastepujgace oszacowanie doktadne:

Znak réwnosci realizuje funkcja F7BSy, przyporzadkowana odpowiedniej

funkcji  k*(t) = eka dla ktérej Q*(t) speinia réwnanie:
@ oiti-In| ,
€"'tcosQ(t) T
-t In G<t~ InM
Dowéd
Zauwazmy, ze z (15) wynika, ze dla kazdego a, u(0) 5*0,

u(oo )<cu(InM) <0 oraz u*"(s)<10.

Tak wiec w przedziale 0$s¢InM, wobec ciggtoscifunkcji u(s), réwnanie
4 e’s -oC = 0 posiada jeden pierwiastek sQ = - In™ zas dlas > InM
u(s) <= 0. Zatem
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g"(a)>0 dla s<- In g"(-In ™) =0, g"(s)<-0 dla -In *<a<InM

oraz h*(s)<;0 dla s » InM, wiec

max g(s) - g(-In
0s$silnM a

max h(s) = h{InM) ,
a3 InM

a poniewaz g(InM) = h(lnH), toi

max {g(-In j), h(nW)} &g(-In ) iInf +2"x “2M1+1+M2,
skad juz wynika nieréwnos¢ (21).

Twierdzenie 4

Jezeli fsSjj, to dla kazdego ot, o0C>4, ma miejsce nastepujace osza-
cowanie doktadne.

Re(c3 - cf + rfic2)<(1 - M~1)(2<*- 1 - M"1), 2

przy czym znak réwnosci realizuje funkcjat

fF@?-m « Se @3
a-in) <"

Dowod
Z (15, (@4 i (13) wynika, ze g"(s)"i0 w <O0,InM>i h"(s)<O

w <InM, +00), wiec

max g(s) = g(0), max h(s) = b(InM), stad i wobec tego, ze
O0<s< InM s™InM

g(InM) = b(InM),
max (g(0), b(InM)} = g(0) = (1-M-1)(2ct- 1 - U-1), wiec

Re(c3 - 4 + o02)< (1 - M"1)(20t- 1 - U-1).

Ponadto d#atwo sprawdzié¢, ze réwnos¢ zachodzi dla funkcji (23).
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COEHKA <&yHK4IIOHAJIA Re (0"-03+ tfCg) HA KJLACCE OrPAHHHEHHUX
H OAHOMCTHHX T>yffl<dHd H EffitHHHHCM KPyrE

P e 30ue

R cTaThe MeTOkom napaMeTpmiecKHX npekCTaBJieHHIi ¢I. JleBHepa kaeica kobos
koKa3aTejibcTBO TovHoa oaeHKH ®/HKUHOnajia Re(c”-0g+otCg) Ha luiacce Sii
klia 0 & ¢~ 4. llojiyHeHO laxae TOHHyio ogeHKy atoro $yHKUHCHa.ua kas ociajib-
HUX kSacTBHTekbHHX CC.

H tan, nojiyveHHue oaeHKH npekoiaBJiHioTCH b BHKe:
roi-. m2 KJIH ~ oté0,

[c:% 2

InM + 1 -M° kM 0< ax<

9
1
Re gz 242 ~  \ ——% InJ +é 0R ~ aM 1+

AHA y < 4,

@ - M-1)(20-1-M-1) . Klia 0C>4.
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PaBenciBa «ocTHramica ajih (pyHKnHii

z - ecAH a&,0, ] - — = —E . ecnn ct>4.
1 -2t 1- a - (1-2)
Ecah 0~ < g hjih g * N4, to SKCTpeualiiHbniH (pyHKUHhuh cjiyacai
(fyKKUHH conociaBlieHiibie TaKOit cpyHKitHH k*(t) = eiln aaa koto-

poit Q*(t) YyAOBMeTBopaei ypaBHeHH»

e_tcosQ(t) = j

eCJIH 0< BN 1 HAH
u Mo

O=£t< In|
e_tcosQ(t)

"nﬁ <a t< InM

ecAH A <m<* =4

THE ESTIMATION OP THE FUNCTIONAL Re (c3-c]+otc2) IN THE CLASS
OP UNIVALENT FUNCTIONS BOUNDED IN THE UNIT CIRCLE

Summary

In this paper it was presented, using the Loewner3 method and theorem
from the paper a new proof of the sharp estimation of the functional
Reic™-Cg+totCg) defined in the class S(M) for 0 N & < 4.

It was obtained also the sharp estimation of this functional for the rest
rakues of the real at. The estimation is presented in the form of the fol-
lowing inequality!

1 - M2 if a< 0

1P

for 0< a$ |
p
ReCch-Cg+occg) 6

- In s + $ a2-2athfl+1+M“1 for | < & "™ 4

A-m’1)at-1-M-1)  For a>4.
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The equality signs are valid for the function

* — m®=-————5 when <s;0, -m fcOmg =
777 d - (1-2)

If M OIM N<<*<4 then the equality sign is realised by the

function ascribed to such function k*(t) = ei<’3 t for which

Q*(t) fullfils the equality

e~cosQit) aj . when 0< t< |
T o< t<-m F
a“tcosQ(t)
at -In | < t< InM

when A N4



