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OSZACOWANIE FUNKCJONAŁU Re(c3 - c2 + *c2) W KLASIE FUNKCJI JEDNOLIST- 
NYCH I OGRANICZONYCH W KOLE JEDNOSTKOWYM

Streszczenie. W pracy został .przedstawiony metoda Lównera i za 
pomocą twierdzenia 1 z pracy [1J nowy dowód dokładnego oszacowania 2funkcjonału Re(c3 - c2 + otc2), określonego w klasie S(H) dla
0 <  ct <  4. Uzyskano również oszacowanie dokładne tego funkcjona
łu dla pozostałych rzeczywistych ot. Otrzymane oszacowanie wyraża się 
w postaci następujących nierównościi

1-M ■2 jeżeli ot < 0

p
Re(c3-c2+occ2) -C <

j- lnM + 1 - M"2 dla 0 ś  o(< |

P
~ T T  In f + I  « 2-2ocM"1+1+M"1 dla | <  <* é  4 

(1-M“1)(2ot-1-M"1) dla ot > 4.
V

Znaki równości maja miejsce dla funkcji:

gdy ot > 4

Jeżeli 0 <  ot <  jŁ badź ot <  4, to znak równości realizuje
funkcja przyporządkowana takiej funkcji k*(t) = e ^
dla której Q*"(t) spełnia związek:

e  ̂ cosQ(t) => ^

gdy 0 <ot ś  |

gdy | ^  ^  4

I , 0 ś t < - m |

e“* , -ln | <  t <  lnM
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Niech 3^ będzie klasą funkcji

(1)

jednolistnych w kole {|z| «=■ 1} , spełniających warunek |f(z)| <  M,
M >  1 .

W pracach [2]] i [j}J uzyskałem oszacowanie ostre funkcjonału 
Re (c2+1-c^+1+otcl£+1) w klasie 3fc(M(, dla k >  2 i -oo<cC <  +«>. 
Niniejsza praca ma na celu przedstawienie oszacowania ostrego tego funk
cjonału dla k = 1 i -oo<oc <+oo, jak również przedstawienie nowego 
dowodu tych nierówności, jakie uzyskali D.W. Tempie i J.A. Jenkins w 
pracy [4]. W tym celu skorzystamy z parametrycznego przedstawienia współ
czynników c2 i C j funkcji (1) następującymi wzorami Lownerat

łami ciągłą w przedziale <0,lnM> •
Jeżeli położymy c2 = a2 + i b2, Cj = a^ + i bj oraz X = a2,

lnLl

U

w których k(t) = ei<í̂ , gdzie 0(t) jest funkoją rzeczywistą przedzia-

(2)

00
(3)

lnU
a3 = a2 - b2 - 2 J  e"2t cosQ(t)dt

0
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Tak więc zadanie sprowadza się do znalezienia: 

lnll
i
0

l
max *! diX - 4 f e~2t cos2Q(t)dt + 1 - H-2j .

f e Sy 1 J
(5)

Wystarczy w tym celu rozpatrywać X tylko z przedziału <0,2(1-M 1)> , 
ponieważ z jednej strony zamiana Q(t) na Q(t) + ii zmienia X na —X, 
a nie zmienia znaku całki

lnM

J0
.ulu
J  e”2t cos2Q(t)dt,

z drugiej zaś strony (5) zależy od znaku iloczynu ctX, <  <* <  + oo,
a nie od znaku wartości X.

Niech Y(X) oznacza największa wartość prawej strony (4) przy ustalo
nej wartości X z przedziału "^0, 2(1-M  ̂)> • ,

Wówczas wobec tw. 1 [i], gdy k=1, otrzymujemy dla Y(X), Xe<0, 2(1 —U X>
następujące przedstawienie:

' X = 2 [l+s(e"s - lT1] ,

Y = otX - 2(1+2s)e"2s.+ 1 + M“2 , 

jeżeli 0 <  s <  lnM,

(6)

X = 2 e"8 lnM,

Y = otX - 4 e“2a lnll + 1 - M-2,
(7)

jeżeli s 3= lnll,
gdzie s zależy tylko od X.
Równości (6) sa osiągnięte tylko dla funkcji:

e-tcosQ(t)
-t

(0)
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zaś równości (7) tylko dla funkcji:

e-t cosQ(t) = e~8, s >  lnM, (9)

Jeżeli obecnie «wyrugujemy X z (6) i (7), a następnie położymy:

Y(e)
g(s) , O ̂  s ^  lnM ,

h(s) , s s= lnM,

gdzie:

g(s) = 2oc[(1+s)e“s-M“1]-2(1+2s)e"2B+1+M"2, 0 <  a <  lnM, (10)

b(s) = 2ote_8lnM-4e"2slnM + 1-M-2, s »  lnM, (11)

to wówczas:

max Re(o,-0o+oec5) = max-! max g(a), max h(s) > . (12)
f e s M i l 0̂ s<LnM s»lnM JM

Zauważmy, że pochodne

g'(s) - 2 se-8 u(s), h'(s) = 2 e~slnM u(s) (13)

maja taki sam znak co funkcja:

u(s) » 4 a 8 - cc , (“*40

dla której

u(0) = 4 - ot , u(lnM) = ^ - <*, u(°°) =>-<*. (15)

T w i e r d z e n i e  1
Jeżeli ot *S0, to dla dowolnej funkcji feSy zachodzi oszacowanie do

kładne

Re(o3 - c2 + <*o2) <  1 - M"2 . (16)
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Znak równości realizuje funkcja:

— L S Ą   = ------- . (17)
7T Z S  i -  **

U

D o w ó d
Dla di ś  O z (15) wynika, że

u(0) >  u(lnŁI) >  u(°°) 3* 0, zatem dla s 5» 0 u(s) >0, więc wobec (13) 
g' (s) >  0, gdy O s <  laŁI oraz h,(s)>0, gdy s >  lnM.
Wobec tego

max g(s) = g(lnm) = 2otłl ^lnM - 4 U 2lnM + 1 - LI 2 ,
0 < s ś lnil

max b(s) = h (°o ) = 1 - M 2. 
s^lnŁI

Ponieważ g(lnll) <  1 - tó 2 =• h(°o), to

«•Pmax |g(lnM), b(°°)} = ta(oo) = 1-M ,

a stąd już wynika nierówność (15).
Prostym rachunkiem sprawdzamy, że funkcja (16) realizuje znak rowności 
w (15).

T w i e r d z e n i e  2
Jeżeli 0 <  ot to w klasie funkcji SM ma miejsce następujące osza

cowanie dokładne:
2

Re(cj - Cg + cłCg) ̂  lnl! + 1 - M ?. (17)

Znak równości realizuje funkcja f* (SH przyporządkowana takiej funkcji 
k*(t) „ eiQ dla której Q*(t) spełnia związek:

e-t cosQ(t) = ^

D o w ó d
Jeżeli 0 ̂  ot i  | , to wobec (15) u(0) >  u(lnM)3=0 i u(oo)<0, nadto 

u(s) jest funkcją malejącą w (0, +»)• Jeżeli O^sślnŁI, to wobec (13) 
g' (s) 0 i
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max g(s) = g(lnM), (19)
O <■ s ślnM

gdy zaś s ^  lnM, wówczas równanie 

4 e 8 - <* = O

posiada w przedziale <lnM, + «>) jeden pierwiastek sQ = -ln ^ •
Zatem wobec (13)

h'(s)>0 dla s<-ln|, h'(-ln|)=0, h'(s)<0 dla s>-ln|.
Oznacza to, że funkcja b(s) posiada w punkcie sQ = - ln j  maksimum i

2
max h<s) = h(-ln 4) = lnll + 1  - M (20)

s»lnM *

Z (19), (20) i wobec tego, że g(lnM) = h(lnM), otrzymujemy:
O

max jg(lnH), h(-ln ^)j = h(-ln lnM + 1  - M 2 ,

skąd wynika nierówność (17) twierdzenia.

T w i e r d z e n i e  3
Jeżeli f(z) jest funkcją klasy SM, to dla każdego <*, <  cc <  4

ma miejsce następujące oszacowanie dokładne:

Znak równości realizuje funkcja f^BSy, przyporządkowana odpowiedniej 
funkcji k*(t) = elCi dla której Q*(t) spełnia równanie:

O i t i - ln | ,

-ln -j <  t ^  lnM .

D o w ó d
Zauważmy, że z (15) wynika, że dla każdego oc, u(0) 5*0,

u(oo )<c u(lnM) <0 oraz u'(s)<10.
Tak więc w przedziale OśsćlnM, wobec ciągłości funkcji u(s), równanie
4 e”s -oC = 0 posiada jeden pierwiastek sQ = - ln ̂ , zaś dla s >  lnM
u(s) <■ 0. Zatem

e""tcosQ(t)
oc
T
-t
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g'(a)>0 dla s< -  ln g'(-ln ^) = O, g'(s)<-0 dla -ln ^ < a < l n M  

oraz h'(s)<;0 dla s »  lnM, więc

max g(s) - g(-ln f)
O ś s i l n M  ą

max h(s) = h(lnM) , 
a 35 lnM

a ponieważ g(lnM) = h(lnH), toi

o 2
max {g(-ln j), h(lnM)} «= g(-ln f) =  i l n f + ^ c< “ 2<*M 1 + 1 + M 2,

skąd już wynika nierówność (21).

T w i e r d z e n i e  4
Jeżeli f sSjj, to dla każdego ot, oC>4, ma miejsce następujące osza

cowanie dokładne.

Re(c3 - cf + rfc2)<(1 - M~1)(2<*- 1 - M"1), (22)

przy czym znak równości realizuje funkcjat

 f (z? ~ m  «    5 • (23)
(1 - i ^ )  <1 "

D o w ó d
Z (15), (14) i (13) wynika, że g'(s)'iO w <0,lnM>i h'(s)<0 

w <lnM, +oo), więc

max g(s) = g(0), max h(s) = b(lnM), stąd i wobec tego, że 
0 < s <  lnM s^lnM

g(lnM) = b(lnM), 

max (g(0), b(lnM)} = g(0) = (1-M-1)(2ct- 1 - U -1), więc 

Re(c3 - Ą  + oCc2) <  (1 - M"1)(2ot- 1 - U-1).

Ponadto łatwo sprawdzić, że równość zachodzi dla funkcji (23).
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C0EHKA <&yHK4ilOHAJIA Re (0^-03+ tfCg) HA KJLACCE OrPAHHHEHHÜX 

H 0Â H 0M C TH H X  î>yffl<4Hd H EffiłHHHHCM K P y rE

P e 3 10 u e

R cTaTbe Me T Ok om napaMeTpmiecKHX npekCTaBJieHHÍi ¿Í. JleBHepa kaeica kobos 
k 0Ka 3 aTejibcTB0 TovHoa oąeHKH ®/HKUHOnajia Re(c^-Og+otCg) Ha lu ia c c e  Sjj 
kJia 0 á  c* ^  4 .  IlojiyHeHO la x a e  TOHHyio oąeHKy a t o r o  $ y  HKUHCHa.ua k a s  o c ia j ib -  

HUX kSacTBHTekbHHX OC .
H t a n ,  n o j i y v e H H u e  o ąe H K H  n p e k o ia B J iH io T C H  b  B H k e :

Re

r  1 -  M“2 kJIH o t ś O ,

oe2 -2lnM + 1 - M k-M 0 <  oc <

9
0̂3”°2+atc2  ̂ ^  \ --- % ln J + ê 0(2 ~ 2dlM 1+1+M,-1

A H A y °c <  4,

(1 - M-1)(2o0-1-M-1) . kJia oC>4.
V
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P a B e n c i B a  « o c T H r a m i c a  a j ih  (pyH K nH ii

■ —  — = —  iz . ecnn ct>4.
(1 -  ( 1 - z )

E c a h  0  ^  <* g  h jih  g  *  ^ 4 ,  t o  S K C T p e u a J iiH b n iH  (pyHKUHh u h  c j i y a c a i  

(fyKKUHH c o n o c i a B J i e H i i b i e  T a K O it cpyHKitHH k * ( t )  =  e i ! ^ a a a  k o t o -

poit Q*(t) yAOBMeTBopaei ypaBHeHH»

e_tcosQ(t) = j  ,

eCJIH 0 <  05 ^  1 HAHu M '

0 =£ t <  In |

-In t  <■ t <  InM 4

ecAH A <■ <* == 4.

THE ESTIMATION OP THE FUNCTIONAL Re (c3-c|+otc2) IN THE CLASS 
OP UNIVALENT FUNCTIONS BOUNDED IN THE UNIT CIRCLE

S u m m a r y
In this paper it was presented, using the Loewner’s method and theorem 

from the paper a new proof of the sharp estimation of the functional
Reic^-Cg+otCg) defined in the class S(M) for 0 ^  at <  4.
It was obtained also the sharp estimation of this functional for the rest 
rakues of the real at. The estimation is presented in the form of the fol
lowing inequality!

p
ReCc^-Cg+occg) 6

1 - M“2 if at <  0

rf2 p AlnM+1-H for 0 <  ot Ś  |

2
- In J  + $ at2-2athf1+1+M“1 for | <  at ^  4 

(1-M”1)(2at-1-M~1) for at >4.

e_tcosQ(t)
.-t

  z - ecAH at ¿0 ,
1 - ^ Ł i  1 -
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The equality signs are valid for the function

* —  ■= ---— 5 when <* s; 0, - ■ fcO ■ g =
7 7 7  d  - ( 1 - 2 )

If or ^ < < * < 4  then the equality sign is realised by theM M  #  .
function ascribed to such function k*(t) = ei<3 t for which
Q*(t) fullfils the equality

e^cosQit) a j  , when 0 <  t* <  |

a“tcosQ(t)
f o <  t <  - m  f

a_t -In | <  t <  InM

w h e n  ^  <t ^ 4 .


