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UKEAD FUNDAMENTALNY ROZWIAZAN UOGOLNIONEGO STOCHASTYCZNEGO
ROWNANIA ROZNICZKOWEGO DRUGIEGO RZADU

Streszczenie. Praca jest kontynuacjg opracowania [i]. Rozwaza sie
w niej uogdlnione stochastyczne liniowe réwnanie rézniczkowe drugie-
go rzedu X" + w'-X = 0, gdzie W" jest pochodng uogdlnionego proce-
su stochastycznego na przestrzeni D(ajb) Tunkcji zespolonych lub
rzeczywistych okreslonych na przedziale (a,b) o nosniku zwa ,
zawartym w przedziale (a,b) i nieskonczenie wiele razy rézniczkowal-
nych. W pracy wykazano, ze Wronskian dwéch dowolnych rozwiazan roz-
wazanego uogolnionego stochastycznego réwnania roézniczkowego drugie-
go rzedu jest uogolnionym procesem stochastycznym wyznaczonym przez
zmienng_losowg. ) _ R )
Udowodniono takze, ze dwa rozwigzania tego rownania sg ukdadem fun-
damentalnym wtedy i tylko wtedy, gdy Wronskian tych rozwigzan nie
Veest zerowym uog()lnio?;ym procesem stochastycznym. L

pracy podano ukdad fundamentalny rozwigzan dla uogélnionego stocha-
stycznego réwnania rozniczkowego X" + <5(t-£)X = 0, ﬁdzie oTt**y
jest pochodng uogélnionego procesu stochastycznego t~y wyznaczo-
nego przez zwykdy proces stochastyczny H(t-£(co);, t6 (a,b), oocefl,
ktdorego realizacje sg funkcjami Heavisidea. twierdzenia pracy uogol-
niaja odpowiednie twierdzenia z pracy [4J na przypadek stochastyczny.

Rozwazmy uog6lnione stochastyczne liniowe réwnanie roézniczkowe drugie-
go rzedu

X" +WX=0 , @

przy czym w" jest pochodng uogélnionego prooesu stochastycznego W wy-
znaczonego przez zwykdy, rzeczywisty, mierzalny proces stochastyczny
w(e,w), te(a,b), ooesl, taki ze dla p.w. coefi realizacje
W(-,w)GLM0@U(a,b)

Przez uogélniony proces stochastyczny na przestrzeni liniowej U ro-
zumiemy funkcje X okreslong na U, ktdrej wartoSciami <X,u> sg rzeczy-
wiste lub zespolone zmienne losowe na przestrzeni probabilistycznej (S1,?2,?
taka, ze dla dowolnych wul, Uj e U 1 dowolnych rzeczywistych lub zespolo-
nych liczb <, a2
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Oznaczmy przez D(a,b) przestrzen liniowg funkcji rzeczywistych lub
zespolonych okreslonych na przedziale (a,b) nieskoriczenie wiele razy
rézniczkowalnych i zerujacych sie na zewngtrz pewnego przedziatu [c»d]»
[c.d] c(a,b).

Przy pewnych dodatkowych zatozeniach zwykdy proces stochastyczny
wyznacza uogolniony proces stochastyczny na przestrzeni D(a,b).

Kazdy uogdlniony proces stochastyczny na przestrzeni D(a,b) jest
rézniczkowalny. Przez pochodng uogélnionego procesu stochastycznego X
na przestrzeni D(a,b) rozumiemy uogélniony proces stochastyczny X~ na
D(a,b), okreslony wzorem;

<X",<p> = <X, - =

dla kazdej funkcji f eD(a,b).

Rozwigzaniem réwnania (1) w (a,b) nazywamy uogélniony proces stocha-
styczny X na D(a,b), wyznaczony przez zwykly, rzeczywisty i1 mierzalny
proces stochastyczny X(t,w), te(a,b),a>e£2, o p.w. realizacjach abso-
lutnie ciggtyoh i takich, ze pochodna realizacji w sensie dystrybucyjnym
X'(*,a0) e L"00(a,b), spekniajacy réwnosé

<X" +w-X,<p>= 0

dla i»eD(a,b).

Iloczyn w"-X rozumiemy jako (W<X)” - czyli
b u
W X,«p>(co) = -J W(t,coX(t ,anB"Mdt - j W(t,0>)X(t,coNi(Ddt.
a a

Ulach X bedzie rozwigzaniem réwnania (1) w (a,b).
Zdefiniujmy uogdlniony proces stochastyczny Y wzorem*

Y = X' + W-X . (@)

W pracy [¥] wykazano, ze proces Y jest wyznaczony przez zwykdy rzeczy-
wisty proces stochastyczny Y(t,cn), t e(a,b),coefl, ktérego p.w. reali-
zacje sa absolutnie ciggle.

Definicja 1
Wronskianem dwoch rozwigzan X1 i X2 réwnania (1) nazywamy uogolniony

proces stochastyczny Z na przestrzeni D(a,b), wyznaczony przez zwykdky
rzeczywisty proces stochastyczny Z(t,w) dany wzorem;

Z(t,00) > X1(t,coX2 (t,w) — X2, <)X (t,on).
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Twierdzenie 1

Wronskian Z dwéch dowolnych rozwigzan réwnania (1) jest uogdélnionym
procesem stochastycznym wyznaczonym przez zmienng losowa.

Dowobd

Niech X1 i X2 beda rozwigzaniami rownania (1) wyznaczonymi odpowied-

nio przez zwykke procesy stochastyczne XM(t,co) i1 X2(,05) t s(a,b),west.
Dla p.w. @ e SI

Z(C,W) = X1(-,00R2(-,w) - X2(-,0bHx"(-,w) 6LMoc(a,b).

Niech Z bedzie uogélnionym procesem stochastycznym na D(a,b) Wyzna-
czonym przez Z(t,co).
R6zniczkujac réwnosc

Z ~ XN e X2 — X2 X1

i uwzgledniajac réwnos¢ (1) otrzymujemy:
Z" = x1mx2 - x2-X"" = -x1(W"x2) + x2(Ww"x1) = 0.

Zerowy uogolniony proces stochastyczny oraz uogélniony proces stochastycz-
ny Z sa pierwotnymi uogdlnionego procesu stochastycznego :z'. Wiadomo £I],
ze réznica Z - 0 = Z jest uogolnionym procesem stochastycznym na D(a,b),

wyznaczonym przez zmienng losowg, co konczy dowod#

Twierdzenie 2

Dla dwéch dowolnych rozwigzan X1 i X2 roéwnania (1) i odpowiednio utwo-
rzonych uogélnionych proceséw stochastycznych i Y2 danych wzorem (@)
zachodzi roéwnosc:

Z=X1Y2-X2Y, , (©)
gdzie Z oznacza Wronskian rozwigzan X1 i Xg.-
Dowéd

Y1l = X' + W-X1 ,

y2 = XN + w-Xx2 .
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Stad
XIY2 ™ X2°Y1 = X1*X2 + W X2) ~ X2" (XL + W™X1) = XI"X2 " X2"X1 = Z*

Definicja 2

Dwa rozwigzania X, i1 X2 rownania (1) nazywamy ukdadem fundamentalnym
rozwigzan réwnania (1), gdy kazde rozwigzanie tego réwnania daje sie zapi-
san jako AIX1 + % ~2, gdzie , h2 sg zmiennymi losowymi .

Twierdzenie 3

Dwa rozwigzania X1 i X2 rownania (1) sa ukkadem fundamentalnym roz-
wigzan tego rownania wtedy i tylko wtedy, gdy Wronskian Z rozwigzan
XN 1 X2 nie jest zerowym uogélnionym procesem stochastycznym.

Dowoéd

Niech X) i X2 beda uktadem fundamentalnym rozwigzan réwnania (1)-
Woéwczas dowolne rozwigzanie X roéwnania (1) daje sie zapisac:

X = AIX1 +
Dalej, niech

Y1 = + W-X1 ,

y2 = x2 + W-X2 . >
Obliczmy pochodng uogélnionego procesu stochastycznego X
X"= + kN2

Zauwazmy, te

Y = X"+ W=X = AXJ +XE2 + W-(XIXL + K "2 =

L+ W X1) + A202 + W X2) =A/YA +A2Y2 o

Niech X1(t,w), X2(,0»), Y.,(t.oo) i Y2(t0m), t6 (a,b),0>e£2 bedg zwy-
k#ymi procesami stochastycznymi wyznaczajgcymi odpowiednio uogolnione pro-
cesy stochastyczne X, X2, YN, Yg.
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Pary ~(t.oo), Y~t.co)) i QR2(,w), Y2(t,01), te(a,b), & eft
sg ukdadem fundamentalnym rozwigzan ukdadu stochastycznych réwnan réznicz-
kowych

-WCE,>)X(t,a)) + Y(t,00)

i X'to)
®

Yit,ou) = -W2 (t,00)X(t,0>) + W(t,co)Y(Lt,w).

Stad

X1°Y2 ™ X2°Y1 * 0

Dalej, uwzgledniajac twierdzenie 2, otrzymujemy, ze Wroniskian Z rozwig-
zan X1, X2 réwnania (1) nie jest zerowym uog6lnionym procesem stochasty-
cznym.

Zakozmy, ze Wronskian Z rozwigzan X1 i X2 rownania (1) nie jest
zerowym uogolnionym procesem stochastycznym.
Uwzgledniajgc twierdzenie 2 otrzymujemy, zes

x1l-y2 - x2-y1 + 0,
gdzie:

Y,

X+ ,

y2 = X2 + w*Xx2 .

Stad pary (XL(tad), YAt.oi)) i QR@ECS), Y2(o) te(a,b), coss.

sg uktadem fundamentalnym rozwigzan ukkadu (4).
Zatem kazde rozwigzanie (X(t,00), Y(t,0>)) ukladu (4) daje sie zapisac:

X (E,m) *= (t.w) +7™2X2 () |
Y(t,cn) = O©@)Y1(t,00) + A2 ()Y2 (t,0)-

Tak wiec uogdlniony proces stochastyczny X wyznaczony przez X(t,io)
t e(a,b),a>efz daje sie zapisac:

X —A3IX1 + A2,

gdzie X1 i X2 sg uog6lnionymi procesami stochastycznymi wyznaczonymi
przez procesy stochastyczne XMt,co) 1 X2, te(a,b), coesi
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Przyk+ad

Miech ~ bedzie takg zmienna losowa, ze P7ejc.dJ) = 1, £c,d[]c(a,b).
Rozwazmy réwnanie:

X"+ <Bt-£)-X = 0 ®)

6(t-£) jsst pochodng uog6élnionego procesu stochastycznego H(t-£), wyzna-
czonego przez proces stochastyczny H(t-£(@>)) te(a,b), v G£l.
Ht-4@©@J) =1 dla t>£Ww), HEE,(@)) = 0 dla ts$ £@).

Jasne jest, ze dla p.w.coeftrealizacje HC* ,X(@)) e lL”oc (a,b).
Uogélnione procesy stochastyczne X1 i X2

X2 = 1 - (t-£)-H(t-£)

sa uktadem fundamentalnym rozwiazan réwnania (5).
Istotnie, Wronskian Z rozwigzan X1 i X2 nie jest zerowym uogdlnionym
procesem stochastycznym, gdyz

Z = XAX2 - X2X" = () H(-£) - Q-(t-")-H(t-"))-1 = -1.
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$yHILIKEHTjulbHAK CiiOT¢(MA PEiiiEHHki OBOHIii*"liHCrO OJiyNAAHOrO AHAPi'HjHAJIbHO O
yPABKEHiw nTOPcro noKUiu

Pe3bme

PaSoTa aBJiaexcs apoAOxxeHaeit pa6oTu [I], a ueA paocMOTpHBaeioa obobgoH-
Hoe cxynaiiHoe AHHeitHoe ypaBHeHHe btoporo nopsAKa x"+ W-X = 0, r”e w' O03Ha-
naet npoH3BOAHyB o6oSmeHHoro caynaftHoro npogeca Ha npooipaHcise D(a,b)
AeftCTBHTeAbHUX HAH KOMILI6KGHDC beSKOHeHHO AHibpepeHUHpyeMUX i"yHKUHit OnpeAe-
abhhoOc Ha HHTepBaoie (@,b) pobhhx Hyxbio bho HeKOToporo HHiepBana [o0,d3c(a,b).
jj paboTe AOKa3aHOf hto onpeAeliHTemb BpoHcnoro A»yx xmbbtx pemeHHH obobgeH-
Horo caynaiiHoro AH$*'epeHunaxbHoro ypaBHeHM Bioporo nopHAKa KBjiaeTca obob-
geHHbOI cAynatiHUM npoueoooM Ha3HaHeHHhiM cxyHaiiHoft nepeMeHHOIt. AoKa3aHO iax -
xe, oto ADm pemeHHH aroro ypaBHeHita hbahkjtch (jiyHAaMeHiaxbHoft CHCTeMoft lorAa
h TOAbKO TorAa, KorAa onpeAexmexb BpoHcicoro He HBAHeTca HyjieBLM obobgeHHHM
CAyHaftHt W npoueocoM. D paboie noAaHO $yHAaitehta.”bh/io OHCTeMy peneHHft obob-
geHHoro CAynaitkKoro AHtppepeHUHaAbHoro ypaBKenan X"+ 6(t-£) X = O, rqe
<5t~ 310 npoH3boAHa obobabHHoro npouecca H(t-£), xoToporo peaxn3auHH
hbjijuotch ({(YHKHHHVH XeBHcaftAa. PaboTa obobqgaei TeopeTu hx paboia [jt] Ha cto-
xaoiHHeoKHa cayraft.

THE FUNDAMENTAL SYSTEM OF SOLUTIONS OF THE GENERALIZED
STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATION OF THE SECOND ORDER

Summary

This paper is the continuation of the paper [1]. It possesives consi-
deration about the generalized linear stochastic differential equation
of the second order of the form X"+ ffX= 0.

The coefficient W" is the derivative of the generalized stochastic pro-
cess defined on the space D(a,b) of infinitely differentiable functions
defined on the interval (a,b) with values in the set of real or complex
numbers, of the compact support contained in the interval (a,b).

In this paper it is proved that Wronski®s determinant of two optional
solutions of the considered generalized stochastic differential equation
of the second order is the generalized stochastic process defined by the
random function.

It is also proved that two solutions of the equation are the fundamen-
tal system if and only if the Wronski’s determinant of the solutions is
the non-zero generalized stochastic process.

In the paper it is also given the fundamental system of solutions for
generalized stochastic differential equation X"+ 6(t-~X = 0 where
,(t -y is the generalized derivative of the stochastic process H(t-£)
defined by the stochastic process H(t-£(0>)), te(a,b), o>eSl which reali-



