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UKŁAD FUNDAMENTALNY ROZWIĄZAŃ UOGÓLNIONEGO STOCHASTYCZNEGO 
RÓWNANIA RÓŻNICZKOWEGO DRUGIEGO RZĄDU

Streszczenie. Praca jest kontynuacją opracowania [i]. Rozważa się 
w niej uogólnione stochastyczne liniowe równanie różniczkowe drugie
go rzędu X" + w'-X = O, gdzie W' jest pochodną uogólnionego proce
su stochastycznego na przestrzeni D(ajb) funkcji zespolonych lub 
rzeczywistych określonych na przedziale (a,b) o nośniku zwartym, 
zawartym w przedziale (a,b) i nieskończenie wiele razy różniczkowal- 
nych. W pracy wykazano, że Wrońskian dwóch dowolnych rozwiązań roz
ważanego uogólnionego stochastycznego równania różniczkowego drugie
go rzędu jest uogólnionym procesem stochastycznym wyznaczonym przez 
zmienną losową.
Udowodniono także, że dwa rozwiązania tego równania są układem fun
damentalnym wtedy i tylko wtedy, gdy Wrońskian tych rozwiązań nie 
jest zerowym uogólnionym procesem stochastycznym.
W pracy podano układ fundamentalny rozwiązań dla uogólnionego stocha
stycznego równania różniczkowego X" + <5(t-£)X = 0, gdzie óTt**y 
jest pochodną uogólnionego procesu stochastycznego H(t~y wyznaczo
nego przez zwykły proces stochastyczny H(t-£(co);, t 6 (a,b), ooefl, 
którego realizacje są funkcjami Heavisidea. twierdzenia pracy uogól
niają odpowiednie twierdzenia z pracy [4J na przypadek stochastyczny.

Rozważmy uogólnione stochastyczne liniowe równanie różniczkowe drugie-

przy czym w' jest pochodną uogólnionego prooesu stochastycznego W wy
znaczonego przez zwykły, rzeczywisty, mierzalny proces stochastyczny 
W(t,w), t e(a,b), o o e S l , taki że dla p.w. coefi realizacje

Przez uogólniony proces stochastyczny na przestrzeni liniowej U ro
zumiemy funkcję X określoną na U, której wartościami <X,u> są rzeczy
wiste lub zespolone zmienne losowe na przestrzeni probabilistycznej (SI,?,?) 
taką, że dla dowolnych u1, Uj e U i dowolnych rzeczywistych lub zespolo
nych liczb <*1 , cc2

go rzędu

X "  + W'-X = 0 , (1)

W(-,w)GL^0(J(a,b)
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Oznaczmy przez D(a,b) przestrzeń liniową funkcji rzeczywistych lub 
zespolonych określonych na przedziale (a,b) nieskończenie wiele razy 
różniczkowalnych i zerujących się na zewnątrz pewnego przedziału [c»d]» 
[c,d] c(a,b).

Przy pewnych dodatkowych założeniach zwykły proces stochastyczny 
wyznacza uogólniony proces stochastyczny na przestrzeni D(a,b).

Każdy uogólniony proces stochastyczny na przestrzeni D(a,b) jest 
różniczkowalny. Przez pochodną uogólnionego procesu stochastycznego X 
na przestrzeni D(a,b) rozumiemy uogólniony proces stochastyczny X ’ na 
D(a,b), określony wzorem;

p.w.
<X',<p> = <X, - <p'>

dla każdej funkcji f  eD(a,b).
Rozwiązaniem równania (1) w (a,b) nazywamy uogólniony proces stocha

styczny X na D(a,b), wyznaczony przez zwykły, rzeczywisty i mierzalny 
proces stochastyczny X(t,w), t e(a,b),a>e£2, o p.w. realizacjach abso
lutnie ciągłyoh i takich, że pochodna realizacji w sensie dystrybucyjnym 
x'(*,co) e L^00(a,b), spełniający równość

< X "  + w'-X,<p> = 0

dla i»eD(a,b).
Iloczyn w'-X rozumiemy jako (W<X)’ - czyli

b
<w'x,«p>(co) = - J W(t,co)X(t

a a
Ulach X będzie rozwiązaniem równania (1) w (a,b).

Zdefiniujmy uogólniony proces stochastyczny Y wzorem*

Y = X ' + W-X . (2)

W pracy [l̂] wykazano, że proces Y jest wyznaczony przez zwykły rzeczy
wisty proces stochastyczny Y(t,cn), t e(a,b),coe£l, którego p.w. reali
zacje są absolutnie ciągłe.

D e f i n i c j a  1
Wrońskianem dwóch rozwiązań X1 i X2 równania (1) nazywamy uogólniony 

proces stochastyczny Z na przestrzeni D(a,b), wyznaczony przez zwykły 
rzeczywisty proces stochastyczny Z(t,w) dany wzorem;

Z(t,oo) =» X1(t,co)X2(t,w) — X2(t,<a>)X̂  (t,cn).

u

,<n)f>'(t)dt - j  W(t,o>)X,(t,co)̂ i(t)dt.
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T w i e r d z e n i e  1
Wrońskian Z dwóch dowolnych rozwiązań równania (1) jest uogólnionym 

procesem stochastycznym wyznaczonym przez zmienną losową.

D o w ó d
Niech X1 i X2 będą rozwiązaniami równania (1) wyznaczonymi odpowied

nio przez zwykłe procesy stochastyczne X̂ (t,co) i X2(t,o>) t s(a,b),w6Sł. 
Dla p.w. co  e  SI

Z (• ,w) = X1(-,oo)X2(-,w) - X2(-,oł)x'(-,w) 6L^oc(a,b).

Niech Z będzie uogólnionym procesem stochastycznym na D(a,b) Wyzna
czonym przez Z(t,co).
Różniczkując równość

z ~ x̂  • X2 — X2 • X1 

i uwzględniając równość (1) otrzymujemy:

z' = x1 ■ x2 - x2-x'' = -x1(w'x2) + x2(w'x1) = 0.

Zerowy uogólniony proces stochastyczny oraz uogólniony proces stochastycz
ny Z są pierwotnymi uogólnionego procesu stochastycznego z'. Wiadomo £l] , 
że różnica Z - 0 = Z jest uogólnionym procesem stochastycznym na D(a,b), 
wyznaczonym przez zmienną losową, co kończy dowod#

T w i e r d z e n i e  2
Dla dwóch dowolnych rozwiązań X1 i X2 równania (1) i odpowiednio utwo

rzonych uogólnionych procesów stochastycznych i Y2 danych wzorem (2) 
zachodzi równość:

Z = X1 Y2 - X2 Y, , (3)

gdzie Z oznacza Wrońskian rozwiązań X1 i Xg.

D o w ó d

Y 1 =  X '  +  W - X 1 ,

y2 = X^ + w-x2 .
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Stąd

Xl‘Y2 " X2'Y1 = X1 * <X2 + W ‘X2) ~ X2'(X1 + W 'X1) = Xl'X2 " X2'X1 = Z* 

D e f i n i c j a  2
Dwa rozwiązania X., i X2 równania (1) nazywamy układem fundamentalnym 

rozwiązań równania (1), gdy każde rozwiązanie tego równania daje się zapi
sań jako A1X1 + % ^ 2 , gdzie , h 2 są zmiennymi losowymi.

T w i e r d z e n i e  3
Dwa rozwiązania X1 i X2 równania (1) są układem fundamentalnym roz

wiązań tego równania wtedy i tylko wtedy, gdy Wrońskian Z rozwiązań 
X^ i X2 nie jest zerowym uogólnionym procesem stochastycznym.

D o w ó d
Niech X.) i X2 będą układem fundamentalnym rozwiązań równania (1). 

Wówczas dowolne rozwiązanie X równania (1) daje się zapisać:

X = A.1X1 +

Dalej, niech

Y1 = + W-X1 ,

y2 = x2 + W -X2 . ->

Obliczmy pochodną uogólnionego procesu stochastycznego X 

X'= + k ^ ' 2 .

Zauważmy, te

Y = X'+ W-X = ̂ X j + X £ .'2 + W-(X1X1 + K ^ 2 =

= (X1 + W X1 ) + A*2 (X2 + W X2) = ̂ ,̂ Ŷ  + ̂ 2Y2 •

Niech X1(t,w), X2(t,o>), Y., (t.oo) i Y2(t,co), t 6 (a,b),o>e£2 będą zwy
kłymi procesami stochastycznymi wyznaczającymi odpowiednio uogólnione pro
cesy stochastyczne X^, X2, Y^, Yg.
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Pary ^(t.oo), Y^t.co)) i (X2(t,w), Y2(t,oi)), te(a,b), &) eft 
są układem fundamentalnym rozwiązań układu stochastycznych równań różnicz- 
kowych

i x'(t,o>) = -W(t,o>)X(t,a)) + Y(t,oo)
(5)

Yr(t,ou) = -W2(t,oo)X(t,o>) + W(t,co)Y(t,w).
Stąd

X1‘Y2 " X2'Y1 * 0 ’

Dalej, uwzględniając twierdzenie 2, otrzymujemy, że Wrońskian Z rozwią
zań X1, X2 równania (1) nie jest zerowym uogólnionym procesem stochasty
cznym.

Załóżmy, że Wrońskian Z rozwiązań X1 i X2 równania (1) nie jest 
zerowym uogólnionym procesem stochastycznym.
Uwzględniając twierdzenie 2 otrzymujemy, żes

x 1- y 2 -  x 2 - y 1 + 0 ,

gdzie:

Y, = X' + ,

y 2 = x2 + w*x2 .

Stąd pary (X1(t,cu), Y^t.oi)) i (X2(t,c*>), Y2(t,co)) t e(a,b), co s S .

są układem fundamentalnym rozwiązań układu (4).
Zatem każde rozwiązanie (X(t,oo), Y(t,o>)) układu (4) daje się zapisać:

X(t,co) *= (t.w) + ̂ *2X2(t,co) ,

Y(t,cn) = (o>)Y1 (t,o>) + A>2(co)Y2(t,co).

Tak więc uogólniony proces stochastyczny X wyznaczony przez X(t,io) 
t e(a,b),a>e£ż daje się zapisać:

x — A>1x1 + A2x 2,

gdzie X1 i X2 są uogólnionymi procesami stochastycznymi wyznaczonymi 
przez procesy stochastyczne X̂ (t,co) i X2(t,co) t e (a,b), co e Si .
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P r z y k ł a d
Miech ^ będzie taką zmienna losową, że P^ejc.dJ) = 1, £c,d[]c(a,b). 

Rozważmy równanie:

X " + <5(t-£)-X = O (5)

ó(t-£) jsst pochodną uogólnionego procesu stochastycznego H(t-£), wyzna
czonego przez proces stochastyczny H(t-£(a>)) t e(a,b), u> G £ł .
H(t-4(oJ)) = 1 dla t>£(w), H(t-£,(o>)) = 0 dla t ś £(a>).

Jasne jest, że dla p.w. co eft realizac j e H(* ,̂ (cn) ) e L^oc (a,b).
Uogólnione procesy stochastyczne X1 i X2

X2 = 1 - (t-£)-H(t-£) 

są układem fundamentalnym rozwiązań równania (5).
Istotnie, Wrońskian Z rozwiązań X1 i X2 nie jest zerowym uogólnionym 
procesem stochastycznym, gdyż

Z = X ^ X 2 - X2-X' = (t-^) H(t-£) - (1-(t-^)-H(t-^))-1 = -1.
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$ y  H JL ikE H T  ju lbH A K  C ii OT ¿M A PEiiiEHHki O B O H ii^IiH C rO  O JiyN A A H O rO  A H ^ P i 'H j H A J I b H O r O  

ypABKEHiw nTOPcro n o K U iu

P e 3 io m e
PaSoTa aBJiaexcs apoAOxxeHaeit pa6oTu [ l ] ,  a ueA paocMOTpHBaeioa obobqoH- 

Hoe cxynaiiHoe AHHeiłHoe ypaBHeHHe b to p o ro  nopsAKa x"+  W'-X = 0 , r^ e  w ' 03Ha- 
n a e t  npoH3BOAHyB oóoSmeHHoro caynaftHoro npoqeca Ha npoo ipaH cise  D (a ,b )  
AeftCTBHTeAbHUX HAH K0MI1JI6KCHhDC beSKOHeHHO AHiJbpepeHUHpyeMUX i^yHKUHił OnpeAe- 
abhhoOc Ha HHTepBaoie (a,b) pobhhx Hyxbio bho HeKOToporo HHiepBana [ o ,d 3 c ( a ,b ) .  
jj paboTe A0Ka3aH0f h to  onpeAeJiHTemb BpoHcnoro A»yx xmbbtx pemeHHH obobqeH- 
Horo caynaiiH oro AH$*'epeHunaxbHoro ypaBHeHM B ioporo  nopHAKa KBjiaeTca obob- 
qeHHbOi cAynatiHUM npoueoooM Ha3HaHeHHhiM cxyHaiiHoft nepeMeHHOił. AoKa3aHO i a x -  
x e ,  o to  ADa  pemeHHH a ro ro  ypaBHeHita hbahkjtch (jiyHAaMeHiaxbHoft CHCTeMoft lo rA a 
h TOAbKO TorA a, KorAa onpeA exm exb BpoHcicoro He HBAHeTca HyjieBŁM obobqeHHHM 
CAyHaftHŁW npoueocoM. D p ab o ie  noAaHO $y HAaiłehta.”bh/io OHCTeMy peneHHft obob- 
qeHHoro CAynaiłKoro AHtppepeHUHaAbHoro ypaBKenan x"+ ó(t-£) X = 0, rqe 
<5(t-̂ ) 310 npoH3boAHa obobąbHHoro npouecca H(t-£), xoToporo peaxn3auHH
hbjijuotch ({(yHKHHHMH XeBHcaftAa. PaboTa obobqaei TeopeTu hx p ab o ia  [ j ł ]  Ha cto-  
xaoiHHeoKHa caynaft.

THE FUNDAMENTAL SYSTEM OF SOLUTIONS OF THE GENERALIZED 
STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATION OF THE SECOND ORDER

S u m m a r y
This paper is the continuation of the paper [1]. It possesives consi

deration about the generalized linear stochastic differential equation 
of the second order of the form X"+ ff'-X = 0.
The coefficient W' is the derivative of the generalized stochastic pro
cess defined on the space D(a,b) of infinitely differentiable functions 
defined on the interval (a,b) with values in the set of real or complex 
numbers, of the compact support contained in the interval (a,b).

In this paper it is proved that Wronski's determinant of two optional 
solutions of the considered generalized stochastic differential equation 
of the second order is the generalized stochastic process defined by the 
random function.

It is also proved that two solutions of the equation are the fundamen
tal system if and only if the Wronski’s determinant of the solutions is 
the non-zero generalized stochastic process.

In the paper it is also given the fundamental system of solutions for 
generalized stochastic differential equation X''+ 6(t-^X = 0 where 
¿(t - y  is the generalized derivative of the stochastic process H(t-£) 
defined by the stochastic process H(t-£(o>)), te(a,b), o> e S l which reali-


