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Kajetan TOCHOWICZ
LOKALNE WEASNOSCI KRZYWYCH, NA KTORYCH Rej”R(z)" dz = const

Streszczanie. W (ﬁ] A.C. Schaeffer i D.C. Spencer wprowadzili
teorie r -struktur dla kilku typow funkcji wymiernych. Zostato to

uogolnione przez J.A. Jenkinsa 1 nazwane teorig rézniczek kwadrato-
wych. Podstawowym pojeciem tych teorii jest trajektoria, ktéra w pra-
cy [ jeat globalnym rozwigzaniem réwnania rézniczkowego

VRUTE)T Z'(D) » iitt)j w pracy [1] pojeciem podstawowym jest maksy-
malna krzywa, na ktorej R(z(t)) z"2(t)>0, gdzie R(z) jest ier-
ng, a —fl)g - rzeczywijstq gunko)q. Autor zaproponowak konstruk\g}/g
trajektoriil opartg na elementach analitycznych. Metoda ta jest na-
turalna, prosta i1 efektywna w uzyciu. Praca 5] i1 ta praca (ktéra
jest kontynuacja [5], ag wstepem do tej konstrukcji - lematy i uwa-
gi bedg wykorzystane w nastepnych opracowaniach.

Autor definiuje, kiedy na krzywej ?(t) te(a,b) zachodzi wzér
Re NYrl= o°n»t., gdzie jest rodzing jedno- lub wielowartoscio-
wych funkcji analitycznych pieiwotnych dla jedno- lub wielowartos-
ciowych analitycznych funkcji ~W (z)-

Definicja: Mowimy, ze na krzywej jJ(® te(a,b), Rei/R1” const,
jeslhi dla kazdej funkcji typu istnieje skalar c i rodzina
elementéw analitycznych (nalezacych do tej funkcji) W(H), o(b))

t (a,b) tak, zes -
@ Re WOEM®) = c, te(a.b),
est fancuchem

Nastepnie badane sa wkasnosci lokalne takich krzywych.

1. Wprowadzenie

W [3] A.C. Schaeffer i D.C. Spencer stworzyli teorie T -struktur zwig-
zanych z kilkoma typami funkcji wymiernych. Teoria ta zostata uogélniona
przez J.A. Jenkinsa £2] i zostakta nazwana teorig rozniczek kwadratowych.
Jej fundamentalnym pojeciem jest "trajektoria” - w £3] jest nig globalne
rozwigzanie rownania roézniczkowego "ARiz(t) z'(® = itftt), w [1] jest niag
maksymalna krzywa spedniajaca nieréwnosé R@z(t))z"(t) >0, gdzie R jest
funkcja wymierng, a —f rzeczywista. Autor pracy proponuje konstrukcje tra-
jektorii oparta na elementach analitycznych i ich dancuchach. Jest to spo-
s6b naturalny i1 efektywny w zastosowaniach, pozwalajacy wykorzystan warun-
ki analitycznosci w pewnym sasiedztwie trajektorii.
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Praca niniejsza jest wstepem do sygnalizowanej konstrukcji - lematy,
uwagi, konstrukcje i rozwazania w niej zawarte bedg zastosowane w pracach
nastepnych. Autor prowadzac konstrukcje trajektorii od podstawowego wprowa-
dzonego przez siebie pojecia (funkcja pierwotna pelnej funkcji analityoz-r
nej [51) zmuszony byt dowodzic¢ takze rzeczy proste, lecz niezbedne dla
zachowania ciagtosci 1 poprawnosci konstrukcji - taki charakter posiada
niniejsza praca.

2. Definicje, twierdzenia i lematy
Podamy definicje i twierdzenia z QT], na ktdre bedziemy sie powokywac.

Definicja

Mowimy, ze funkcja analityczna Jest funkcja pierwotng funkcji ana-
litycznej jt, jesli istniejg dwa elementy analityozne (W,z0)e™p , (U,z0)e]3,
takie, ze w pewnym otoczeniu punktu zQ mamy W= U.

Twierdzenie 1

(@ istnieniu funkcji pierwotnej). Dla dowolnej funkcji analitycznej
istnieje funkcja pierwotna 4G*

Lemat 1

Niech (U,z), (U,z) beda dwoma elementami funkcji [3, przy czym
z$ByU{~}t z8Byu{«}. Zatbézmy dalej, ze (W,z) jest elementem analitycz-
nym takim, iz W = U w otoczeniu z. Wéwczas istnieje *ancuch elementéw,
daczacy element (W,z) z pewnym elementem (W,z), gdzie w"= U w otocze-
niu z. Symbole By, By, oznaczaja zbiory biegunéw funkcji meromorficz-

nych U, U.

Twierdzenie 2

(O jednoznacznosci). Funkcja pierwotna funkcji p wyznaczona jest
z doktadnoscig do statej. Ponadto funkcje ~ + c¢ Ba rowniez funkcjami
pierwotnymi funkcji @& .

Lemat 2

Niech Hp, oraz oznaczajag obszary naturalne funkcji ¢ 1
Woéwczas dla dowolnego z nalezgcego do oraz elementu (W,z)s ™ element
W2e.li, czyli HpPHe . Ponadto zbidér \ jest co najwyzej przeli-

czalny.
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Uwaga

Jesli £ jest funkcja pierwotng funkcji p ip, wéwczas H=p-

Twierdzenie 3

(© liniowosci). Dla dowolnych liczb oraz funkcji analitycznych
p* fi» majacych ten sam obszar naturalny, zachodzi wzor:

6 = tta+ hd

Twierdzenie 4

(O podstawianiu). Niech D bedzie dowolnym obszarem, a ¥ funkcjg na
nim holomorficzng. Wéwczas dla dowolnej funkcji analitycznej @& oraz jej
funkoji pierwotnej zachodzit

" £(pobP)f"*

Twierdzenie 5

Dla dowolnej funkcji analitycznej p oraz jej funkcji pierwotnej
prawdziwe sa implikacje:

1. Jesli na obszarze D, £pD jest jednoznaczng gatezig funkcji
wowczas =pR jest gatezig jednoznaczng funkcji p na D.

2. Jesli na obszarze jednospéjnym D, rozdgcznym ze zbiorem Bp<j{<»}fPR
jest jednoznaczng gatezig funkcji (G, wOwczas istnieje w D jednoznaczna ga-
+az funkcji oraz 4 pc = Pd”’

3. W obu przypadkach gdy z(t) jest krzywa gtadkg przebiegajacg w D,
wéwczas “p.E(z(t)) =I"D (z(b)) z"(Ddt.

3. Krzywe, na ktérych ReJ*VR(z)dz = const.

Nasze rozwazania prowadzi¢ bedziemy dla funkoji gdy p jest funkcja
postaciV °R, przy czym Y oznacza funkcje Y 4, natomiast R - funkcje wy-
mierng. Niech Nr oznacza zbidér jej zer i biegunéw. Okazuje sie, ze funk-
oji typu ? 55 przy ustalonej funkcji R nie moze byd zbyt wiele. Zanim
blizej przyjrzymy sie temu problemowi, odnotujmy wynikajaca z wkasnosci
funkcji /- prosta uwage:

Uwaga 1

Jesli z,z nie nalezg do NR, wowczas kazdy element (P»R,z) gdzie
(P,R(2))eY mozna potaczy¢ *ancuchem wzdtuz dowolnej krzywej *aczacej z
i z oraz nie przechodzacej przez punkty zbioru NR, z pewnym elementem
(PoR,z), gdzie (P,R(2))eY.
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Mozemy teraz dowiesS¢ lemat méwiacy o ilosci funkcji typu f «R i zalez-
nosci miedzy nimi.

Lemat 1

Niech R bedzie funkcjg wymierna. Zbidér funkcji ¥»R skkada sie badz
z dwu funkcji jednoznacznych réznigcych sie znakiem, badz z jednej funk-
oji analitycznej takiej, ze w kazdym obszarze jednospéjnym D rozdgcznym
z Ng istniejg dokkadnie dwie jej jednoznaczne galezie. ROznig sie one
jedynie znakiem. Ponadto, jesli z3NR, wowczas kazdy element (U.zjeYoR
jest postaci (P°R,z), gdzie (P,R(2)6Y.

Dowoéd

Niech dla z element (U,2)e”, gdzie P jest pewng Funkcja typu
WR. Poniewaz funkcja W jJest rowniez wyznaczony przez pewien element
(pkR.z0, gdzie (P,RE™M))el™i z"$NR, wiec z faktu, iz element analityczny
wzdduz krzywej moze posiada¢ co najwyzej jedno przedtuzenie oraz z uwagi 1
wynika, ze (U,z) jest postaci, o jakiej méwi ostatnie zdanie tezy lematu.
Rozpatrzmy teraz dwa przypadki»

a) Istnieje punkt z"eNR taki, iz elementy (P°R,z"), (- PoR.z), gdzie

(P,R(2)), (-P,R(z™))eY, wyznaczajg te samg funkcje &

b) Punkt taki nie istnieje.

a) Niech jJt+ bedzie funkcja typuY°R. Jest ona wéwczas wyznaczona przez
pewien element (P°R,z), gdzie z~NR 1 (P,R(2))ellf. Poniewaz (PjRtz)),
(-P,K(zF)) sa jedynymi elementami funkcji ™ w punkcie Riz"), wiec na
mocy uwagi 1 element (P«R,z) mozna pokgczy¢ #ancuchem z (P°R,z") badz
(-P°R,z")s co natychmiast daje H=ia, czyli istnieje jedna funkcja T»R.
Niech teraz D oznacza obszar jednospdéjny, rozdgozny z NR, a
wzglednie ~YR@) jednoznaczne gatezie Y na R(D). Wéwczas YR Qj°R,
"ARiD)“R 33 dwiema gateziami jednoznacznymi funkcji f*R na D. Ponie-
waz kazdy element (P»R,z), zeD, (P,R(z))eY wyznacza ktéras z funkcji
~R(D)oR lub -"R(D) °R “sdyz wyznacza badZz Y RQ@)t badz -"HR D))
wiec innych gatezi funkcji Y°R na D nie ma.

b) Niech element (P”R.z) wyznacza funkcje , a (-P°R,z") funkcje
Jig. Zauwazmy, ze = - (@- Wynika to z faktu, iz (P°R,z") nalezy za-
rowno do j5§, jak i - dgc Niech [ bedzie teraz dowolng funkcjg typu T»R.
Jest ona wyznaczona przez pewien element (P »R,z), gdzie a
(P,R(@))eY. Wowczas, jak w (@ otrzymujemy lub o= - = jig-
Pozostaje tedy do wykazania jednoznacznos¢ funkcji 1. Niech z~% i
niech Wtz), Wg,z) beda dwoma réznymi elementami funkcji w o Z.
Wéwczas bytyby one postaci (P°R,z), (P°R,z), a z whkasnosci Y*P = - P
w otoczeniu z. Lecz takie elementy wyznaczaja na mocy zatozenia rézne
funkcje, co daje sprzecznos¢ Swiadczaca o tym, iz w dowolnym punkcie
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z "Hjj funkcja posiada doktadnie jeden element. Poniewaz zbidr NR
jest skonczony, otrzymujemy zadang jednoznacznos¢ funkcji o i funkcji
p2 rownej - " -

Powyzszy lemat wykorzystamy przy badaniu funkoji 4/ oR*

lemat 2

a) Kazde dwie funkcje £7Y0R, £\tOr pierwotne dla funkcji typu 1F°R
réznig sie co najwyzej stalg i1 znakiem.

b) Niech D oznacza obszar, a jio ustalong funkcje typuY°R. Woéwczas
kazde dwie gatezie na D ustalonej funkcji pierwotnej réznig sie
co najwyzej stalg i1 znakiem.

c) Jesli zO$Nr> a (W,zQ) jest ustalonym pewnym elementem funkcji

, przy czym (@ jest ustalong funkcja typuY°R, wowczas wszystkie ele-

menty wszystkich funkcji w punkcie zQ sa postaci (6 W+c,z0), gdzie
6=-1, a cec. Ponadto W= P°R w otoczeniu zQ, a (PjRCz"jeY.
Dowédd

a) W przypadku, gdy istnieje jedna funkcja typu ¥°R, teza wynika na-
tychmiast z . tw. 2), w przypadku przeciwnym z lematu 1 Q. tw. 2, 3).
b) Niech f! ’%o oznaczaja dwie gatezie funkcji £‘;0 na D, a (W,2),

W,z), zfNR - elementy, ktdre je wyznaczaja.

W pewnym otoczeniu z mamy =U, w" =U, przy czym U,2), U,2) sa
elementami funkoji HO. Z lematu 1 otrzymujemy, Zze w pewnym jednospdjnym
otoczeniu z funkcje U i U roéznig sie co najwyzej znakiem, a wiec funk-
cje W, W roéznig sie tam co najwyzej znakiem i stalg. To samo mozemy po-

wiedzie¢ o funkcjach 0’ ‘£:o .
0) Niech z0 4Rr« Wezmy element (W,z0), o ktérym méwig zakozenia. Niech

(W,z0) bedzie dowolnym elementem pewnej funkoji typuf£”oR. Wéwczas, na mo-
cy (@, () w otoozeniu z0 funkcjeW, W réznig sie co najwyzej znakiem
i stalg, czyli W =£W + o, 5=-1. Mamy ponadto w"= U w otoczeniu zQ,
gdzie (U,z0)e]&®, a wiec z lematu W;=U * P°R w tym otoczeniu, przy
czym (P,R(z0))e?’

Z punktu (©) lematu 2 natychmiast otrzymujemys

Uwaga 2

Jesli zQ4Nr, to istnieje otoczenie V(zQ) punktu 2zQ takie, ze jesli

W,zQ) jest dowolnym elementem dowolnej funkcji typu wowczas funkcja
W jest jednokrotna na V(zQ), a W! jest tam postaci P°R, przy czym
(P,R(z0))e¥.

W dalszej czesci pracy zajmowaC sie bedziemy krzywymi, na ktorych
Re 47~0r ““ const.



216 K. Tochowicz

Definicja 1

Powiemy, ze na krzywej 97? 9(©), te(a,b), Ra4t?°R - const, jesli dla
kazdej funkcji typu istnieje rodzina elementow W(E), ”>()) do niej
nalezaca oraz stala c, tak ze?

D Re{W(® @W®O)}-=c, te(a.b),
@
2) jesli [oc, ] c(a,b), to QWCD), <p(D)), tG[e*lal

jest +ancuchem daczacym elementy W), 9 @) 1 WGDH, e))-

W pracy nie bedziemy odrézniac¢ krzywej od jej opisu parametrycznego
ewentualnie od zbioru jej punktéw, jesli tylko z kontekstu wynikaé bedzie,
ze ohodzi o ten opia lub ten zbidér. Pisa¢ tedy bedziemy? krzywa y(t),
te(a,b), krzywa 9 lezy w obszarze itp. Podobnie piszac o kawatku lub
czesci krzywej w zaleznosci od kontekstu bedziemy mie¢ na mysli badz opis
parametryczny krzywej obcietej do mniejszego przedziatu okreslonosci, badz
tez jej obraz geometryczny, odpowiadajacy temu przedziatowi.

Odnotujmy wynikajaca wprost z definicji 1 1 lematu 2 uwage?

Uwaga 3

Niech krzywa 9 =yCt), ta(a,b) przebiega w obszarze D. Jesli istnieje
w tym obszarze przynajmniej jedna gataz pewnej funkcji typu”oR» rodzina
elementow (W(H), 9U)), te(a,b), ktére do niej naleza, tak ze speknione
Jest (1) ze stalg ceC, wowczas na 9 Re 4”0oR = const.

Dodajmy jeszcze, ze jeslhi D jest obszarem jednospojnym, roziacznym
z NR, wowczas z tego, co powiedzielismy wyzej oraz (2. tw. 5) wynika, ze
krzywa <), na ktorej Re 4ipoR = const, przebiegajagc w D, speinia¢ mu-
si rownanie?

ey

gdzie oznacza ustalong i jednoznaczng gatgaz dowolnej funkcji typu
YK na D. Aby réwnanie miato sens, o krzywej y(t) zakladamy, ze jest ka-

watkami gladka.

Definicja 2

Punktami krytycznymi funkcji £VoR nazywa¢ bedziemy punkty zbioru NR.
Stopniem punktu krytycznego nazywa¢ bedziemy jego rzad jako zera lub bie-
guna funkcji R.

Wezmy punkt 2zQ4 %* dowolny element (W,zQ)e£7°R oraz JGhospdjne i
rozdgczne z NR otoczenie V(z0), o ktorym mowi uwaga 2. Istnieje takie
ot, 1z dla te(-ot, ot) prosta <p(t) = W(z0) + it przebiega catkowicie w
obszarze W(V(zQ))-
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Mozemy tedy zdefiniowaé krzywa ~(t) =W 10 *p(D), te(-c*,00, przechodzaca
przez zQ i przebiegajacg w V(zQ). tatwo zauwazy¢, ze jest to ghadki
bomeomorfizm oraz ze Re W(e(t)) = Re W(zQ), t=(-C,oc). Poniewaz Wly™z j
jest gatezig na V(zQ), pewnej funkcji typu ~y°R* wi®° z “wagi 3 mamy?
iz na <PM® Re £yoR = oonst i spednione jest rownanie (2).

Rozwazania powyzsze zbierzemy we wniosek.

Wniosek 1

Przez kazdy punkt zQ~NR przechodzi krzywa 7>, na ktérej Re” oR=const
Krzywa ta jest gtadkim homeomorfizmem, nie przechodzi przez punkty zbioru
NR, a takze spednione jest na niej rownanie (2).

Niech teraz ?(t), te(a,b) bedzie dowolng inng krzywa, na ktérej
Re MfR = const, przechodzaca przez punkt zQ =e(tQ). Wowozas jednokrotna
funkcja W przeksztatca czes¢ tej krzywej zawartg w V(zQ) na odcinek le-
zacy na prostej Re w = Re W(zQ) tak, ze W(zQ) jest punktem wewnetrznym
tego odcinka. Odcinek ten ma wiec niepusty przekrdj z odcinkiem [W(p(=<*)),
W(P(0))3 , co swiadczy o tym, ze w pewnym otoczeniu punktu zQ krzywe
oraz pokrywaja sie. Rozwazania te pozwolg nam uzupedni¢ wniosek 1,
przed tym jednak podamy jeszcze jedng definicje*

Definicja 3

Powiemy, Zze na 4uku Jordana L Re”~oR = °°nst, jesli istnieje krzywa
Jordana z=z(t), te(CJi3FE{(™3 taka, ze na niej Re]yoR = oonst i
L=z@1D-

Wniosek 2

Z kazdego punktu zQ “NR wychodza dok#adnie dwa #4uki Jordana, na kté-
rych Re”~oR = °°nst.

W dalszej czesci pracy niejednokrotnie interesowa¢ nas bedzie zachowa-
nie sie dukéw badz krzywych, na ktérych Re £~ r = const w otoczeniach
punktéw ze zbioru NR. OdpowiedZz na to czerpac¢ bedziemy z monografii [33*
Z tego, co powiedzielismy wyzej, +uki takie w dowolnym sagsiedztwie punktu
z Nr mozna przedstawi¢ lokalnie jako obrazy geometryczne krzywych, o kto6-
rych méwi wniosek 1, w szczeg6lnosci krzywe te spedniac¢ beda réwnanie (2).
Dzieki temu, mimo formalnej roéznicy w definicji krzywej, na ktorej
Re ™ const, mozemy powodywaé¢ sie na wyniki rozdziatu 111 tej monogra-
fii, gdyz dowody tam przedstawione bazuja na faktach ujetych we wniosku 1.
Formutowanie tych twierdzen oraz ich dowodzenie w niniejszej pracy bytoby
wiec, poza drobnymi zmianami w terminologii, wiernym przeniesieniem. Be-
dziemy wie powodywaé¢ na lematy IX, X oraz pewne fakty z § 3 rozdz. 111 [3]

W niniejszej pracy korzysta¢ bedziemy z nastepujgcego faktu z [33, kto-
ry sformutujemy uwzgledniajac stosowane u nas oznaczenia.
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Twierdzenie 1

Jesli zq Foo jest punktem krytycznym stopnia n S0 (zerem rzedu n
funkcji R), wéwczas z zQ wychodzg n+2 krzywe z(t), na ktorych
RaJMNR(z(tyf z"(t)dt = const. Dziela one koto |z - z0|<6 dla & dosta-
tecznie matego na n+2 obszary jednospojne, z ktérych kazdy moze byo od-
wzorowany przez istniejaca na nim jednoznaczna i jednokrotna gataz funkcji
4y °R w POdplaszczyzne Re £< c lub Ref£>o0.

Powiemy, ze zQ jest zerem rzedu O funkcji R, jesli R(zQ) f O.

Odnotujmy jeszcze oczywistg uwage:

Uwaga 4

Wszystko, co powiedzielismy o krzywych, na ktérych Re4e<,R = °°nst,
mozna przeniesoé na krzywe, na ktéorych Im”™ r = °°nst (dgcznie z defini-
cja 1)* Mozemy tedy rozpatrywa¢ takie krzywe i stosowac¢ odpowiednie twier-
dzenia, sformutowane dla krzywych, na ktérych Re™-~g = const.

Przyjrzyjmy sie teraz blizej lokalnemu rozmieszczeniu krzywych, na kto-

rych Re = const, w otoczeniu punktéw, ktére nie sa biegunami funkcji
R.

Definicja 4

Otwarte otoczenie VR Q) punktu zQ nazywa¢ bedziemy otoczeniem uni-
wersalnym punktu zQ ze wzgledu na funkcje R, jesli:

1) VR(z0) nie zawiera punktéw krytycznych funkcji tzn*
VR zo”~nNR *“ oraz ”~88t ot,azal'Om J°rdanaj

2) (W,zQ)e ieoR, wowczas W jest funkcja jednokrotng na VR (zQ), oraz
posiada tam pochodna postaci P° R, gdzie (P,R,(z0))EV* Funkcje W moz-
na rowniez rozszerzy¢ w sposob holomorficzny na 2Vr (zq)j

3) istnieje rodzina krzywych *E£(t) dla zeVR(zQ) o nastepujacych
wlasnosciach:

a) krzywe tz(t) sa okreslone na [o,i], przy czym tz((0,1))cVR(@ZQ) a

(@) oraz lezg na brzegu 3VR(@Q),
b) krzywa przechodzi przez z 1 jest ghadkim homeomorfizmem oraz
Re]eoR = const na niej,
c) jesli ciag (@n)eVR(z0) jest zbiezny do =zgVr (z0), wowczas
~zn(® - ? jednostajnie na [o,l].

Definicija 5

Obszar jednospojny SR (zQ) nazywac¢ bedziemy sektorem uniwersalnym punk-
tu zQ ze wzgledu na funkcje R, jesli:

1) dSjjUg) skkada sie z punktu zQ, dwéch dukéw L1, L2 z niego wy-
chodzacych, na ktérych Re | = conOt oraz pewnego 4oku Jordana L,
ktory je Haczy.
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2) Kazdy +uk wychodzacy z zQ, na ktérym Re 4yoR ” co“at roztacz-
ny z SR (z0).

3) Kazda gataz na SR(zQ) funkcji typu 4eoR Je3t jednoznaczna i jed-
nokrotna, posiada holomorficzne rozszerzenie na 3sr(zq) poza punktem zQ,
gdzie rozszerzenie to jsat tylko ciggle.

4) Jedynym punktem krytycznym zawartym w SR (zQ) jest punkt zQ, przy
czym stopien jago musi byd dodatni.

5) Istnieje rodzina krzywych (), zsSR(@Q)\L taka, ze»

a. Krzywe Tz () sa okreslone na [o,1], przy czym, jeSli zeSR(z0), wow-
czas ©z((0,1))csR(@0), a @) 1 Tz(@©) lezg na Lj jesli natomiast

zelL~Lg, to tz(©,D) pokrywa LR a ~z@©), sg punktami
przeciecia sie uz2 z L.
b. Kazda z krzywych z 6 SR(Q), przechodzi przez punkt z i jest
gtadkim homeomorfizmem, a Re jest na niej staby.
o. Jesli cigg (za)eSR(@0)\L jest zbiezny do zeSR((z0)\L, wowczas
ez (© jednostajnie na [o,l]-
n

W dalszejczesSci pracy przyjmujemy, iz R  jest ustalong funkcja wymier-
ng, bedziemy zatem pisa¢ V(zQ) i1 S(zQ)zamiast VR(Q) i SR(Q). Po-
nadto symbole Tiz(t), tz rezerwujemy do konca pracy dla krzywych, o kto-
rych méwig powyzsze definicje.

Z definicji wynika, iz otoczenia uniwersalne moga istnie¢ jedynie dla
punktéw nie bedacych punktami krytycznymi, a sektory uniwersalne dla punk-
tow nie bedacych punktami krytycznymi stopnia ujemnego. Okazuje sie, ze
z kazdym punktem z~NR mozna zwigza¢ otoczenie uniwersalne, a z kazdym
punktem krytycznym stopnia dodatniego - sektor uniwersalny.

Lemat 3

Jeshi punkt zQ~NR, a Q jest jego otoczeniem otwartym, woéwczas moz-
na w nie wpisa¢ otoczenie uniwersalne V(zQ).

Dowéd

Z uwagi 2 orazdefinicji 2 wynika, ze w Q mozna wpisa¢ otoczenie
Q punktu zQ tak,by byly speknione punkty 1 i 2 definicji 4» Aby zakon-
czy¢ dowdd, wystarczy w Q wpisaé takie otoczenie zQ, by byt spekniony
takze punkt 3« W celu wyznaczenia tego otoczenia rozwazmy elsment
W,z0)6 "yoR W(zQ) = a + ibj w obszar W(Q) mozna wpisa¢ kwadrat o Srodku
w W(zQ) 1 bokach réwnolegtych do osi wspotrzednych. Niech dbugosé boku
kwadratu wynosi 6 . Wowczas V(zQ) = W-1 (K) jest pewnym otoczeniem zQ za-
wartym w Q. Mamy takze V(zQ)c Q. Dla z eV(zQ) zdefiniujmy rodziny krzy-
vvych»

$z(t) « Re W(z)+it(e+b)+i(1-t)(b-6),iz(t) = W"1($z(t)),t6 [0,1].
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Zauwazmy, ze Wo ([o,11) - Kn{wj Re w = Re W(z)}. Ka krzywych

Re W = const, a wiec takze Re””OR = const. tatwo tez spostrzec, iz spel-
nione sa inne warunki wystepujace 3(a) oraz 3(b) definicji 4- Wezmy teraz
ciag (zn)eV(zQ) zbiezny do =z eV(z0) oraz obierzmy dowolne 6>0. Istnie-
je wowczas <5>0 taka, ze W~1(W) - W-1(w)]|<£, jesSli tylko |w - w|<<5,

a w, weK. Dla tak dobranej 6 mozemy wybra¢ N tak, aby dla n > N
Re|W(zn) - Re W(z)|<<5. Poniewaz dla te[o,I] mamy |$zn(0 “8z(®] =

*]Re W(zn) - Re W(z)|, wiec dla te[o,I] oraz n >N otrzymujemy
|"zn (t) - tz(©)] = |w"lo™»zn(t) - W-10$ z(t)|<6. Dowodzi to jednostajnej
zbieznosci ciagu do Tz~ koriczy dowéd lematu.

Lemat 4

Dla dowolnego punktu krytycznego zQ stopnia dodatniego oraz dwéch
ustalonych sasiednich 4ukéw L, Lg z niego wychodzacych, na ktérych
Re K-gtoR " const, istnieje sektor uniwersalny S(zQ), zawierajacy na brze-
gu kawatki L1, L2 tych Hukéw.

Dowod

Z twierdzenia 1 wynika istnienie <$ takiej, ze koto K(zQ,6) dzielo-
ne jest przez Htuki wychodzace z zQ, na ktérych Ref£yoR = const, na jed-
nospéjne obszary, ktére mozna odwzorowaC¢ za pomocg istniejacych na nich
jednoznacznych i jednokrotnych gatezi 4eoR w podplaszczyzny Re w > o
badz Re w -1 o. Wybierzmy wiec na naszyoh ustalonych dukach po jednym
punkcie lezgacym w K(ZO,()) i potaczmy je dukiem Jordana L BrFelbiegajq—
cym catkowicie w jednym ze wspomnianych obszaréw. Kawadtki L», Lg Hukdw
L~, Lg wychodzace z zQ oraz duk L* ograniczaja tedy obszar jednospoj-
ny B. Ustalamy na nim gatgz <“~oR jednoznaczng i jednokrotna- Odwzorowu-
je ona obszar B na pewien obszar G. Bez trudu stwierdzamy, ze funk-
cje ~ oR w spos6b ciggly mozna przedtuzycna Huki L~, Lgjak 1 Huk L.
Wéwczas ich obrazem jest odcinek lezacy naprostej Re w =c, zawieraja-

cy w swym wnetrzu punkt wo « lim 4V°R”~z~ oraz pewien 4uk Jordana,
z *=zQ

potozony catkowicie w jednej z podptaszczyzn Rew< c lub Re w> c

i dgczacy korice tegoz odcinka. Funkcja OR jest tedy homeomorfizmem
B na G. Przyjmijmy dla ustalenia uwagi wQ= 0 a Gc{w: Re w > o}.
Woéwczas istnieje £ takie, iz kwadrat K = [- i1 , 16, 6 + ifi,E-i&]cG.
Oznaczmy przez S(zQ) obszar ¢;yR(K). Bez trudu stwierdzamy, iz obszar
ten spednia warunki 1.2.3.4 definicji 5 Dla punktow z 2z sumy zbiordéw
S(zQ), L1 = L2 " SV'r definiujemy rodziny krzy-
wych: $z () = Re4°Y°RNzN + N+ NYORNZN ™ “ "o =
=47rrR°$z(©» «[0,1]. Rozwazania zupednie analogiczne jak w dowodzie
lematu 3 prowadzg nas do wniosku, iz spedniony Jest réwniez punkt 5 de-
finicji 5*
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0 rodzinie krzywych <f odnotujmy jeszcze pewne wazne stwierdzenie:

Stwierdzenie 1

Jesli 3(t),te(a,b) jest dowolna krzywa Jordana, na ktorej Re 4yOR =
= const, przechodzaca przez punkt zeV(zQ) (8(zQ)), woéwczas zbiodr
T={Ve(@b :3te(,l) MM = ;CE)} jest rowny badz przedziatowi
@9 c (a,b), badz sumie dwéch przedziatow (@,oc) u (j5,b)-

Dowoéd

Dowdd przeprowadzimy dla zeV(zO)(dla z6S(z0) przebiegatby analogicz-
nie). Wykazemy otwartos¢ zbioru T.
Zauwazmy, ze W(6(T)), gdzie @»z0)64FoR Ilezy na odcinku LA/(-fz ((0,1))),
potozonym na prostej Re w = const. Jesli tedy tQei, to wobwczas
W@O(C'0))eL, a dla t =z pewnego otoczenia £> mamy Re W(6(Ey) =
“ Re "yoR (™(e0) = ReKvoRWV>) = He W(tFCC)). Tak wiec <S(\V)ei, czyli
zawiera sie w T wraz z pewnym otoczeniem. Zaktdézmy teraz, iz (oC,p), d4 a,
jJji4 b jest skiadowg zbioru T. Mamy wtedy WeO((oc,|5)) = L, gdyz w prze-
ciwnym razie «i p nalezatyby do T. Ze wzgledu na definicje zbioru T
oraz roznowartosoiowos¢ <5 otrzymujemy T = (5,H)- Jesli teraz T przed-
stawimy jako sume skkadowych, to w przypadku, gdy istnieje ich wiecej niz
jedna, musza one mieé postad (a,00, (Hb). Tak wiec bgdz T = (£) badz
T= @ u @b).
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MECTHUE'™ CJO.10T.dA KPilideX HA HiOTOPEX Rej”R(z)Az = coast

Pe3b me

B [3] A.C. schaeffer u D.C. Spencer nocxpoHAH xeopnio r-cipyKiyp aah
HecKOAbBKO THnoB panaOHajibHbix ~yHKpHK. Sly xeopHB o6csbiHH J.A. Jenkins H
Ha3BaHO ee xeopHeii KBaApaiHHHbix AHcExJiepeHiiHaJioB. Ochgbhhm noHHxeii bxhx xeo-
pan aBjiiieTca - b padoxe [3j 310 pemeHae Aa$Ki)epeKuaalJibHoro ypasHeHaa
T/RZM))z"(D)=1 (), b pafioxe [I3 bchobhhm noKKMex HBJiaeMca MaKcaMajibHaa
KpaBa Ha Koxopoii R (z (t))Z.Z(t)>O- rfle R panHOHaAbHas a f AeucxBHieAb-
Haa iiyHKuaa.

Abtop npeAAOHHA KOHCipywiHB TpaeKTopaa Koxopaa ocHOBhmaeicH Ha aHaHMHHec-
khx ajieKeHTax. Sxox npocxoii, HaxypaAbHhiii h aidxpeKTHBHHii b noxb30BaHHio MexoA.
PaSoxa [53 a axa paboxa (Koxopaa ecib rtpoxoxxeHHeM [53) hbahbxch BcxynxeHHeit
3 axy KOHCxpyxi*HB - Jiqukh, sakeHaHaa a xeopeun CyAex HeoCxoAHMue b Aajibmnx
padotax.

d padoxe aBiop onpe.neji.aex, Kor,na Ha Kpasoii <p(t)te(a,b) 3axoAHib iJopMyjia
Rei” = const,r\ne sxo ceMba oaho hah MHoro3HaHHHX aHanaiKHecKax $yHK-
naa, nepB006pa3HHx Alia oaho hah MHoro3Haaaax anajiaiHHecKax $yHKuaa a/ r (z).

OnpeAeAeHae. roBopHM no Ha KpiiBoft ~>(t),te(a,b), Re~g=const., ecxn aha
AB602 $yHKHHa xnna HaxoAHica hkcao c¢ h ceHba aHanHiHHeckHX aAeMea-
Xob (Koiophie npHHaAJiexax axoB (pyKknaa) (W(D),<p(t))te(a,b) xaK hios

(i)  Re W(t)(<p(t)) =c te(a,b)
(ii) ecAH [ot,p>3c(a,b) xorAa (W(t),">(t)) hbaabtch nenoit aHaxHiHvec-
khx aAeMeHXob, coeAHKaeMHx (W@C),”>(cX)), (W(|3),*>(f3)).

£aAbne aBiop HCCAexyex MeciHbie CBoaciBa xaaax kphbhx.

LOCAD PROPERTIES OP THE CURVE ON WHICH RajAjR(2)iz » const

Summary

In [33 A.C. Schaeffer and D.C. Spencer desoribed the theory of F-struc-
ture related to several types of rational functions. This was generalized
by J.A. Jenkins and it was called "the theory of quadratic differentials'.
Trajectory is the Tfundamental notion in these theories, it is a global
solution of differential equation '"VR(z(t))z"(t) = i1 [® in the work [33»
in the work [I3 a fundamential notion is a maximal curve, which satisfies
Rz()) z]2(®) >0, where R(2) is rational and “fit) real function. The
author aims of the construction of the trajectory relying on the analytic
elements. This methos is natural, simple and effeotive in use. The work
[53 and this work (which is continuation of [53) are introduction at this
construction - the lemmas and remarks will be used in a next works.
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The author defines, when on the curve ”>(Pte(a,b) the formula
Re~YR1= °°aat. is satisfied where 4" is a family of single or many-va-

lued analytic functions which are primitive for the single or many-valued
analytic functions \R®@)".

Definition« We can say that on the curve y(t) te(a,b), Re~”>= const.,

if for eWry function of the type 4~* there are a scalar c¢ and a fami-

ly of analytic elements (belonging to this function) W(),>()), tel(p)
so that!

@  Re WO(P(®) » ¢ te(a,b)

@) if [oC,@lc(@,b) then (W), y(b)), te(c,|>») is a chain joining
W@, A=Y, WI2),UD)-

Next the local structure of these curves is studied.



