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0 POCHODNEJ ROZWIAZANIA ROWNANIA FUNKCYJNEGO

) = max {g(y) + h(x-y) + f[(a-b)y + bxI}
0*y«X

Streszczenie. W pracy wykazano $cistg zaleznosé, jaka zachodzi
pomiedzy postacig pochodnej rozwigzania badanego réwnania funkcyj-
nego a postacig ciagu pochodnych jego ciagu kolejnych przyblizen.

W dowodach twierdzen wykor”~stano wyniki zawarte w pracy [X]-

Nowy rezultat uzyskany w pracy daje pedniejszg informacje o réznicz-
kowalnosci rozwigzania réwnania funkcyjnego programowania dynamicz-
nego.

2. Wstep

Przedmiotem badan sg zwigzki miedzy pochodza rozwigzania réwnania funk-
cyjnego

f(x) = max (gy) + h(x-y) + fRa~b)y + bxl] (€D)
0OSy«X

a ciggiem pochodnych ciagu kolejnych przyblizen réwnania (@)

F-(x) = max [g(y) + h(x-y)]

0«ySX
@
f ) = max + + fn-1 C(a-b)y + bx]} n=2,3,.*.
n o<ysx
Rozwazania przeprowadzane sa w pewnym przedziale {JO, . X > 0.

3« W cake.i pracy obowigzuja zatozenia:

@ g i h sa funkcjami ciaggtymi dla x » 0,
® g(0) =h@) =0,
(© O<a<b<l ,
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Id) m(bax)<+° , m(x) = max max {lgMI . hMNI} .
oky«x:
(e) dla kazdego x>0 zbiory,

FOO = {yelo,x] ITCO = g(y)+h(x-y)+F [(a-b)y+bx]},

F..09 ={yelo,x] If1()

g()+h(x-y)}
Pn ) = {ye[o.x]1Ifn () = g(y)+b(x-y)+i'n_1 [(a-b)y+bx]} n = 2.,3,...

sa jednoelementowe.

(i) funkcje gib sa rozniozkowalne w sposéb ciggty dla x>0,

() w kazdym punkcie przedziatu (O0,x[] istnieje pochodna rozwigzania roéw-
nania (1).

Zatozenia (@)-(d) zapewniaja istnienie i jednoznacznos¢ rozwiazania roéw-

nania (1) (patrz [ ).

V pracy ["2J przy zatozeniach (a)-(i) pokazano, ze istniejg pochodne wyra-

zow ciggu (2) i wyrazaja sie wzorami:

P00 = max {g" (Y1 Q).  h"(x-y-,CIN
FAC) = max (gAyn Q) + af i [(a-b)yn ) + bx*, (©)

Mx-yn Q) + bffl_1 [(a-b)yn C) + bx]),

gdzie {yn(XX)} =Pn(), n=1,2,...
\i znajduje sie
Twierdzenie 1

Jezeli spednione sg zatozenia (a)-(d) oraz (i), wtedy istnieje pochod-
na funkcji F w zerze i wyraza sie wzorem:

V/ £47 dowodzi sie nastepujacych dwoéch twierdzen:

Twierdzenie 2

Jezeli funkcje g i b sag silnie wkleste i rézniczkowalne w sposéb
ciagty dla xa0 i jezeli
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to y(x) -0 Ola x.0, gdy < 4N

albo

y(x) 0 dla 0~x”~xQ i O<y(x)<x dla x>xQ,

gdy
o1 > h'C)

gdzie xQ jest jednoznacznym pierwiastkiem réwnania

g"(@® - h") + (a-b) jP bnh*(n+1x) = 0 . o)
n=0
Twierdzenie 3

Jezeli funkcje g 1 h sa silnie wkleste i rézniczkowalne w sposéb

ciagiy dla x >0 i jezeli

m W - <«

wtedy 0”7y (Xx)<Xx dla X > O.

4. Zdefiniujemy zbiory

An = {xe[o,xJ : O<yn(x)<x} ., n=1,2t... D
Bn = {xe[o,x]: yn() = 0} . n=1,2,... @)
cn = {xe[o,x]: yn@) = x} . n=1,2,... ©
A= {xfc[0,x] s 0<y(x)<x} (10)
B = {xe[o,x] s y(x) =o} @an
C = Ixe[o,x] : y() =xj - a2
Zauwazmy, ze
Anu BnU Cn = ~°.*] dla n = 1,2,... 3)

AuBuc = [o0,x] - as
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Ze zbiorami (7)-(12) zwigzane sa zbiory:

r-r n , ah'(x-y (x)) - bgly (x))"|
n * 4xe[p,xj : 7)) =———--—- 2N 7 = 1»2»* (15
= {xe@®»" : yn~ °0 1 XMAY* o= 1F2* *
ch = {x6[°*x] : ynX)=x 1 XNE} » n = 1F2*” *

Udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4

Zbiory (h =1,2,...) sa domkniete oraz dla kazdego n AgcA”™»
gdzie An oznacza domkniecie zbioru Aa.

Dowodd:

Domknietos¢ zbioréw AN (n = 1,2,...) wynika z ciagtosci pochodnych
f,0" 1 h" oraz z ciagtosci funkcji yn.

Hiiecb teraz x el . Istnieje ciag (xJcA oraz lim xk = x
o n Ic>00

Z (7)) wynikajg nieréwnosci O<ynXE)<-xjf dla k = 1>2F -

y/obec tego z warunku optymalnosci otrzymujemy roéwnanie:
g"On (xk)) + af~_n[(a-b)yn(xk) + bxj =
*xk - yn@k}P + < -1 [@"b)yn(xk) + bxJ =«

Stad i z (3) otrzymujemy roéwnosc:

ax. -y &) - b’y &
* n-S-

f;(*k) = dla k=1,2,. .

Korzystajac z ciagtosci pochodnych f°, g", h; oraz z ciagtosci vya
otrzymujemy w granicy przy k><> réwnosc:

fa<Vv = S=E [ah'(x0 - yn(x0);i - fs'(yn(x0))]

Wobec tego zgodnie z (15) punkt xQ 6
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Twierdzenie 5

Bn = Bn oraz Ch = °a - Sdzie

B" = jxe[o,x] s yn(x)=0 i fA(x)=h"(x)+bf*_1 (bx) >
= {xe[o,x] * yn(X)-x i F;(xX)=g"(x)+af;_1(ax) <
Dowoéd
Niech X6Bn» *3* yn(*) =0 i I<An*
Zajdzie zatem jedna z nierdéwnosci:
f*(x)< ab”j-b”0j alb0  fA() > mhx(x3;~ (0) .
Poniewaz yaM = 0, to z warunku optymalnosci i z faktu, ze

nika nieréwnosc¢:

g0) - " + (a-b)Fr ~ (bx) < 0.

Z zatozenia (c) wynika, ze

c i -

Z (3 wynika, ze

fAX) = max{g"(0) + af*_1(bx), h'Q) + bf ., (bx)} .

Zatem

FA()=h" (x)+bfa_1 (bx) > h*(x)+b ~ *

Oznacza to, ze X eB~.

Wiech teraz x6Ba,tzn. yQ(Xx) =0 i + ahIxj£b£LOl ,
Oznacza to, ze ynU) =0 i x$A", czyli xeB".
Analogicznie mozna wykazaé, ze =c".

Z okreslenia mamy, ze zbiory AN, BN i sg parami rozkgczne

XNAJ

oraz

59

(18)

a9

wy-
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Zdefiniujmy teraz nastepujace zbiorys

A" = {xe[o,x] ) - Q1)
B = {xe[0,x] () =0 i x$a'}, @2)
C = [xe[0,x] y(x) =x i x~a"} . 23)
Twierdzenie 6
B*= B"™ 1 C"= C,”" gdzie
(€]
(25)
Dowod
Miech teraz x6B1 Wtedy y(x) a 0 i pochodna funkcji f - [21) wy-

raza sie wzorem*
T = max {g"() + af"(bx), h"() + bFf ibx)} .
Z warunku optymalnosci mamy nieréwnosc*
h’() + bf*(bx) > g"©Q) + af"(x).-
Stad
) = h"() + bf"(bx) 5= atA*)-P/d9i ,
ale x Al wiec
) = b"X) + bf (bx) > -

Oznacza to, ze XxeB"*
Jezeli xeB"," to z faktu, ze

) = h"Q) + bFf"(bx) > aM x)r*&i2l f
wynika, ze

Xx*A" i g0 - b") + (a-b)F (bx) ~ 0.

Stad y(x) a0 1 x $a”’ czyli xgb =~
Podobnie mozna wykaza¢, ze C a C
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Twierdzenia 7
B cli oraz CiklLi C», Li ozn. dolng granice topologiczng.
Dowod

Niech x6B. Wtedy
y(x) =0 i Q) = h"Q)+bf(bx) > .

Ciag {yn ()} jest jednostajnie zbiezny do y(x) (p- [2])- Pokazemy, ze

dla n wiekszych od pewnej liczby n0O yn() =0 i X
Przypusémy, ze tak nie jest. Istnieje wiec podcigg {yn (xX)} ciagu

{yn(xX)} taki, ze 0N yn (X) <x oraz leA™
£

[
Wtedy
ah"x -y Q) - bg'ty )
c w B-————
Stad
lim f£> () = ah)\xj - isiiSl .
ul, a“
Ciag jest zbiezny do ) (- [2]) i Q) =

co oznacza, ze X ekl.

Analogicznie mozna wykaza¢, ze C*Li CA/.

Twierdzenie 8

1 s
Ac Li AncA .

Dowod
Niech xeA, wtedy O0O<:y(x)<x.

Z jednostajnej zbieznosci cigagu(yn (X)} doy(x) wynika istnienie no :>0,
ze dla n > n0 o<yn( < X.

Oznacza to, ze dla n>nQ zSA”, a tym samym xeli AN. Prawdziwe jest
wiec zawieranie Ac Li AN

Z okre$lenia zbioréw A", B1, C1lwynika, ze

AuB'uc' = [Ox] . (26

Z (26) i z twierdzenia 7 wynika, ze Li A~CcALl.
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VW dalszym ciagu oprécz zatozen (a)-(J) obowiagzywaé¢ bedzie (k) funkcje g
i h sg silnie wkleste.
Wypiszmy nastepujace nieréwnosci:

1 (28>

Ma miejsce twierdzenie:

Twierdzenie 9

Jezeli zachodzi (27) albo (28) i pierwiastek réwnania (5) nie nalezy do
[0.x], wtedy B"= [0,i] oraz istnieje nQ takie, ze dla n>nQ Bn=
Jezeli zachodzi (28) oraz xQe[o,i] jest pierwiastkiem réwnania (5), wtedy
Bl= [o,x ) i a"= [xq, x] oraz istnieje nl> 0, ze dla n > nl Ba=[?>x0)

1 = [xo0o’'x] *

Dowod

Z twierdzenia 2 wynika, ze w przypadku (27) yU) = 0 dla xe[o,x3.
Gdyby istniat punkt x6[0,X]nA", wtedy:

) ., sbxegmhl ~ - @)
@

Poniewaz przy y(Xx) = 0, dla xe[o,x*] jest f(x) = | h(b x),
n=0

to

) =7 bnh*(nx) - (€]
n=0
Réwnoczesne zajscie (29) i (30) oznacza, ze Xx jest pierwiastkiem réwna-
nia (5), co daje sprzecznos¢, gdyz réwnanie (6) w przypadku (27) nie po-
siada pierwiastkow.
Zatem B" = [o,X]-
Gdyby istniat punkt xe[o,xJ taki, ze xeA , wtedy:

C G - ek [ahU - ynk(O)) ™

Poniewaz

lim fik () “ a-b Cah,(x) “ b~ 0)] =
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wiec pochodna funkcji Ff w punkcie x wyrazitaby sie wzorem (9), co
oznaczatoby, ze x jest pierwiastkiem réwnania ().

Zatem istnieje n0> 0, ze dla n>nQ jest = [o0,x]- Hiecb teraz za-
chodzi (28) oraz pierwiastek réwnania (5) nalezy do przedziatu [p,x] <=
Wéwczas y(x) = 0 dla xe[o,x0] 1 0< y(x)<x dla xo< x “ X, Rozu-
mujac podobnie mozemy pokaza¢, ze B1l= (0,x0).

Jezeli xe (xQ,x3 , wtedy O<y(x)cx, a to oznacza, ze A = (xQ,x]-

Z twierdzenia 8 oraz z warunku (i) wynika, ze a"= [x0,x] - Analogicz-
nie jak w przypadku (27) mozna pokaza¢ istnienie nj>0 takiego, ze dla
n>ni Brn m Co,x0) i AN = [xQ,X]-

Udowodnimy twierdzenie.

Twierdzenie 10

Jezeli zachodzi warunek (6), wtedy a"= Q),x]] oraz istnieje nQ> O,
dla n>nQ A” = [o0,Xx]-

Dowod

Z twierdzenia 3 wynika, ze A = (0,xQ. Z twierdzenia 8 oraz z zato-
zenia (i) wynika, ze A" = [o»*3*
Poniewaz ciag {yn (*)} 3est jednostajnie zbiezny do y(x), wiec istnieje
nQ> 0, ze dla n>nQ O<yn()-ix dla xe(0,xj- Z warunku optymalnosci
i 3 mamy, ze AN * C°»*1 dla n>no*

Uwaga 1

Jezeli w (27) i (28) ulegng zmianie kierunki nieréwnosci, wtedy mozna
udowodni¢ odpowiednik twierdzenia 9, operujgc zbiorami A*, C, AN i C~.

Uwaga 2

W przypadku, gdy g i h ag silnie wkleste, o0 postaci zbioréw Al B( C;
wyraznie decyduje pochodna funkcji f w zerze.
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0 IIPOHSBOMHOtE PKLIBHHH iyHKUHOHAJIbHOrO yPABHEHHH

Pe3nue

B padoie AOKaaaHO ciporyio 3aBHCHUocit ueawy j>opuo8 npoH3BoaHo8 pemeHHa

(pyHKUHOHalitHoro ypaBHeiiHA.

fO) = max {g(y) + b(x-y) + f[(a-b)y + bx]} al
0oSsy«X

H (o8 nocxexosaieJiLKOCTH npOH3BO,HHHX ero nocaeAOBaiejibHHX npHOJiaxeiraii

f. () = max fg(y) + h(x-y)]
osyix

f ) = max {g(y) + h(x-y) +F ,[(a-b)x + bx]} , n=2,3,... (@3]
n 0sy«X

Kpoue ciaHAapTHhDc cbohctb KaTopuMH aojixnu oObaaflaib g H h HcnoJib3yeica
cJteayiomHe ycJiOBHa
(e) MHOKceciba

POY = {y6 [0,x]IT () = g(¥)+h(x-y)+T [(a-b)y+bx]}

O = {yel0,.x]1f1 () = g(¥)+h(x-y)}

PnCO = {ye[0,x]Ifn () = g(¥)+h(x-y)+fn_1[(a-b)y+bx]} , n=2.3,...

HVeiOT JIKDb OfIHH 3XeueHT

(i) Bbecl [o,~>).

B aoKa3aiexbciBex TeopeM HcnoJie30BaHO pe3yabTaihi noxyaeHti » padoie ¢2]
HoBnfi pe3yjibiai no“iyaeHuit » padoTe “aei Bojiee noJiHy» HmpopMannio O bo3mox-
hocth peraeHHa ypasHeHaa (1).-
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Summary

The strict relation between the form of the derivative of the solution
of the functional equation

FOO = max (g(y) + h(x-y) + F[(a-b)y + bx]} @
0Ny~AX
and the form of a sequence of derivatives of its successive approxima-
tions
-0 = max [g(y) + h(x-y)1]
osy*iIxX
f ) = max {g(y) + h(x-y) + f n[(a-b)x + bx]}, @)
u 0Sy«X

n-2,3,..., is established.
Besides usual postulates on g and h the following properties ase assumed:

@ the sets
F() = {yelo.x] IF() = g(y)+h(x-y)+f [(a-b)y+bx]}
F-,00 = {ye[o,x]If1CO = g(y)+h (x-y)}
Pn () = {ye[o.x1ITn () > g(y)+h(x-y)+fn_1 [(a-b)y+bx]}
n=2,3,..., have exactly one element for any x >0

(@ g, beCl [o,«0.

The proofs of theorems are based on the paper [2]. The new result proved
in paper gives some information about the problem of differentiability of
the solution of (1).



