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0 PEWNYCH WEASNOSCIACH ASYMPTOTYCZNYCH NIESTACJONARNYCH UKLADOW
DYNAMICZNYCH

Streszczeni e: 4 pracy analizowane sa uktady dynamiczne opisane

stochastycznymi réwnaniami catkowymi typu Volterry 11 rodzaju.
Poréwnuje sie rozwigzania roéwnan przedstawi ajacych tzw. "'stan
ustalony” w uktadach dynamicznych z rozwigzaniami réwnan

przedstawiajacych "stan nieustalony™_Badane sa warunki ,przy ktérych
efekt dziatania zaburzen poczatkowych znika w nieskonczonosci.

1. WSTEP

Wiele uk¥adow dynamicznych, wystepujacych w réznych gateziach
techniki,mozna opisa¢ stochastycznymi réwnaniami catkowymi. Sa to na
przyk#ad: ukdtady mechaniczne ciggte 1 dyskretne zawierajace elementy

lepko—sprezyste, uktady mechaniczne, elektryczne 1 1inne zawierajace
elementy liniowe niezmienne w czasie ipewna liczbe elementoéw
nieliniowych zmiennych w czasie (hp, rezystoréow) , duza klasa ukdtadow

sterowania ze sprzezeniem zwrotnym 1 wiele innych.

W analizie nieliniowych uk#adéw dynamicznych szczeg6lng role
odgrywaja wkasnosci uk*adéw opisanych nieliniowym, losowym réwnaniem
catkowym typu Volterry |11 rodzaju postaci

t
x(t,u) = z(t,u>) + 1 k(@E&T,<>)-F (r, xCr,w) <dr ,te (€D)
0

gdzie z(t,u>) jest procesem stochastycznym, ktéry reprezentuje tzw.
"wejscie" ukdadu dynamicznego i obejmuje miedzy innymi warunki
poczatkowe w chwili t=0. Proces stcchastyczny x(t,0>) opisuje tzw.
"wejscie” uktadu dynamicznego i jest odpowiedzia uktadu (@) na sygnat
wejsciowy z(t,0>) whaczony w chwili t=0.Jak #atwo =zauwazy¢, rozwiagzanie
x(t,(«) roéwnania catkowego (@) iest z naturalnych przyczyn procesem
niestacjonarnym.

Analiza wkasnosci uktadu dynamicznego (1) jest zdozona i1 w zwigzku z
tym dokonuje sie rbéznego rodzaju uproszczehn w stosowanym modelu
matematycznym.l tak z matematycznego punktu widzenia wygodniej jest
czasem badac¢ réwnanie catkowe Volterry 11 rodzaju postaci
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t
y(t,w> * z(t,0>) + J k(t-T,0») f(r,y (t,0>) ,<>)dl ,te R 1 (@]
-
ktére opisuje model matematyczny uktadu dynamicznego poddanego

wymuszeniu stochastycznemu,okreslonemu dla wszystkich te R1.

Przy pewnych zatozeniach mozna wykazaé¢, ze odpowiedz ukdadu <2) na
stacjonarny sygnat wejsciowy jest rowniez procesem stacjonarnym C63.
Analiza whasnosci proceséw stacjonarnych jest 2z naturalnych przyczyn
duzo “+tatwiejsza niz proces6w niestacjonarnych C4,53,stad korzysci
ptynace z takiego uproszczenia.

Innym przyktadem jest przyblizona analiza rozwigzan okresowych
réwnania <1) ,ktérej dokonuje sie w oparciu o réwnanie (2)-Na takim
przyblizeniu oparte sg miedzy 1innymi szeroko znane metody -Ffiltru
idealnego i1 funkcji opisujacej.

U podstaw analizy rozwigzan réwnan (@) i (@ lezy =zatozenie,ze
réownanie <2> opisuje tzw. stan ustalony w uktadzie dynamicznym
okreslony dla te R1l, natomiast réwnanie (1) opisuje tzw. stan
nieustalony (inaczej '"stan przejsciowy'), bedacy wynikiem pojawienia sie¢
na wejsciu uktadu dynamicznego w chwili t*0 dodatkowo wpdywu niezerowych
warunkéw poczatkowych lub dodatkowego zakddcenia.

W wielu przypadkach sktadowa nieustalona sygnatu x(t,&) =zanika do
zera przy t=a> .Celem analizy przeprowadzonej w pracy jest odpowiedZz na
pytanie, kiedy 1 x(t, <)y I~ >0 przy t— > o .

2. OZNACZENIA 1 PODSTAWOWE DEFINICJE

W pracy zajmujemy sie stochastycznymi réwnaniami  catkowymi typu

Volterry 11 rodzaju postaci () 1 (@).

Bedziemy dalej zaktadac¢,ze prawdziwe sa nastepujace zatozenia:

(Al) > jest elementem przestrzeni probabilistycznej ( w , 7T

(A2) z(t,0>) jest mierzalnym procesem stochastycznym okreslonym na RI*,
o wartosciach rzeczywistych ;

(A3) losowe jadro Volterry k<t,a>) jJjest mierzalna, losowag funkcja
rzeczywista okreslong dla te R"A:=CO,00 C i réwnag zeru dla
te rS*0-00,0C dla prawie wszystkich w e o ;

(A4) nieliniowa funkcja losowa f(t,x,<>) jest mierzalnym odwzorowaniem
RAXR™MW — >R* i1 analogicznie f(t,y,0>) IRIXR4xti — >R* oraz
f(t, ., )«F(t,.,.) dla wszystkich te H

(A5) x(t,0>) ,y(t,0>> sa nieznanymi procesami stochastycznymi.

Przeprowadzajac analize réwnan (@) i () wykorzystujemy metody
analizy funkcjonalnej i teorii proceséw stochastycznych.

Ponizej oméwione =zostanag podstawowe oznaczenia i definicje
wykorzystywane w dalszych rozwalaniach-
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DEFINICJA 1.Powiemy, ze proces stochastyczny x<t,to) ,te R jest
procesem 2 rzedu lub nalezy do przestrzeni L2 Jezeli dla
dowolnego te R1 mamy

Erlx (t<ab |*] = J  Ix<t,a>> pP(du> < @

Zauwazmy, ze zmienna losowa x (.,<) jest catkowalna 2z kwadratem ze
wzgledu na miare P(.) dla kazdego te R™N.  Wprowadzimy nastepujace
Oznaczenie dla drugiego momentu tej zmiennej losowej

1 x(t, - )«i = f]] x<t,->

Dla kazdej wartosci te R1 przestrzen zmiennych losowych L2 («,/?,P) jest
przestrzenia Hilberta C4,53.
Bedziemy zaktadac¢,ze procesy stochaastyczne x<t,<>) ,Ly(t,u>), z(t,co)
sa funkcjami argumentu te R1 o wartosciach w przestrzeni
Funkcje fF(t,x(,w) ,w) 1 T,y (E,<),thedg przy pewnych dodatkowych
zatozeniach réwniez funcjami o wartosciach w przestrzeni L2<<a,f?,P>.
DEFINICJA 2.Powiemy,ze zmienna losowa X ) jest P-istotnie
ograniczona lub ze nalezy do przestrzeni Jjezeli istnieje
stata M >0 taka,ze

Pl[to sx & | >M | * O A)

Najwieksza dolna granica zbioru liczb M ,dla ktérych =zachodzi relacja

@I* jest nazywana istotnym kresem goérnym Ix(u)] ze wzgledu na P i
oznaczana bedzie

P-ess sup [x@&) | = inf (sup [x@>)D
w € w -"-0
gdzie Pk>0>=0. Norme przestrzeni ,~,P> oznacza¢ bedziemy przez
[1Ix©) 11l := P-ess sup [x©>]
Uu€u
W analog:czny spos6b rozumiany bedzie istotny kres dolny, ktéry

oznaczany bedzie P-ess inf
Y€ =

0 stochastycznym jadrze k(t,u>) zaktada¢ bedziemy, ze jest P-istotnie
ograniczone dla wszystkich te R~.To =zatozenie zapewnia, ze iloczyn
k(t-r,o>) i1 fF(r,x @& ) ,05) pozostaje elementem przestrzeni L < ,/?,P).

DEFINICJA 3_.Niech dalej "C LZ(u oznacza przestrzen  -funkcji
losowych o wartosciach w LZ<wf/BP) ciagtych w sensie Sredniokwadratowym
z metryka okreslong w sposob nastepujacy

Ix(t,a>) 1 i= sup I x(t,<i>)1
c<r:I,u >
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W tak okreslonej przestrzeni wydzielimy klasg N funkcji losowych xq <t,U),

dla ktérych l.i.m. * (t,w) =0.Klasa N<R*;LZ(w ,f?,P>) wszystkich funkcji
t~>00 ° t
losowych _ciggtych w sensie Sredniokwadratowym dla teR+ i dazacych do

zera w sensie Srednim, jest podprzestrzenia liniowg zupeing.

Podzielimy przestrzen C<R™;LZ(w ,I1?,P)) na klasy rownowaznosci. Do
tej samej klasy zalicza¢ badziemy dwie funkcje losowe x"(t,w) i zMt.w)
wtedy i tylko wtedy, gdy ich réznica x#x2 nalezy do przestrzeni
N<R*;LZ<>> ,p,P) ).

DEFINICJA 4. Zbiér klas roéwnowaznosci oznacza¢ badziemy
C/N = C/N(R™;LZ<w ,p,P)).H przestrzeni C/N wprowadzimy norma

x(t,u)l =1.i.m. x(t.oo) | = lim sup [1Ix<t,0j)B
C/N<R*;LZ) t >0 T—>00 t>T
Inaczej méwiac, dwa sygnaty =zaliczymy do tej samej Kklasy, Jezeli
posiadaja taki sam S$redni “stan ustalony', tzn. elementami przestrzeni
C/N bada procesy stochastyczne ograniczone i ciagte w sensie

Sredni okwadratowym dla te R* i okreslone =z dokdadnosciag do procesoéow
dazacych do zera w sensie Sredniokwadratowym przy t >0 .

W dalszych rozwazaniach pojawia sig jeszcze jeden rodzaj przestrzeni
funkcyjnej z tzw. mieszana normg 171.

DEFINICJA 5.0znaczymy przez Lpg@®™) - Lp(R™;Lg<w ,/?,P>) ,  I<p<oo
I<g<oo zbiér mierzalnych funkcji losowych x(t,u) ,dla ktérych zachodzi

k] R <

o>
Norme w przestrzeni Lp,q wprowadza sie w nast@pujacy sposcb:

| et fopich= 37T Keto]lg D dt J

Wprowadzone do rozwazan przestrzenie funkcyjne sg wszystkie

przestrzeniami Banacha. Oczywiscie definicja 5 pozostaje prawdziwa®
jezeli w miejsce poélprzestrzeni R” wstawié¢ cata przestrzen R1 .

3. ISTNIENIE 1 JEDNOZNACZNOSC ROZWIAZAN

W twierdzeniu 1,podanym ponizej, rozwazany jest problem istnienia i
jednoznacznos$ci rozwiazania réwnania catkowego
t
x(t,a>) = z(t,w) + F k(@T,a>)f(T,X (1,6 ,Cix>dr @

0
TWIERDZENIE 1. Zakézmy, Zze spednione sa nastepujace warunki:

@G k(t,u>),tk<t,u)),t*k(t,w)™.4 (R*5L<S_,/9,P))nL2 (R*;L®(0> ,/?,P>> ;
(B2) dla kazdego xe R1 funkcja f(t,x,&) jest ciagta w sensie
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Sredni okwadratowym, f<t,0,w)“0 mod (P),oraz istnieja takie nieujemne
liczby i 1 n, ze zachodzi:
— <F(tIxjto>
<M , dla kazdego x ,x ,t«R*
B3> P-ess inf iIinf > :
e u0 Re s>0" K(s,<0> 2 2

Wtedy dla kazdego z (t,o0j)«=C/N<R jL2(w ,/3,P>> istnieje doktadnie jedno
rozwigzanie réwnania (4) w tej przestrzeni i istnieje stata a taka,ze

Iim 1 x <t,w)-x (t,u)l S 2a lim 0 z <t,0>)-z (t,M) I o)
t >0 1 2 2 t >

gdzie Xx4*x2 s4 rozwiazaniami rownania <4) odpowiadajgcymi wymuszeniom zn
i z» odpowiednio,z™ i sa procesami ciagtymi w sensie $redniokwadrat—
Mym.

Dow6d.Dowdéd oparty jest na nastepujacych dwéch lematach i jego idea
pochodzi z pracy CS,str.2061.

LEMAT 1.Rozwazmy stochastyczne réwnanie catkowe postaci:

t
Xx(t,u) = z(t,u> + J K(t-T,6)>q (TX (T,w>dT ,teR* >

Niech spednione beda zatozenia O(Bi} i (B3) oraz ponadto:
CH m<q() S M dla wszystkich t?*.

Jezeli z (t,0) jest -funkcja roéwna =zeru roodCPk poza przedziatem
Cn,n+IC ,a x(t,<0) jest odpowiadajacym jej rozwiazaniem réwnania (6) ,

to istnieje stata a (zalezna wykgcznie od m,M, k<t,w)) taka, ze
I X <t,0>)B < —————— - sup Bz (t,a)B ,t>n <7
n 2 (1+t-n) n<t<n—«-1 n

Dowéd.Jezeli z~_2,2(R™> ,to rozwigzanie x réwnania (&) rowniez
nalezy do przestrzeni L2,2(R™> i istnieje stata fi,taka,ze

B x(t,<1>)K2’2< fif z(t,u)lz—,é\ ®
Zauwazmy takze, ze
T
Ixn<t,w)H2< I (t,a>) >z+ J | k<t-T,»)qdr>xn<T,0))dr jz <
0
1/2

FLF . mm. .-, "w*]e*[[ 4 parj * 12 @B <

9
;ﬁli xn<t,o>) IZ,Z‘ 1z n ™)
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gdzie r “ «naxCfmk, IM|>-Przez k=1,2,.-.. oznaczamy dalej
wynikajace z oszacowan nieréwnosci -Poniewaz
@ 2 n+1 2

av et f>1HbDH“- J ¢ Zn(>*>"2) dt = | (¢ =,<F."S«*) dt <

sup fi z (t,w)f1~ fsupB z <too>11
JE8 1 SULE g n 2= t n
Z nieréwnosci (B) i (9 wynika wprost oszacowanie

i xn(t,.u) iZ < (/§’><<z+i)SHP az, (t,u>a£ = fECﬂ:

gdzie Cn«: sup ® z, (t,w)B2

stala

ao

Pomnézmy teraz obie strony réwnania (6) przez (1+t—n) .Otrzymamy

t
(I+t-n)xn(t,u> i h (tl,w)+ 1 k(t-T,<o0)q(r) (I+T-n)xn(r.uidr
0
gdzie
t
h ¢t = (I+t-n)z sy + J kE—r,w> (t-r)q @ )x (r,w)dr

0
Pokazemy,ze funkcja losowa h (t,w) nalezy do L * (R+).

t
1 h4(t,u>Bz 2< 2B zn(t,w)Bz + |j k(t-r,«) (t-T)xn(T,t>)dr|z 2
0
Zdefiniujemy operator A™ jako
t
(AN) (t,to) := Kk (t~T?0) (t~r)x Cr,u>)dT

I0

Normag operatora A" rozpatrywanego jako odwzorowanie L * <R+) w

mozemy oszacowaC nastepujaco

1 A0 < P-ess sup sup K <s,co) | r
12,2 €w Re s>0 1
gdzie
@
KNiSjW) i« i e Sttk(t,w)dt
0
Poniewaz na podstawie zatozenia <Bl)
@
mVz,*- Ff 11tk I1]]dt < @
0

wiec nieréwnos¢ <12) przyjmuje nastepujaca postacé

an

a2

siebie



Wynika stad ,+*e proces stochastyczny h4(t,u) .Ponadto
t
Ih,<t<0)] ,< 21 z (tu) 1+ | f k<t-t,0) <t-r)q(t>x <r,uwydrg, s

(o]
00

21 z <€)+ ril IIt(E,05) [[1dtB x (t,wsH, - <
0

2 + rft™\ I |tk<t,o0>) || Idtjsup i zn (t,0>)I12 = fACn

1 powyzszych rozwazan wynika,ze rozwigzanie <l+t—n)x™(t,w) réwnania
(11) nalezy do przestrzeni L2,2(R") i zachodza nastepujace nieréwnosci

1(+t-n)x (t,09H, < fil h <), < ARC

I<I+t—n)><n (t,0>) I2< ﬁ1 I<1+t—n)><n <t,u>) I2'2+ H h1 (t,a>) I2< _(isgrI

Pomnézmy réwnanie (6) stronami przez (A+t-n)2.0trzymamy
t
(7NN, <) * h2<t,<b)+ | k (t=r,i™) <1+T-n)2q (T)x"<T,0>)dr ,t"R* a3
0
gdzie
L
<t,0>)= <l+t-n)2Zn(t,<a 2] k (t~-T,0>) (t-T)q (r) (IHT-n)X <T,<*>)dT»

i
k (t-r,6>) <t-r)2q <r)x (T,0)dr
o
Pokazemy, ze funkcja h2(t,0>) nalezy do przestrzeni L272<R™) -Oznaczmy
przez operator catkowy
t
(A™X) (t <) = J K (t-T,<>) (t-r)2x <T,a>)dr
0

Norma operatora A" w przestrzeni L2,2(R*) posiada oszacowanie
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Operator (@ jest ograniczony na podstawie podobnych argumentéw jak w
przypadku operatora A _Pokazemy dalej, ze proces stochastyczny h2<t,e0)
nalezy do przestrzeni L2,2(R*> i posiada ograniczony drugi moment

®
1 hz<t,0)>1z+S 41 z"ft.co) 2j-f] | Itk<t,<o) || ldt» <l+t-n)xn (t,iD) H2j2+
Jo
®
rJ] | |t2k(t,co) | 1]dt« xn(t,<D)i2j2< /fAacn
*
o

I h2<t,u> B2< 48 zn<t,o>)H2+ 2 HV T Jtket,65) |11 dt1280+t-n)xn<t,co- 87+

Y] ||t &etco) | []Fdt] | xn(t,« )ik e

Rozwigzanie <Il+t-n)2xn<t,<0) roéwnania <13) nalezy do przestrzeni
L2,2(R*> i zachodza nieréwnosci

I <l+t-n)2x <t,co)B .< 1» h (t,co>l S fi» sup 8 z <t,co)8_
n el 2 el n<t<n+l " *

1 <I+t-n)2x <t,c0)8 S a sup 1 z <t,ec>8
1 n<t<n+l " *

Z ostatniej nieréwnosci wynika teza lematu.m
LEMAT 2_.Niech spednione beda zatozenia lematu I1.Dlalazriego roéwnania
postaci (6) i1 dla kazdej -funkcji z(t,0>) nalezacejdoprzestrzeni

C/N<R"N;L2<m® ,fi,P>) rozwigzanie x(t,co> réwnania <6) spednia nieréwnosci!

1 x(t,co)l S Za sup 1 z(t,@®D
2 rst

lim I x{t,0) 4< Za lim 8 z<t,co)H
t->00 2 t—>00

gdzie a jest stata wprowadzong w lemacie 1.
Dowéd.Funkcje z<t,co) mozemy przedstawi¢ w postaci sumy
z(t,c>>) ,t« tn,n+lt
z{t,co)=y"™ z~(t,co) ,gdzie z™Nt,»)»
n=0 ,te Cn,n+IC
Réwnanie (6) jest liniowe, wiac jego rozwigzanie jest suma rozwiazali
X <t,co> odpowiadajacych -funkcjom z <t,co) .Ponadto X <t,co0)=0 mod(p) dla
t=<n.
Zatem
n<t
x(t,u) = N x<t,co> < xp<t,oo)
n»0 >0
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Z lematu 1 wynika oszacowanie

R<t p<t i
1 x(t,co)d, < 1 x (t,oo)fl a . sup&(T,co>d a4
= 2. 2% A<l Rt
n>=0 n=
Skorzystajmy z nieréwnosci:
mloy r Y @ 1
\ — < I —- < -r , dla tst m> 0O
I41;\(;1+t—n)2 ‘J't—m <1+?>2 1+t_m
n<t . t-m
y _ t _ s ,. r - " -382
%:_m tl+t-n)2 ‘]0 <1+?)2
Sumg (14) rozbijemy na dwa sktadniki: dla O<n<m-1 i dla m<n<t.Otrzymamy
sup Hz (&,oH . sup 0z (x,oB
( X n T n 1
I x<t,co) I < a Y + Y — s
{ =0 (1+t-n) n=m il+t-n> :]
sup = zn(T,CO>d
f T<m
a + 2 sup d z <T,0)fl as)
L 1+t—m m<r<t J
Z ostatniej nieréwnosci wynika nastepujace oszacowanie
d x(t,co)ll < 2cc sup t z (t,0d
2 0<T<t
ktére implikuje nieréwnosé
Iim 1 x(t,co)t S 2a lim d z(t,co)l
t >0 2 t->@
Z nieréwnosci (15) wynika ponadto, ze m B x(t,co)8 * on Jjezeli

1i
t >0
1i® 1 z<t,co) 1 = 0 -m
t—>oi
Dow6éd twierdzenia. Niech * (t,co>,« (t,u) beda rozwiagzaniami réwnania

(@ odpowiednio dla funkcji z4<t,w) ,*2<t,®).Przez a"t,«) oznaczymy
funkcja nastepujaca
T <t,x t<t,c0) ,to>f<t,x2 <t,co> ,<0>
qiz<t™> * X7 (t, ®-x2 (t,®)
wéwczas
t
i<t,co)-X2(t,co)=Zt<t,co)-Z2(t,co) +f k(t-T,co)gqt2<r,0> ~(T.coJ~tT .co) J%dr

0
Inie z zatozeniem <B2) zachodzi nieréwnoscé

a <q (t,co)sS M mod (P) ,dla dowolnych xi<fc,w) ,x2<t,co>
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Dla dowolnych z~Ct,«) ,zj(t,<0) utworzy¢ mozemy roéwnanie
t

*<t, «)=T>(L,05)+ J K<t-T,<i)qia<T, (ji)«(T<i-)dr

<16)
6]

takie, ze jesli Tj<t<id)y*=zi<tf>-z"t.w), to

rozwigzaniem réwnania (a6)
Jest «(Tt<iP)=i<t,Lj)-x2<t,u>).

Na podstawie lematu 2 prawdziwe sa nieréwnosci!

I c<t,0>)t < 2a sup B D<T,<i>U
r<t *

Iim I £Ce,m>1 < 2a lim B T><y,uwl
t->@ * t->0

a w szczeg6lnosci otrzymujemy

Iim I X <t,«)-x <t,u>0S 2a lim 0 z <tti>)-z (t,w>8

t->00 1 2 1 t->00 1
I x (t,u)-» (t,u)l S 2a sup 1 z <r,o»)-z (@ .,w)l . ]
1 2 2 rEt 1 2 2
UWAGA.Dla stochastycznego réwnania catkowego postaci
t
x(t, =)> z(t,u) + \] k(t-r,o0)f (r,x(T,<i)),u)dr LN
-

moZna udowodni¢ analogiczny do twierdzenia 1 wynik,

przeprowadzajac
rozwalania w przestrzeni C/N<r “;L2<w ,)+,P)).

$. WEASNOSCI ASYMPTOTYC2NE

Zajmiemy siag teraz relacja pomiedzy rozwiazaniami réwnan catkowych

t
XJ<t,w>- zi<t,u)+ K<t-r , 09t (r,x (r,iii),uldT ,te R* an
0
t
xd<t,w>= zjt,t))+ J' k<t—r,w)f <T,x2<T,obk ,w>dr ,ts R1 <18)
-

W twierdzeniu 2 podane =zostang warunki, po spednieniu ktérych
rozwigzanie x"(t,<0) réwnania an nalezace do przestrzeni
C/N(R™N;L2@fF P)) Jest zbiezne do rozwigzania x2<t,0>) roéwnania (18).

TWIERDZENIE 2. Zakdézmy, ze spednione sg zatozenia twierdzenia 1.Niech
dodatkowo
(G

z (t,a>)-z <t,u>)c C/N(RjLI(w ,f?,P)) oraz lim H z4<t,w)~z*(tpvv)B*«0
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CD2) dla dowolnej -funkcji x2<t,o>)e C/N<R*;L.2(m ,/5,P>) zachodzi
0
| k(t—r,ii)4f tT,xj (T,u) ,10)dr e C/N(R*;L2(eq ./?,P>> oraz

-©
0

lim 1 kK (t-r ,of (TJX (T,«),a>)dr] * O
=0 j_ 2 "2

Przy spe#nionych powyzszych zatozeniach zachodzi
Iim B x, (tpi)—X_(t0) L= O
Lin B X, (P, (tg) 1,

Dowdd.Odejmujgc od siebie réwnania (17) i1 (18) otrzymujemy

Xi(t"0>)_XZ (t.éx)) = z; (tgco)—zZ (tga>) * »

t
J Kk (t-T#a>) £F (TpX4<T,<>) - F(T,X2<T,05) ,00Jdr -

k (t-T,i#>) F (Trx2(T,0>) ,w)dT 9

J

Wprowadzmy oznaczenia

h(t,00) s=zi (tpw)—z2(t,a>)- J K(t-T,a>)-F (& ,x2 (t ,o0) Fco)dT

f(t,X4 (t,w),G>)—(1E(t, X2 (t46>)H0)
Gpp (£, <2):= —mmmmy P ) S (N S
Wtedy réwnanie (19) przyjmie nastepujaca postac
t
XN(t, co)-x~(t,w)=h (t,u>)+ J k (t-T,<0)q42(r,0>) Xi (t ,)-x2 (t ,%)JdT
0
Z zatozenia (B2) wynika, ze m < M mod (P) -Rozpatrzmy réwnanie
t
E(t,a>)* ND(,c0)+ 1 k(t-r,co)q <T,co)f:(TFfo)dT (20)

0
takie, ze jezeli 7D(t,0)«h (t,® ,to rozwigzaniem tego roéwnania jest

c(t, co)-Na podstawie twierdzenia 1 istnieje stata a
taka, ze
Iim 1 x (t,co)-x (t,co>H £ 2a lim 1 h(t,0>)B 1)
t->0 * 2 2 t->0

Zauwazmy, ze
6]
1 h<t,«)12S 1 z#(t,«l-zk<t,0>)H+] J k«t-r,«)F <T,xaCT,»>,«)dT]t 2
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ZAteP! tsza twisrdzenid wynika z zalozsli i5i~D2l i nieréwnosci (21"22)»0
War™.o takie pordéwnaé¢ rozwiagzania réwnan (17) i (18) w przestrzeai

L2,2(R">-Zat6zmy,ze speknione sa warunki (Bi—-83)-Niech ponadto zachodzi

(ED) zi(t,u)-zi(t,w) e L2,2(R2) f
0
(E2) J k-r,wFf (r,xi(r,w) ,«)dT e L2,2®"\,>
“00
Postepujac analogicznie to doTZOau twierdzenia 2 otrzymujemy
t

<(t,u)=h(t,w>+] k(t-r,u) (T™4r.u) ,w)~F (& ,x2( ,» ,w) jdr @3
gdzie

e (t,«I»™ (L, w) —xs (t,<c)

h(t,w)«zi(t,w)-zi (t,w)- \]k t-r,w)-f (t,x2(t,w) ,w)dT
-
t
Odejmijmy od obu stron réwnania (23) wyrazenie \J k(t—r, w)c (t,g)dr

t
(e, <*>)-  k(t-T,w)Fi(T,w)dr *h(t,o>) +
-1«
J k(t—t,0d (€,x4@, ) ,)F( ,x2 D) ,0>)-X Nt ,0)IdT (€Z))

0
Réwnanie (24) zapiszemy w postaci operatorowej

XAr = h+AN(xB)-F (x2)->"J (25)
gdzie
t
A, B * [ k(E-T,Wx (T,0>)dr

0
Niech X- (M+m) /2. Z zatozenia (B3) wynika, ze istnieje operator

odwrotny
c * (I-XA)”ih + (I-XP.) 4da]* Ixx)-f (x2)-X~J (26)
Zatem zachodzi
" t ><* _<m» L, ,+
1FI-XA, 1AL, 1,<V - #(V - x*1_¥F <27)

Z warunku (B2) wnika,;, ze

é l-}xi H(x, )—X(xi—xz)%212< r|n xi—xzézv2 ,gdzie r**(\N-m)/2
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Z nieréwnosci <18) wynika

1*<t,u>-x<t,«>L rr~-————- Fihit.wi 1 <28)
"1 2 "2-2 1-rB(1I-X.A) AB "
Powyzsze rozwazania mozemy sformudowac¢ w postaci nastepujacego wniosku:
WNIOSEK 1.Je$li spednione sa zatozenia (B1-B3) oraz (EI-E2) ,to
“odlegtos¢” rozwigzan xi(t,) i1 x2(t,w> rownan (A7) i (18) w przestrzeni
L2,2(R¥> mozna oszacowa¢ za pomoca nierownosci (28),
o ! -
UWAGA.Catka 1 k<t-r,<i>)f<t,x2<t,w) ,co)dr — >0 przy t-— >0 <w sensie

-00
Sredni okwadratowym)™jesl i np™ :

a) keLJR-sl.2<g ,/?,P>> *2)«LFz (R“) dla dowolnej -funkcji x«=272 (R
lub

b) keL1®\; L2@> ,1?2,P) > E-|3-F (x2> |2} jest funkcja ograniczong dla tsR*.

W wielu przypadkach sygnat wejsciowy z (t,w) w uktadach dynamicznych
opisanych réwnaniem (1) mozna przedstawi¢ jako suma 2z <t,u> i z2(Ww)
takich,ze z"it,«) jest procesem stacjonarnym drugiego rzadu, natomiast
z2 (t,t>)e L2°2(R“>,z2(t,<0)=0 dla t<0 oraz 1 z2<ts)I2- >0 przy t— >0
Interesujace jest wtedy rozstrzygniecie problemu, czy odpowiedz x(t,<0)
uktadu opisanego réwnaniem CI) zbiega (dla t— >00) do odpowiedzi x(t,u>)
uktadu w stanie ustalonym.

TWIERDZENIE 3-Rozpatrzmy ukdad dynamiczny opisany stochastycznym

réwnaniem catkowym postaci

t
X<t,w)*z <tc>>**2<t,a>)+ 1 K(t—r,«)*F X<t ,<>))dr ,te <29)
0
gdzie z*it,”) Jest procesem stacjonarnym 2 rzadu, okreslonym dla

te R1, z2(t,<0)e 12°2(R*>,Z2(t,w) =0 dla t<0.f B Z2(t,0>>»2— >0 przy t— >e0 .
Jesli spednione sa zatozenia twierdzenia 1, to istnieje jednoznaczne
rozwiazanie x(t,u>) nastepujacego réwnania
t
X(t,a>)=zi<t,0)+ J k<t-T, @F X<r.05))dT  ,te R1 €0

T - . _ _
Odpowiedz X<t,co) uktadu opisanego roéwnaniem (21) jest procesem 2
rzedu, stacjonarnym w szerszym sensie.Ponadto roéznica x<t,fc)-x (t,u>) jest

elementem przestrzeni L2,2<R*) i zachodzi

lim H x<t,co)-x <t,to) 11=0

Dowod.- Rozwigzanie rownania <30) istnieje i jest procesem

stacjonarnym* ciagiytn i ograniczonym w sensie Sredniokwadratowyn C61*
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Pokazemy, ze J k(t-T,o0>)f (x )dr jest elementem przestrzeni L2,2(RM).
-
tatwo sprawdzié¢ ciag nastepujacych nieréwnosci
@ 0 2 a o z
J fj k@T,<o-fFx@,a))dr|2dt * J | k(Tpa>)f x (t-T,w) )dr|2 dt<
0 -o00 0 t
co- M [ § (?( (t-T,06))B
. . kCr,«) (1+r)2111 dr I dt<
o {iim
co- @ o1 FR n
1333 Jlk<e, )l d™"¥-dT"~- - 7- dr]dt G1)
Poniewaz

sup R fFX(t,0)IR <y sup B x(t,co>«2< ®

tefil teR1
na mocy warunku (B2) i ponadto z zatozenia (BI) wynika,ze @+r) k(r,o>)
nalezy do przestrzeni L1(R";LOOEe,P,P))INL2 (RN; L°°(@>, TOP) ), wiec z
nieréwnosci (31) wnioskujemy,ze

@ O W @
U f k(t-r,u) FxX<T,t>)>dT | dt< c~J J dTdt = - <32)
0 -o0 0 t*1+T*

Zatozenia wniosku 1 sg spednione.Teza twierdzenia wynika natychmiast z
wniosku 1 i uwagi do wniosku »m

PRZYKLAD. Wezmy pod uwage ukdad mechaniczny bedacy nieliniowym
oscylatorem,poddany zak+béceniom stochastycznym, opisany losowym
réwnaniem rézniczkwym

d2x (t,0%) dx (t,co)
+ 2> + f(x(t,u>> = h(t,u) ,te R* ((33)
dt2 dt
dx
z warunkami poczatkowymi x (0,<»>)=x0, ~ (0p<>)=>0 -Zatdézmy, ze ©>0 ,h(t,0>)

jest stacjonarnym w silnym sensie procesem stochastycznym 2
rzedu.Ponadto niech dla funkcji T(x),xeR4 spedniona jest hipoteza (A2)
ze statymi m i M.
Réwnanie (33) jest roéwnowazne roéwnaniu catkowemu typu Volterry 11
rodzaju, ktére zapiszemy w postaci nastepujacej
t
X<t,0>)=z <t,b)> + i k<t-T)g (X (r, U>)dr ,te R* 133>

0
gdzits

z<t,4>):xof2i)k<t) + —d—0<—t> JI+ xok(t) + Ii*k(t—r)h<r,w)dr
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sin f/ **T)2 tj dla a >n
f1 .2
r a -17
k(t) te 11 dla a *9) (35>
e "sinJdVrh-a* tj dla a </
A*

oraz

g(x)=ax—Ff(x> ,xeR45 a =(M+m)/2

Latwo zauwazy¢ ,ze warunek T)>0 jest konieczny 1 wystarczajacy dla
zapewnienia,aby k(t),tk(t), tzk(t) e L*tR"l.

Rozwiazanie roéwnania (34) jest procesem stochastycznym
niestacjonarnym okreslonym dla t~V. Wkasnosci rozwiazania réwnania (34)
pordwnamy z zachowaniem sia rozwigzania rownania catkowego

t
y(t,u) » z(t,u>+ J k(t-r>g(y(T,<0) )dT ,te R (36)

t
gdzie z(t,<0)=J k(t=r)h(r,o>)dr _ktoére opisuje ten sam oscylator

harmoniczny z zelc‘lt))wymi warunkami  poczatkowymi, na ktéry dziata sita
wymuszajaca badaca stacjonarnym procesem stochastycznym 2 rzadu.

Z technicznego punktu widzenia rozpatrywany model odpowiada
sytuacji,w ktérej w uktadzie dynamicznym trwa pewien "stan

ustalony” _Mozna wykaza¢,ze stan ten jest opisany stacjonarnym procesem
stochastycznym 2 rzadu [61. W rozpatrywanym uktadzie w chwili t“0
pojawia sig zak¥ocenie spowodowane pojawieniem sig niezerowych warunkoéw
poczatkowych.Proces stochastyczny, Kktoéry opisuje “odpowiedz” uktadu juz
nie jest, naturalnie” procesem stacjonarnym.

TWIERDZENIE 4.Przypusémy,ze dlam—funkcji nieliniowej f(.) spednione
jest zatozenie (B2) ze statymi m 1 M_Niech x(t,w) badzie rzeczywistym
procesem stochastycznym ,ktéry jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowego
(33) prawie wszadzie ze wzgladu na t i1 u.Niech h(t,u),t™1 badzie

stacjonarnym,ciagtym procesem stochastycznym 2 rzadu.Jezeli NX),m>0
oraz 2ij >-/'M - </, woéwczas rozwigzanie x(t,u> roéwnania (34) jest
ciggtym w sensie Srednim procesem stochastycznym 2 rzadu oraz

Lim I x (t,0>)-y(t,0>) 1 =0
t >0

gdzie y(t.0) jest stacjonarnym,ciagtym procesem stochastycznym ,ktoéry
jest rozwigzaniem réwnania (36) dla t« R+ ,z zerowymi warunkami

poczatkowymi .
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DOWOD.Wiekszos¢ zatozen twierdzenia 3 jest +*atwa do weryfikacji.
Nalezy tylko sprawdzi¢ warunek (B3).W tym celu zauwazmy,ze Jezeli
-funkcja f(.) spe#nia warunek (B2) ze stakymi m i1 M , to Ffunkcja
g<x) =ax—F<x) spednia ten warunek ze statymi

M—m Ii-m

Poniewaz K<s)= |s2#2i5"*<g) ,wiec warunek (B3) przyjmuje postac
nastepujaca

inf  BZ+2r)s——--—

Re s>0
lub réwnowazng
M+m M-m
inf Fwr«-12th = — 5~ |>— 5 <37)
WweR*

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym,aby relacja (37> byta spe#niona,
jest speknienie nastepujacych nieréwnosci

w X> oraz 2y /T- [/ r

Teza twierdzenia pozostaje w tej sytuacji prostym wnioskiem z
twierdzenia 3.B
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ACBHHTOTHSeCKHe CBO#CTBa KeCTapHOHapHbIX fIHHiilBieCmX CBCTBH

Pe3d»«e

B paGoTe paccMOTpeHM Hexoropsxe pe3ynbTaTM bs TeopHH nHHarmseciiMX
CHC7BH onBcaHHux croxacTHnecKb«a HHTenpanbXbmK ypaBHeHBSMH Tina
Bojib-eppM BToporo poga. flns pHHaiixsecKHx CHCT-ew c¢ nHHeflHoft asTOHOwnofl
aacTbto K HeKOTopsw nejikHeftHbm snaMBHTOM.c orpaHaaeHHoft HBflaHeftaxThb» ,km
floxasbiBaeM hto npH cooTBeTCTByxunHX npeflnonoseHaax, otbst cacTean aa
CTagHOHapHbift BXOFIHWFt curHan npasoaaaHM# B «oneare t=0 nnaerca snonHe
acBnnTOTHHecxB CTaqBOHapHun ir He sasaear ot HaxanbHbiX ycnoBHft.
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ON THE ASYMPTOTIC PROPERTIES OF NONSTATIONARY DYNAMIC SYSTEMS
A- -tract

This paper reports on some results concerning the properties of
stochastic Volterra integral equations of the Il-kind. In particular,for
dynamic systems containing linear time-invariant part and an arbitrary
positive-slope nonlinearity, it is proved,under reasonable condition«
that the response to a stationary stochastic excitation applied at t=0
is ultimately stationary with the same stationary character as thy
excitation, regardless of the initial state of the system.



