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O PEWNYM PRZEKSZTAŁCENIU TRÓJBIEGUNOWYM 

Streszczenia.

W pracy omówiono szczególny przypadek trójbiegunowego 
przekształcenia przestrzeni, w którym baza stanowią trzy 
przystające paraboloidy obrotowe, o współwierzchołkowej, 
wspólnej płaszczyźnie stycznej. Obrazem dowolnego punktu 
jest punkt przecięcia jego płaszczyzn biegunowych względem 
każdej z paraboloid. Udowodniono 9 twierdzeń, z których 
ważniejsze ustalaja, że obrazem ogólnie położonej prostej 
jest parabola i prosta niewłaściwa, natomiast obrazem 
ogólnie położonej płaszczyzny jest paraboloida eliptyczna 
wraz z płaszczyzną niewłaściwą.
W przekształceniu szczególną rolą odgrywa prosta "s" 
równoodległa od osi trzech paraboloid. Prosta ta 
przekształcająca sią sama na siebie połowi odcinek dzielący 
dowolny punkt właściwy od jego obrazu. W przypadku
równoległości prostej lub płaszczyzny do prostej "s" obrazy 
ich ulegają degeneracji i nie zawierają utworów stopnia 
drugiego.

Wyniki prac [1], [21 stwarzają możliwość stosunkowo prostego
odwzorowania na płaszczyźnie przekształceń przestrzeni trójwymiarowej, 
w których ingeruje relacja biegunowości wzglądem jednej.dwóch lub trzech 
kwadryk.
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Autorzy pokusili się o sporządzenie rzutu prostokątnego 
przekształcenia przestrzeni opartego Ina biegunowości względem trzech 
kwadryk. Kwadryki te stanowiły przystające paraboloidy obrotowe o osiach 
prostopadłych do rzutni i wierzchołkach jednakowo od niej odległych. 
Wiadomo [3], [41, że obrazem prostej w przekształceniu trójbiegunowym
jest, w ogólnym przypadku, krzywa rzędu trzeciego. Okazało się jednak,że 
rzutem obrazu właściwych punktów prostej ogólnie położonej jest w 
analizowanym przekształceniu zawsze prosta. Fakt ten wydał się 
dostatecznie interesujący, by szczegółowszej analizie poddać samo 
przekształcenie. Wyniki takiej analizy przedstawia niniejsze 
opracowanie.

Zauważmy przede wszystkim, że przekształcenie, w którym obrazem 
dowolnego punktu przestrzeni jest punkt przecięcia się płaszczyzn 
biegunowych tego punktu względem trzech przystających paraboloid
0 osiach zgodnie równoległych i wspólnie stycznej w wierzchołkach 
płaszczyźnie pozwala na następujące wstępne stwierdzenia:
1/ Ogólnie przyjętemu punktowi A odpowiada ściśle określony jeden jego 

obraz, przy czym przekształcenie A -*■ Ap ma charakter inwolucyjny.
2/ Istnieją punkty osobliwe przekształcenia. których obrazy mają 

charakter rozciągły. Tak więc środkowi paraboloid S 00 odpowiada jako 
obraz płaszczyzna niewłaściwa T"" . a punktowi niewłaściwemu N / S "  
prosta niewłas'ciwa n°°s s °° . Warto przy tym zauważyó. że pęk prostych 
niewłaściwych o s'rodku S 00 wypełniający płaszczyznę niewłaściwą 
jest obrazem prostej niewłas'ciwej t°“^  3 “ .

3/ Szczególna rolę w przekształceniu spełnia prosta s równoodległa od 
osi trzech paraboloid. Każdemu punktowi A s-s, A W S "  odpowiada jako 
obraz Ap &  s; tak więc, wyłączając środek S “  prosta s przekształca 
się sama na siebie.

Z własności 2/ wyprowadzić można następujący wniosek: 
w rozpatrywanym przekształceniu obraz prostej a S 00 , krzywa rzędu 
trzeciego, jest zawsze zdegenerowana do prostej niewłaściwej a °° &  S
1 stożkowej a„. Wynika to z faktu, że obraz niewłaściwego punktu takiej 
prostej jest prostą niewłaściwą.

W dalszym ciągu wykażemy, że stożkowa stanowiąca element obrazu 
prostej jest zawsze parabolą. W tym celu rozpatrzmy kolejne przypadki 
położeń prostej.
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1. Niech prosta a leży w płaszczyźnie symetrii 3" pary paraboloid Ci\. 
fi*. Zauważmy przede wszystkim, że obraz prostej powstaje w wyniku 
przecinania się homologicznych płaszczyzn trzech pękćw (ai), (aa), 
(ag), których osie ai , a2 . a3 są prostymi wzajemnymi prostej a 
w relacji biegunowości względem kolejnych paraboloid bazyĄ.,Y23,/23 .

Ponieważ w rozważanym położeniu paraboloidy są symetryczne
względem płaszczyzny d  . płaszczyzna ta będzie płaszczyzną symetrii 
dla każdej pary płaszczyzn odpowiadających biegunowo w odniesieniu do 
Ć21 i S2 2 dowolnemu punktowi A & &  . Wnosimy stąd, że krawędzie
przecięcia sie homologicznych płaszczyzn w pękach (ai) i (a2) leżeć 
będą w płaszczyźnie S' , co oznacza, że stożkowa ap stanowiąca element 
obrazu prostej a jest incydentna z płaszczyzną S*. stąd:

Wniosek 1
Dowolny punkt właściwy płaszczyzny O  oraz jego obraz są 
współpłaszczyznowe z prostą s.

Zgodnie z warunkiem ciągłości stożkowa ap i prosta niewłaściwa a “ 
nie mogą byc rozłączne, tj. mają z sobą jeden punkt wspólny. Punktem 
tym może być tylko S 05 jako część wspólna a "  i 6\ Tak więc stożkowa ap 
przechodzi przez środek paraboloid S “

Można udowodnić, że jest to jedyny jej punkt niewłaściwy. Gdyby 
bowiem było inaczej, wówczas pamiętajac o inwolucyjnym charakterze 
przekształcenia - różnemu od S punktowi niewłaściwemu, np. Mp“  
należałoby przyporządkować taki punkt M e* a, który należy do obrazu 
punktu M o c z y l i  prostej m "  pęku (S~). Punkt taki jednak m “V. a 
musiałby być długim niewłaściwym punktem prostej a, co nie może mierf 
miejsca.

Rozważanie powyższe wyklucza również degenerację stożkowej do dwóch 
prostych i uzasadnia 

Twierdzenie 1 
Elementem obrazu prostej a S 00 jest parabola.

Rozpatrzmy z kolei konstrukcję paraboli stanowiącej element obrazu 
prostej q & Cf (rys.l). Niech parabole pi , p2 , p3 będą przekrojami 
paraboloid Ą., Cl a . il 3 płaszczyzną OĆZachodzi oczywiście: pi - p2 * p3 
oraz Pi.aripa - S 00. L, gdzie L &  s jest punktem przebicia przez 
prostą s wszystkich trzech paraboloid Z ? ! . Ż 2  3 .
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Przyjmijmy: q &  L. Jeżeli
wyznaczymy bieguny prostej q 
względem kolejno parabol P1 .2 . 
Pa - punkty Qi i Qa. to
ustalimy, że obrazy
poszczególnych punktów prostej 
q są punktami przecięcia 
homologicznych promieni pęków 
(Qi) . (Q3 ) . przy czym
promienie te są biegunowymi 
punktów szeregu (q)
odniesionymi kolejno do
parabol P1 .2 . Pa. Wynika stąd 

natychmiast, że parabola qp przechodzi przez punkty Qi. Qa.
Przechodzi ona również przez punkt L, który w rozpatrywanym
przekształceniu odpowiada sam sobie.

Można przy tym udowodnić, że prosta q jest styczna do paraboli qp
w punkcie L. Gdyby bowiem było inaczej, tj. gdyby oprócz punktu L na
prostej q istniał jeszcze jeden taki punkt,np. M. ktorego obraz Mp 
leży na paraboli qp , wówczas na zasadzie inwolucji punktowi Mp - N 
odpowiadałby drugi punkt Np - M należący również do paraboli qp , co 
oznaczałoby. że ma ona z prostą trzy punkty wspólne. Wnioskujemy 
więc, że istotnie prosta q jest styczna do paraboli w punkcie L.

Wykażemy jeszcze jedną istotną relację. Obierzmy prostą q^"q i 
znajdźmy element jej obrazu - parabolę qp . W tym celu wyróżnijmy na 
prostych q i q współ liniowe z S*° punkty A, A. Zauważmy, że
wierzchołki pęków tworzących parabolę qp są punktami Qi . Q3
przesuniętymi równolegle względem Oi i Q3 o odcinek AA. Zauważmy 
także, że biegunowe punktów A i A przechodzą przez biegun prostej AA, 
który jest punktem niewłaściwym. Oznacza to równoległość tych 
biegunowych, a w efekcie - równoległość promieni a, a; b. b... w 
pękach (Qi), (Qi) (podobnie i w pękach (Os). (Ch>) )• Tak więc pęki
(Qi). (Qi) oraz (Q3 ). (Q3 ) są parami przystające.
Wobec tego. że QiQi - Q 3Q3 - AA oraz U AA - parabola qp

jest przesuniętą równolegle o odcinek AA parabolą qp .
Możemy zatem sformułować:
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Twierdzenie 2.
Elementami obrazów prostych równoległych, leżących w płaszczyźnie <5 

i nie przynależnych do punktu S“3 są parabole przystające o Środku S “  
Obierzmy jeszcze na prostej q dowolny punkt A (rys. 2) i znajdźmy

jego obraz Ap .Zachodzi 
oczywiście: Ap &  qp .
Następnie poprowadźmy 
prostą r S  Ap , r //ą. 
Skonstruujmy parabolę 
rP . Z poprzedniego 
wiadomo,że r P qp . 
Po równoległym przesu­
nięciu paraboli qp do 
pokrycia się z rp
punkt Ap zajmie poło­
żenie Ap odpowiadające 
w symetrii o osi s i 
kierunku q punktowi A. 
Oznacza to. że

Rya. 2 prawdziwe jest:

Twierdzenie 3
Prosta s połowi odcinek dzielący dowolny punkt właściwy płaszczyzny 
0  od jego obrazu.

2. Rozważania powyższe dotyczyły relacji zachodzących w szczególnej
płaszczyźnie - płaszczyźnie syme­
trii jednej z par paraboloid /7 i, 
/J 2 , 77 3 . Wykażemy. że podobne 
relacje mają miejsce w każdej 
płaszczyźnie zawierającej prostą s.

Niech np. parabole pi, pa, pa 
stanowią przekroje paraboloid ¿2 i, 
/2a,ż23 płraszczyzną A<ss. Parabole 
te sa przystające, o wspólnym 
środku S ~  a ponadto przecinają 
się w punkcie L - s r\ /2\. Qa. /23 .
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Zauważmy, że stanowią one elementy pęku o punktach wspólnych L oraz 
Ś 00. Przez każdy bowiem punkt M /  L. M w S (rys. 3) przechodzi 
dokładnie jedna parabola przystająca do pi, p2 , p3 . Tak więc 
korzystając z własności pęku stożkowych stwierdzamy, że biegunowe 
dowolnego punktu względem każdej z stożkowych pęku przecinają sie w 
jednym punkcie (w tzw. punkcie sprzężonym) . Fakt ten umożliwia 
następujące rozumowanie:

Niech szeregowi punktów dowolnej prostej młłs, m e  A  odpowiadają 
w odniesieniu do paraboloid Ą.,V22 ,y23 kolejno pęki: (mi), (m2 ), (ma) 
płaszczyzn biegunowych (gdzie proste mi , m 2 . m 3 są prostymi 
wzajemnymi prostej m). Przecinając te pęki płaszczyzną A. otrzymujemy 
pęki prostych biegunowo przyporządkowanych punktom szeregu (m) , przy 
czym bazą tej biegunowości są parabole pi , p2 . p3 jako utwory 
wspólne: A /  y?i, ¿2 2,/ż 3 .

Dowolnemu punktowi N e m  odpowiadają biegunowe ni , n2 , n3 
przecinające się w jednym punkcie Np . Punkt Np jest w naszym 
przekształceniu obrazem punktu N. Okazuje się zatem, że
w  rozważaniach można pominąć jedną z parabol pi, p2 , p3 i powtórzyć
rozumowanie przeprowadzone dla płaszczyzny C  . Tak wiec wnioski 
wyprowadzone dla płaszczyzny symetrii jednej z par paraboloid, są, 
ważne dla każdej płaszczyzny zawierającej prostą s. Uzasadnia to 
prawdziwość ogólniejszego twierdzenia:
Twierdzenie 4
Dowolny punkt właściwy A i jego obraz A sa wspałpłaszczyznowe

z prostą s.
Twierdzenie 5
Pro3ta s połowi odcinek dzielący dowolny punkt właściwy A od jego

obrazu Ap .
Z powyższych rozważań wynika również:

Twierdzenie 6
Parabola ap stanowiąca element obrazu właściwej prostej a jss leży w 

płaszczyźnie równoległej do prostej a oraz do osi s. Odległość 
płaszczyzny paraboli ap od osi s jest równa odległości prostych a, s. 
Twierdzenie 7

Elementem obrazu prostej t // s jest prosta tp //s, tp & A(t, s) przy 
czym odległości t. i tp od 03i są jednakowe.
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3. Przechodząc do zagadnienia obrazu ogólnie położonej płaszczyzny a 
nierównoległej do s zauważmy. że elementem tego obrazu jest 
płaszczyzna niewłaściwa jako obraz niewłaściwej prostej płaszczyzny oć-. 
Pozostały element (por. tw. 2) stanowi zbiór obrazow wszystkich 
właściwych prostych tej płaszczyzny.

Z powyższych rozważań wiadomo, że będzie to zbiór parabol 
o wspólnym środku S 05. Można udowodnić, że zbiór taki jest rzędu 
drugiego. tj., że dowolna prosta przebija go w dwóch punktach. W tym 
celu przyjmijmy dowolną prostą k przebijająca obraz płaszczyzny oc. 
utwór OŁp w szukanych punktach K i . Poddajmy naszemu przekształceniu 
prostą k oraz utwór <XP .Otrzymujemy jako wynik przekształcenia prostej
- parabolę k p, natomiast jako rezultat przekształcenia utworu otp
- płaszczyznę OC (pominięto przy tym nieistotne dla tej dyskusji 
uzupełnienia obrazów elementami niewłaściwymi). Ponieważ parabola kp 
z płaszczyzną oc może mieć tylko'dwa punkty wspólne wynika stąd, że 
na odwrót, utwór ci p może przeciąć prostą k jedynie w dwóch punktach 
K i . 2  c o  dowodzi, że istotnie utwór dip jest rzędu drugiego. Z warunku 
przynależności Ofp do jednego punktu niewłaściwego S "  wnioskujemy 
ostatecznie, że jest to paraboloida eliptyczna.

Mamy więc:
Twierdzenie 8

Obraz płaszczyzny oc o dowolnym (nierównoległym) położeniu względem 
osi s jest złożony z płaszczyzny niewłaściwej oraz paraboloidy 
eliptycznej o środku S &  s .

Uwzględniając natomiast wcześniejsze ustalenia - dla szczególnych 
położeń uznamy za zasadne:
Twierdzenie 9
Elementem obrazu płaszczyzny (i s jest płaszczyzna ^  p której

odległość od oryginału jest połowiona przez oś s.
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OB OUHOM TPEXnOJI51PHOM I1EOEPA30BAHHH 

P E 3 B M E
B naóoTe paccwaTpuBaeTcn HacTHbttt cJiyuan rpexnojinpHoro npenópa30BaHH«, 

b KoropoM Oason siBJisicTC« Tpw napaOojioHabi BpauEHHfl HMeniuHe oOrnyc, Kaca- 
TejiHyio b Bepun»Hax nnocKOCTb.

OOpasow npoHsBOJiHon tohkm HBjraeTcn TOHKa nepeceueHHSJ ee nojinputoc njio- 
cKocTeH no iithomehhk k Kainowy napaóonoKny. jloKaoaHO neBUTt, reopeM onpe- 
nejin»iia<x ocHOBHue CBOHCTBa npeoópa30BaHMSt, cpejm KoTopwx caMHe rnaBKue 
yKasbiBacT, hto oOpasoM npuwon oóniero nojioieHMn ecTb napaóon M HecoócTBeH- 
Han npnMan a oópa30M nnocKOCTH oóiuero nojiozeHHSi nanneTcn ojijmnTHHecKKH 
napaOojionn b coBOicynHOCTH c HecoócTBeHHOB naocKocTbo.

B npeoOpa3QBaHH ocoóeHHy» pojib HrpaeT npHMaji " s *' poBHoynajieHHan ot 
ocen Tpex napaOoJioHnoB. 3Ta npnwan npeoópaoyiomaiicn cawa no ceóe nejiMT 
nonojiaw OTpeooK neJinuiHH npoH3BOJiHyn TOHKy ot ee oópasa.

B cjjywae napajuieJibHOCTK npnMO« kjih nnocKOCTH m np«won " s " hx
oópaobi nonsepraD Tcn nereHepaunw h He conepiar kpmbhx hjim noBepxHocTM 
BTopon CTeneHH.
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ON A CERTAIN TRIPOLAR TRANSFORMATION 

Summary

The paper deals with a special case of the tripolar transformation 
of space, in which the basis consists of three congruent paraboloids 
of revolution with a common tangent plane at the vertices. The image 
of any point is the intersection of its polar planes versus each 
paraboloid.

Nine theorems have been proved describing the fundamental 
properties of transformation, the most important of them saing that 
the image of a generally situated straight line is a parabola and a 
line at infinity, that the images of parallel straight lines are 
congruent, and finally, that the image of a generally situated plane 
is an elliptical paraboloid together with a plane at infinity.

A special role is played in this case by the straight line "s" 
equidistant to the axes of three paraboloids. This straight line, 
transforming itself in relation to itself intersects in the middle 
the segment which divides any proper point from its image. If the 
straight line or the plane are parallel to the axis "s", their images 
are subject to degeneration and do not contain any curves or surfaces 
of the second order.


