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0 PEWNYM PRZEKSZTALCENIU TROJBIEGUNOWYM

Streszczenia.

w pracy oméwiono szczeg6lny przypadek tréjbiegunowego
przeksztatcenia przestrzeni, w ktérym baza stanowia trzy
przystajace paraboloidy obrotowe, o wspétwierzchotkowej,
wspolnej ptaszczyznie stycznej. Obrazem dowolnego punktu
jest punkt przeciecia jego ptaszczyzn biegunowych wzgledem
kazdej z paraboloid. Udowodniono 9 twierdzen, =z ktoérych
wazniejsze ustalaja, ze obrazem ogdlnie potozonej prostej
jest parabola i prosta niewkasciwa, natomiast obrazem
og6lnie potozonej ptaszczyzny Jjest paraboloida eliptyczna
wraz z ptaszczyzna niewkasciwg.

W przeksztakceniu szczegélng rola odgrywa prosta "s"
réwnoodlegta od osi trzech paraboloid. Prosta ta
przeksztatcajaca sig sama na siebie potowi odcinek dzielacy
dowolny punkt w#asciwy od jego obrazu. W przypadku
réownolegtosci prostej lub plaszczyzny do prostej 's™ obrazy
ich ulegaja degeneracji i nie zawierajg utwordéw stopnia

drugiego.
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ki prac [1], [21 stwarzaja mozliwos¢ stosunkowo prostego

nia na ptaszczyznie przeksztakcen przestrzeni tréjwymiarowej,

ingeruje relacja biegunowos$ci wzgladem jednej.dwéch lub trzech
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Autorzy pokusili sie o sporzadzenie rzutu prostokatnego
przeksztatcenia przestrzeni opartego lma biegunowos$ci wzgledem trzech
kwadryk. Kwadryki te stanowity przystajace paraboloidy obrotowe o osiach
prostopadtych do rzutni i wierzchotkach jednakowo od niej odlegtych.
Wiadomo [31, [41, Zze obrazem prostej w przeksztatceniu tréjbiegunowym
jest, w ogdlnym przypadku, krzywa rzedu trzeciego. Okazato sie jednak,ze
rzutem obrazu whasciwych punktéw prostej ogélnie potozonej jest w
analizowanym przeksztatceniu zawsze prosta. Fakt ten wydat sie
dostatecznie interesujacy, by szczegétowszej analizie podda¢ samo
przeksztatcenie. Wyniki takiej analizy przedstawia niniejsze
opracowanie.

Zauwazmy przede wszystkim, ze przeksztakcenie, w ktérym obrazem
dowolnego punktu przestrzeni jest punkt przeciecia sie ptaszczyzn
biegunowych tego punktu wzgledem trzech przystajacych paraboloid
0 osiach zgodnie roéwnolegtych i1 wspdélnie stycznej w wierzchotkach
ptaszczyznie pozwala na nastepujace wstepne stwierdzenia:

1/ Og6lnie przyjetemu punktowi A odpowiada Scisle okreslony jeden jego
obraz, przy czym przeksztatcenie A “mAp ma charakter inwolucyjny.

2/ lIstnieja punkty osobliwe przeksztakcenia. ktérych obrazy maja
charakter rozciagty. Tak wiec $rodkowi paraboloid S 0 odpowiada jako
obraz ptaszczyzna niewkasciwa T . a punktowi niew#asSciwemu N / s"
prosta niewkas"ciwa n°°s S GD_Warto przy tym zauwazy6é. ze pek prostych
niewtasciwych o s"rodku S 00 wype#niajacy ptaszczyzne niewtasciwg
jest obrazem prostej niewkas®ciwej t°“~N 3 |

3/ Szczegdélna role w przeksztatceniu spednia prosta s réwnoodlegta od
osi trzech paraboloid. Kazdemu punktowi A s-s, A W S'" odpowiada jako
obraz Ap & s; tak wiec, wytaczajac Srodek S*“ prosta s przeksztatca
sie sama na siebie.

Z wkasnosci 2/ wyprowadzi¢ mozna nastepujacy wniosek:

w rozpatrywanym przeksztatceniu obraz prostej a S0 , krzywa rzedu

trzeciego, jest zawsze zdegenerowana do prostej niewkasciwej a & S

1 stozkowej a,,- Wynika to z faktu, ze obraz niewkasciwego punktu takiej

prostej jest prosta niewkasciwg.

W dalszym ciagu wykazemy, ze stozkowa stanowiaca element obrazu
prostej jest zawsze parabolag. W tym celu rozpatrzmy kolejne przypadki

potozen prostej.
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Niech prosta a lezy w ptaszczyznie symetrii 3" pary paraboloid Ci\.
fi*. Zauwazmy przede wszystkim, ze obraz prostej powstaje w wyniku
przecinania sie homologicznych pdaszczyzn trzech pekéw (ai), (aa),
(ag), ktérych osie ai , a2 . a3 sa prostymi wzajemnymi prostej a
w relacji biegunowosci wzgledem kolejnych paraboloid bazyA.,Y23,/23.

Poniewaz w rozwazanym podozeniu paraboloidy sg symetryczne
wzgledem piaszczyzny d . plaszczyzna ta bedzie ptaszczyzng symetrii
dla kazdej pary ptaszczyzn odpowiadajacych biegunowo w odniesieniu do
€21 iS22 dowolnemu punktowi A & & . Wnosimy stad, Zze krawedzie
przeciecia sie homologicznych ptaszczyzn w pekach (ai) i (a2) leze¢
bedg w ptaszczyznie S", co oznacza, ze stozkowa ap stanowigca element
obrazu prostej a jest incydentna z ptaszczyznag S*. stad:

Wniosek 1
Dowolny punkt whasciwy ptaszczyzny O oraz jego obraz sa
wspétptaszczyznowe z prosta s.

Zgodnie z warunkiem ciggtosci stozkowa ap i prosta niewkasciwa a “
nie moga byc rozkaczne, tj. maja z soba jeden punkt wspdélny. Punktem
tym moze by¢ tylko S06jako czes$¢ wspélna a™ i 6\ Tak wiec stozkowa ap
przechodzi przez $rodek paraboloid S *

Mozna udowodnié¢, ze jest to jedyny jej punkt niewkasciwy. Gdyby
bowiem by#o inaczej, wowczas pamietajac o inwolucyjnym charakterze
przeksztatcenia - roéznemu od S punktowi niewkasciwemu, np. Mp*“
nalezatoby przyporzadkowa¢ taki punkt M e* a, ktéry nalezy do obrazu
punktu Moczyli prostej m"™ peku (S~). Punkt taki jednak m*“V. a
musiatby by¢é¢ diugim niewkasciwym punktem prostej a, co nie moze mierf
miejsca.

Rozwazanie powyzsze wyklucza réwniez degeneracje stozkowej do dwéch
prostych 1 uzasadnia

Twierdzenie 1
Elementem obrazu prostej a S jest parabola.

Rozpatrzmy z kolei konstrukcje paraboli stanowigcej element obrazu
prostej g & CF (rys.1). Niech parabole pi , p2 , p3 beda przekrojami
paraboloid A., Cla.il3 ptaszczyzng 0CZachodzi oczywiscie: pi - p2 * p3
oraz Pi.aripa - S00. L, gdzie L & s Jjest punktem przebicia przez

prostg s wszystkich trzech paraboloid Z?! .72 3.



Przyjmijmy: q & L. Jezeli
wyznaczymy bieguny prostej g
wzgledem kolejno parabol P:i .2 .
Pa - punkty Qii Qa. to
ustalimy, ze obrazy
poszczegdlnych punktédw prostej
q sg punktami przeciecia
homologicznych promieni pekéw
Q).  (@3). przy czym
promienie te sg biegunowymi
punktoéw szeregu @
odniesionymi kolejno do
parabol P: .2 . Pa. Wynika stad
natychmiast, ze parabolaqp przechodzi przez punkty Qi. Qa.
Przechodzi ona réwniezprzez punkt L, Kktéry w rozpatrywanym
przeksztatceniu odpowiada sam sobie.
Mozna przy tym udowodni¢, ze prostaq jest styczna do paraboli qp
w punkcie L.Gdyby bowiembytoinaczej, tj. gdyby oprécz punktu L na
prostej q istniat jeszcze jeden taki punkt,np. M. ktorego obraz Mp
lezy na paraboli qp, wolwczas na zasadzie inwolucji punktowi Mp - N
odpowiadatby drugi punkt Np - M nalezacy réwniez do paraboli gp, co
oznaczatoby. ze ma ona z prostg trzy punkty wspélne. Wnioskujemy
wiec, ze Iistotnie prosta q jest styczna do paraboli w punkcie L.
Wykazemy jeszcze jedna istotng relacje. Obierzmy prosta g™'q i
znajdzmy element jej obrazu - parabole gp - W tym celu wyrdéznijmy na
prostych g i g wspétliniowe z S*° punkty A, A. Zauwazmy, ze
wierzchotki pekoéw tworzacych parabole qp sa punktami Qi . Q3
przesunietymi rownolegle wzgledem Oi i Q3 o0 odcinek AA. Zauwazmy
takze, ze biegunowe punktéw A i A przechodza przez biegun prostej AA,
ktory jest punktem niewkasciwym. Oznacza to roéwnolegtosé tych
biegunowych, a w efekcie - roéwnolegtos¢é promieni a, a; b. b... w
pekach (Qi), (Qi) (podobnie i w pekach (0s). (@) )= Tak wiec peki
@i1). (@Qi) oraz (Q3).- (Q3) sa parami przystajace.
Wobec tego. ze QiQi - Q3Q3 - AA oraz U AA - parabola gp
jest przesunieta rownolegle o odcinek AA parabola qp.-

Mozemy zatem sformutowac:
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Twierdzenie 2.
Elementami obrazéw prostych réwnolegtych, lezgacych w ptaszczyznie <5
i nie przynaleznych do punktu S“3sa parabole przystajace o Srodku S “
Obierzmy jeszcze na prostej q dowolny punkt A (rys. 2) i znajdzmy
jego obraz Ap .Zachodzi
oczywiscie: Ap & qgp
Nastepnie poprowadzmy
prosta r S Ap, r//a.
Skonstruujmy parabole
rP . z poprzedniego
wiadomo,ze rP qp
Po réwnolegtym przesu-
nieciu paraboli qgp do
pokrycia sie z rp
punkt Ap zajmie podo-
zenie Ap odpowiadajace
w symetrii o0 osi s 1
kierunku q punktowi A.
Oznacza to. ze

Rya. 2 prawdziwe jest:

Twierdzenie 3
Prosta s potowi odcinek dzielacy dowolny punkt wkasciwy ptaszczyzny
0 od jego obrazu.

2. Rozwazania powyzsze dotyczyty relacji zachodzacych w szczegdlnej
ptaszczyznie - piaszczyznie syme-
trii jednej z par paraboloid /7 1i,
/) 2,773. Wykazemy. ze podobne
relacje maja miejsce w kazdej
ptaszczyznie zawierajacej prosta s.

Niech np. parabole pi, pa, pa
stanowia przekroje paraboloid (2 i,
/2a,z23 piraszczyzng A<ss. Parabole
te sa przystajace, o wspélnym
Srodku S~ a ponadto przecinaja

sie w punkcie L - s r\ /2\. Qa. /23.



Zauwazmy, ze stanowia one elementy peku o punktach wspélnych L oraz
$ 00. Przez kazdy bowiem punkt M / L. M w S (rys. 3) przechodzi
doktadnie jedna parabola przystajaca do pi, p2, p3. Tak wiec
korzystajac 2z whasnosci peku stozkowych stwierdzamy, ze biegunowe
dowolnego punktu wzgledem kazdej z stozkowych peku przecinaja sie w
jednym punkcie (w tzw. punkcie sprzezonym) . Fakt ten umozliwia
nastepujace rozumowanie:

Niech szeregowi punktéw dowolnej prostej mids, me A odpowiadaja
w odniesieniu do paraboloid A.,V22,y23 kolejno peki: (mi), (m2), (ma)
ptaszczyzn biegunowych (gdzie proste mi , m2 . m3 sa prostymi
wzajemnymi prostej m). Przecinajac te peki ptaszczyzng A. otrzymujemy
peki prostych biegunowo przyporzadkowanych punktom szeregu (m) , przy
czym baza tej biegunowo$ci sa parabole pi , p2 . p3 jako utwory

wspélne: A/ y?i,¢2 2,/72 3.

Dowolnemu punktowi N e m odpowiadaja biegunowe ni , n2 , n3
przecinajace sie w jednym punkcie Np . Punkt Np jJjest w naszym
przeksztatceniu obrazem punktu N. Okazuje sie zatem, ze
w rozwazaniach mozna pominaé¢ jedng z parabol pi,p2, p3 i powtdrzyé
rozumowanie przeprowadzone dla ptaszczyzny C . Tak wiec wnioski

wyprowadzone dla ptaszczyzny symetrii jednej z par paraboloid, s3,
wazne dla kazdej ptaszczyzny zawierajacej prostg s. Uzasadnia to
prawdziwos¢ ogoélniejszego twierdzenia:
Twierdzenie 4
Dowolny punkt wkasciwy Ai jego obraz A sa wspatptaszczyznowe
z prosta s.
Twierdzenie 5
Pro3ta s potowi odcinek dzielgcydowolny punkt whasciwy A od jego
obrazu Ap.
Z powyzszych rozwazan wynika réwniez:
Twierdzenie 6
Parabola ap stanowigca element obrazu wkasciwej prostej ajss lezy w
ptaszczyznie réwnolegtej do prostej a oraz do osi s. Odlegtosé
ptaszczyzny paraboli ap od osi s jest réwna odlegtosci prostych a, s.
Twierdzenie 7
Elementem obrazu prostej t//s jest prosta tp //s, tp & A(t, s) przy

czym odlegdosci t i tp od 03i sag jednakowe.
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Przechodzgagc do zagadnienia obrazu ogélnie potozonej ptaszczyzny a
nieréwnolegtej do s zauwazmy . ze elementem tego obrazu jest
ptaszczyzna niewtasciwa jako obraz niewkasciwej prostej plaszczyzny ot
Pozostaty -element (por. tw. 2) stanowi zbidér obrazow wszystkich
wdasciwych prostych tej ptaszczyzny.

Z powyzszych rozwazan wiadomo, ze bedzie to zbidér parabol
o wspolnym Srodku S 05. Mozna wudowodni¢, ze zbidér taki jJest rzedu
drugiego. tj., ze dowolna prosta przebija go w dwéch punktach. W tym
celu przyjmijmy dowolna prosta Kk przebijajaca obraz ptaszczyzny a.
utwor Okp w szukanych punktach Ki . Poddajmy naszemu przeksztatceniu
prosta k oraz utwér <P .Otrzymujemy jako wynik przeksztakcenia prostej
- parabole kp, natomiast jako rezultat przeksztatcenia utworu otp
- ptaszczyzne OC (pominieto przy tym nieistotne dla tej dyskusji
uzupednienia obrazéw elementami niewdasciwymi). Poniewaz parabola kp
z ptaszczyzng oc moze miec¢ tylko"dwa punkty wspélne wynika stad, ze
na odwrét, utwor cip moze przecigé prostg k jedynie w dwéch punktach
Ki.2 co dowodzi, ze istotnie utwdr dip jest rzedu drugiego. Z warunku
przynaleznosci Ofp do jednego punktu niewkasciwego S wnioskujemy
ostatecznie, ze jest to paraboloida eliptyczna.

Mamy wiec:
Twierdzenie 8

Obraz ptaszczyzny oco dowolnym (nieréwnolegdym) potozeniu wzgledem
osi s jest zdozony z ptaszczyzny niewtasciwej oraz paraboloidy
eliptycznej o $rodku S & s.

Uwzgledniajac natomiast wczes$niejsze ustalenia - dla szczegélnych
potozen uznamy za zasadne:

Twierdzenie 9

Elementem obrazu pt#aszczyzny (i s jest pHaszczyzna ™ p ktorej

odlegtos¢ od oryginatu jest potowiona przez o$ s.
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Hecenzsntj Coc dr inz. Stanistaw Ochonski

OB OUHOM TPEXnOJISPHOM HEOEPA30BAHHH

PE3BME

B nadoTe paccwaTpuBaeTcn HacTHottt cJiyuan rpexnojinpHoro npenépa30BaHH«,
b KoropoM Oason siBJisiclC« Tpw napaOojioHabi BpautEHHFl HMeniuHe oOmyc, Kaca-
TejiHyio b Bepun»Hax nnocKOCTb.

OOpasow npoHsBOJiHon tohkm HBjraeTcn TOHKa nepeceueHHSJ ee nojinputoc njio-
cKocTeH no iithomehhk k Kainowy napadéonoKny._jloKaoaHO neBUTt, reopeM onpe-
nejiriiax ocHOBHue CBOHCTBa npeo6pa30BaHVSt, cpejm KoTopwx caMHe rnaBKue
yKasbiBacT, hto oOpasoM npuwon oéniero nojioieHVn ecTb napaéon M Hecod6cTBeH-
Han npnMan a 06pa30M nnocKOCTH odiuero nojiozeHHSi nanneTcn ojijmnTHHecKKH
napaOojionn b coBOicynHOCTH ¢ Heco6cTBeHHOB naocKocTbo.

B npeoOpa3QBaHH ocobeHHy» pojib HrpaeT npHMaji " s * poBHoynajieHHan ot
ocen Tpex napaOoJioHnoB. 3Ta npnwan npeodpacyiomaiicn cawa no cede nejiMT
nonojiaw OTpeooK neJinuitH npoH3BOJiHyn TOHKy ot ee odpasa.

B cjjywae napajuielibHOCTK npnMO« Kjih nnocKOCTH m np«won " s " hx
obpaobi nonsepraDTcn nereHepaunw h He conepiar kpmbhx hjim noBepxHocTM
BTopon CTeneHH.
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ON A CERTAIN TRIPOLAR TRANSFORMATION

Summary

The paper deals with a special case of the tripolar transformation
of space, in which the basis consists of three congruent paraboloids
of revolution with a common tangent plane at the vertices. The image
of any point is the intersection of its polar planes versus each
paraboloid.

Nine theorems have been proved describing the fundamental
properties of transformation, the most important of them saing that
the image of a generally situated straight line is a parabola and a
line at infinity, that the images of parallel straight lines are
congruent, and finally, that the image of a generally situated plane

is an elliptical paraboloid together with a plane at infinity.

A special role is played 1in this case by the straight line "s
equidistant to the axes of three paraboloids. This straight line,
transforming itself in relation to itself intersects in the middle
the segment which divides any proper point from its 1image. If the

straight line or the plane are parallel to the axis 's", their images
are subject to degeneration and do not contain any curves or surfaces

of the second order.



