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PRZEKSZTALCENIE 1 RZUT SRODKOWO-BIEGUFJOWY

Streszczenie. W artykul| rozwazono pewne przeksztakcenie $rodko-
wo-biegunowe przestrzeni P , w ktérym baze tworza: nieznieksztak-
cona kwadryka i prosta s. W tej bazie dowolnemu punktowi A przy-
porzadkowano kazda prosta przechodzaca przez ten punkt i punkt,

w ktérym plaszczyzna biegunowa <4 punktu A wzgledem kwadryki 8§
przecina prosta s. Nastepnie zbadano $rodkowo-biegunowy obraz punk-
tu, prostej i ptaszczyzny punktowej. W dalszej kolejnosci zdefinio-
wano rzut $srodkowo-biegunowy i dowiedziono kilku jego wkasnosci.

1. Wstap

W latach 1970-80, zaroéwno na og6lnopolskich konferencjach geometrii
rzutowej, jak iw zeszytach naukowych geometrii wykreslnej, przedstawiono
szereg opracowan, ktére traktujac o przeksztatceniach przestrzeni P3
(tréojwymiarowa przestrzen euklidesowa uzupedniona zbiorem punktéw niewka-
Sciwych) za podstawe rozwazan przyjmuja biegunowos¢ wzgledem jednej, dwu
lub trzech kwadryk. Poruszone zagadnienia byty na ogé+ przedmiotem roz-
praw doktorskich, a ich tematyka nie by#a przedmiotem badan wczes$niej-
szych, ani tez nie znalazta odbicia w dostepnych opracowaniach zagranicz-
nych. W szczeg6lnosci, R.Paszkowski w referacie [21 przedstawit+ wtasnosci
takiego biegunowego przeksztatcenia przestrzeni, w ktérym baze tworzag
ky/adryka i i jej Srodek S, za$ M.Wantrych w opracowaniu [31 zbadat
podstawowe wkasnosci rzutu Srodkowo-biegunowego, ktérego projektor utwo-
rzono w oparciu o kwadryke S i dowolng prosta s zwang linia Srodkéw rzu-
tu. W niniejszym artykule przedstawione zostana pewne whasnosci przek-
sztatcenia Srodkowo-biegunowego stanowigcego podstawe konstrukcji rzutu
Srodkowo-biegunowego, a nastepnie kilka nowych wkasciwoséci tego rzutu.

2. Definicja przeksztatcenia sSrodkowo-biegunowego

Baze przeksztatcenia tworza: nieznieksztatcona kwadryka $ i prosta s.
Niech oznacza ptaszczyzne biegunowa punktu A wzgledem kwadryki $, punkt
Sfe* i a=(S",A) . Obraz $rodkowo-biegunowy punktu A zdefiniujemy
w ten spos6b, e jest to kazda prosta przechodzaca przez ten punkt oraz
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punkt, w ktérym ptaszczyzna przecina prostag s (rys. 1).

Z tej definicji wynika,ze na ogét, obrazem punktu jest w przeksztakce-
niu Srodkowo-biegunowym prosta. Jednak w szczegélnym przypadku obrazem
punktu jest pek prostych lub wigzka prostych. Z pierwszym przypadkiem
mamy do czynienia wtedy, gdy przeksztatcany punkt lezy w prostej bieguno-
wo sprzezonej z prostg s wzgledem kwadryki *. Drugi przypadek wskazuja
punkty I i 1I, w ktérych prosta s przebija kwadryke bazowa, gdyz kazdemu
z tych punktéw przebicia odpowiada wigzka prostych majaca wierzchotek
w przeksztatcanym punkcie 1 lub odpowiednio 1l. Jednoczesnie mozna zauwa-
zy¢, ze pozostate punkty prostej s nie sg punktami osobliwymi przeksztat-
cenia Srodkowo-biegunowego.

Wniosek 1. Zbidér punktéw osobliwych przeksztatcenia sSrodkowo-biegunowe-
go tworzg punkty prostej s” sprzezonej z prostg s wzgledem kwadryki i oraz
punkty przebicia kwadryki S prosta s.

3. Charakter przeksztatcenia

Twierdzenie 1. Obrazem dowolnej prostej w przeksztatceniu $rodkowo-

-biegunowym jest poétkwadryka lub pek ptaszczyzn.

Dowéd.Rozwazmy +ancuch punktéow dowolnej prostej a. to jest niech be -
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dzie dany a @, ,A2«Ag, -.,) oraz odpowiadajgacy mu biegunowo pak ptaszczyzn
Y NALTTAA*FAAQrT fT* T osdzie J®st prosta sprzezong z prosta a wgladem
kwadryki <& Pagk [@* wyznacza na prostej s tancuch s [S~.S”,Sft3,...]-
punktéw rzutowo odpowiadajacych punktom Ai.Az_Aa,.. ... gdyz mamy tu naste-
pujace relacje

a [Al .A2 A3 .... - "~"Aa-SAa----1
czyli

a[Al-A2 ’A3 1A s [ SAi-SAa-SAa--"-]

zatem zbidr prostych a~CA~S”) tworzy poétkwadryka (zbidr jednej rodziny
prostych tworzacych kwadryke) . ktérej tworzace sg obrazami wszystkich

punktéw prostej a. Proste a oraz s nie nalezg do wskazanej rodziny
tworzacych.

W przypadku gdy a:§¢,jako obraz prostej mamy pak ptaszczyzn (doktad-
niej méwiac , sa to paki prostych o wierzchotkach w przeksztatcanych
punktach) o osi s

Jezeli zachodzi a=s . to mamy A11 s i SAt| s ( przy czym na og6t
mamy SAi N AN), wiec przeksztatcanym punktom odpowiada prosta s. Dotgcza-
jJjac obrazy osobliwych punktéw I i 1l otrzymujemy dwa paki prostych, ktoére
w tym przypadku wype#niaja przestrzen w podobny sposéb jak pak ptaszczyzn
o osi s.

Przyjmijmy, zgodnie z ([lj-str. 471) nastepujaca definicja: rzedem n
kongruencji liniowej jest liczba prostych tej kongruencji. przechodzgcych
przez dowolny punkt przestrzeni, a klasa m - liczba prostych tej kongru-
encji lezacych w dowolnej p#aszczyznie.

Rozwazmy z kolei dowolng ptaszczyzng punktowa a . Poniewaz prawie kaz-
demu (z wyjatkiem skonczonego zbioru punktéw osobliwych) punktowi przes-
trzeni, a tym samym i ptaszczyzny, odpowiada w przeksztatceniu Srodkowo-
-biegunowym dok#adnie jedna prosta, wiec dwuparametrowy zbidr punktéw
ptaszczyzny okresla jednoznacznie dwuparametrowy zbidr prostych, ktére sa
obrazami punktéw plaszczyzny w rozwazanym przeksztakceniu. Zatem mamy do
czynienia z ikongruencja liniowg prostych.

Twierdzenie 2. Zbiér obrazéw Ssrodkowo - biegunowych punktéw dowolnej

ptaszczyzny "tworzy kongruencje liniowg prostych rzadu 2 i klasy 1,

Dowéd. 1°)) Niech przeksztatcana ptaszczczyzna punktowa nazywa sie a.
za$ P nieclh oznacza dowolny punkt przestrzeni. Obrazy $rodkowo-bieguno-
we punktéw pitaszczyzny a przechodzgce przez punkt P lezg w ptaszczyz-
nie o(P,s), wiec tylko punkty prostej k= ona moga mied te wkasnosd. ze
ich obrazy pirzechodzg przez punkt P.

W celu wytkazania, ze istniejag takie punkty™ rozwazmy 4ancuch k (Al .A2,
_Ag,.,-! i <od.powiadajacy mu rzutowo fancuch s ISAt ,SAj ,Sfts.... 1, gdzie
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* amln a 1 <A? jest ptaszczyzng biegunowa punktu A.l wzgledem i
tancuchy IK] i1 Is) okresSlaja stozkowa obwodzona przez proste

S
Al

aAI(Al’SAI)’ a wiec przez punkt P przechodza doktadnie dwie takie proste

i (rzeczywiste lub urojone), dla ktérych kazda z tréjek

a a
{éTSXm,i;) i <P,SAn.An> jest wspok liniowa _Badana kongruencja jest wiec
rzedu drugiego.

2°) Przetnijmy kongruencje prostych bedacych obrazami punktéw plasz-
czyzny a dowolng ptaszczyzng p 1 wyznaczmy prostg k~a”~p . Z definicji
rozwazanego przeksztatcenia wynika, ze tylko te punkty ptaszczyzny a ,
ktére naleza do #ancucha k~N[AN. Ag....1 moga mieé te whasnosé, ze ich
obrazy zawarte w ptaszczyznie p moga stanowi¢ elementy peku prostych
0 wierzchotku S=pn 3. Miedzy #ancuchem [AN.Aj.Ag, --.J i *ancuchem

.1 istnieje rzutowos$¢, gdyz Sfg=s n a ma zwykte

znaczenie, zatem #ancuchy (k™ i (s) wyznaczaja pewna kwadryke r . ktéra
jest zbiorem obrazéw punktéw dancucha [kM. Przekréj kwadryki P plasz-
czyzna p (incydujaca z prosta k,) jest wiec ztozony z prostej k1l oraz
jeszcze innej prostej, ktdéra jest jedyng prosta, bedaca obrazem sSrodkowo-
-biegunowym pewnego punktu prostej Kkj,, przechodzaca przez ten punkt i
1 przez punkt S. Zatem badana kongruencja jest klasy pierwszej.

4 Okres$lenie rzutu $Srodkowo-biegunowego

Przeksztatcenie $rodkowo-biegunowe, oméwione wczes$niej, stanowi pod-
stawe do utworzenia projektora rzutu Srodkowo-biegunowego.

Def inic ia. Zbidér promieni rzutujacych punkty przestrzeni P9 na dowolna,
ale ustalong ptaszczyzne n (rzutnig), tworza obrazy tych punktéw wyznaczo-

ne w przeksztatceniu srodkowo-biegunowym.

Z powyzszej definicji wynika, Zze rzutem $rodkowo-biegunowym punktu
jest na ogét punkt, jako przebicie rzutni m jednoznacznie okreslonym pro-
mieniem rzutujacym $rodkowo-biegunowo. W szczegdélnym przypadku rzutem
punktu moze by¢ prosta lub cata rzutnia. Rzutem prostej jest stozkowa lub
pek prostych, za$ rzutem ptaszczyzny, w ogélnym przypadku, cata rzutnia.

5. Zagadnienie restytucji punktu

Twierdzenie 3. W kazdej prostej przecinajacej prosta s lezy doktadnie
jeden punkt rzutowany przez te prosta.

Dowdéd. Niech r oznacza dowolng prosta przecinajacg prosta s i SA=rns.
Jezeli 4ancuch punktéow (A prostej r przeksztadcimy na +ancuch punktéow
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przeciecia prostej r odpowiednimi p4aszczyznami biegunowymi to otrzy-
mamy na prostej r dwa szeregi inwolucyjne, wiec danemu punktowi odpo-
wiada doktadnie jeden punkt pierwszego #ancucha i jest to punkt A-<PS r.

Wniosek 2. Jezeli dane sa: - $rodek rzutu punktu A i rzut A1l $rod-
kowo-biegunowy punktu A, to restytucja punktu A jestwykonalna.

Twierdzenie 4. Kazdy punkt A"t S (S=sorr) rzutni n moze bycuwazany
za rzut wszystkich punktéw okreslonej stozkowej c* zawartej w ptaszczyz-
nie w(A“.s)

Dowéd. Przyjecie dowolnego punktu A" w rzutni n pozwala utworzy¢ pek
A’[al ,a2 ,a3.. ..1 prostych incydujacych z ptaszczyznag o-(A".s). Za pomoca
tego peku wyznaczymy na prostej s #*ancuch perspektywiczny sISA"S”ASg. ...l
oraz rzutowy z nim pek ptaszczyzn biegunowych s<%<P,l & 3 . Pek [st)
ptaszczyzn przeciety ptaszczyzng o wyznacza z kolei pek prostych

e*QTXZT T "X7 Oc*zie w“s™n ° * Prawdziwa jest przy tym rela-
cja

wiec ostatecznie
a,ial.a2.a3 YAw (fl,f2. f3 1.

Obydwa peki. [A"1 oraz [W1. leza w ptaszczyzZznie o. a punkty przeciecia
odpowiednich promieni tych pekéw wyznaczaja stozkowa przechodzaca przez
punkt A" . Punkty tej stozkowej maja taka wkasciwos¢, ze ich plaszczyz-
ny biegunowe przecinaja prostg s w wyjsciowym #ancuchu sIS~S~S, . ...

i pary punKtéw <Sj,Fj> sag wspétliniowe z punktem A".

Wniosek 3. Definicja rzutu $srodkowo-biegunowego nie okresla operacji

przeciwobraizu jednoznacznie.
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UEHTPAJIbHO—nOFIbSPHOE 11PEOEPA3OBAHHE H HPOEKUHa

Peo»Me

B CTaTbe paccMaTpMBaeTcn HezoTopoe ueHTpajibHO-nojinpHoe npeo6pa3oeaHMe
npocTpaHCTBa P3, e kotopom 06aoMc coenawT: noBepxHocTb BTopon CTenera $
h npQMa« s- B otom ©6a3Hce, jnodon TOHKe A cooTBeTCTByeT npnMaa npwHamiexa—
maa otom TOHKe n TOHKe, B KOTopoM nojiapnaa nnockKOCTb <" tomkm A othoch-
TejibHO noeepxHocTH $ nepecenaeT npaMbeo s.
UeHTpajibHo-nojiapHbo> npoeKUHio jrcéoro ojieMeHTa X npocTpaHCTBa P9 nosynaeM
KaK nepeceneHHe ueHTpajibHo-nojrsipHoro MoodpaxeHHa ojieMeHTa X JtiodoH njroc-
koctb npoeKUHH tt. B oduieM GjiyMae npoeKUMSi tohkm ecTbh tomkom, a npawoM—
—KpuBafl BTopon cTeneHM. BcaKaa npawaa nepeceKaniuan npMwyl0 s coaepxHT omy
TOHKyY, KOTopyc OHa caMa npoeUMpyeT, a ecjiH ecTb saHHbie ueHTp npoeKUHH
TOHKM A H UeHTpajlbHO—nojiapHaa npoeKUMSi otom tohkm, to peCTHTbIUMK MOXHO

HCNnOJIHMTb.

CENTRAL-POLAR TRANSFORMATION AND PROJECTION

Summary

The paper deals with some central-polar transformation of the space
P3. whose basis consists of the undistorted quadric surface 8§ and
the straight line s. To any point A of the basis there is assigned
a straight line running through this point, as well as the point at which
the polar plane " of point A versus the quadric surface $ intersect
the straight line s.

Central-polar projection of some element X in the space P9 is obtained
by intersecting the central-polar image of the element X by any projec-
tion surface, though fixed by the plane n. Thus, the central-polar pro-
jection of point is generally a point, and the projection of a straight
line - a conic section.lt has been proved that on each straight line
intersecting the straight line s there is exactly one point projected
by this straight line, and having got the data: centr of the projection
of point A, and the central-polar projection of this point, then point A
can by restituted.



