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Krystyna MISTA

DRUGA WARIACJA FUNKCJI KLASY BIEBERBACHA-EILENBERGA

Streszczenie. W pracy rozwaza sie klase funkcji f(z) analitycznych i
jJednolistnych w kole jednostkowym U = {z : jzj < I},* f(0O) =0 o0 roz-

2
winieciu f(2) = bz + bz + spedniajacych warunek f(zM)*f(z2) * 1
dla kazdego Zj.Zg <U. Jest to klasa funkcji Bieberbacha-Eilenberga

oznaczana przez £
Przy dodatkowym zatozeniu, ze F(z) jJest analityczna na okregu U,
krzywa r bedaca brzegiem D = f(U) poddaje sie deformacji poprzez

funkcje w (W) = w eKpie~fw) + e t\Ow)), gdzie ~(w), L W) sa Funk-
cjami analitycznymi okreslonymi w otoczeniu T i spekniajacymi warunek
<f_>LAW) = - <RAL. i= 12

Po pracochtonnych obliczeniach otrzymuje sie funkcje ¥2(2) dan3 wzorem
(21), ktoéra jest drugg wariacja funkcji f(2). Poniewaz funkcja fgiz)

zalezy od zachowania sie funkcji Tf(z) w wewnetrznym punkcie <, wiec
otrzymany wynik mozna poprzez aproksymacje w sensie niemal jednostajnej
zbieznosci uog6lni¢ na wszystkie funkcje klasy £.

Niech f(z) bedzie funkcjg analityczng i1 jednolistng w kole jednostkowym

U=4{z - Jz] < I», F(O) =0, majaca rozwiniecie postaci T(z) = b z + 22 +

+ ..

., taka, ze

ftzj) f(z2) * 1 dla kazdego Zj, z. 6 U . (€))

Klase takich funkcji oznaczamy przez £

Zaktadamy dodatkowo, ze f(z) jest analityczna na okregu SU. Niech D = (),

natomiast P niech oznacza brzeg D. Krzywg T, podobnie jak A. Chang,

M.M. Schifferi G. Schober w [1] poddajemy deformacji poprzez funkcje
} 2
w*(w) = w exp(edgj(w) + e 62w)) , (@)
gdzie funkcja <prw) i<pMw) sg Funkcjami analitycznymi, okreslonymi
niu F 1 spedniajacymi warunek

@@ = -9 dla 1=1.2 ()

w otocze-
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Rozwijajac funkcje (@) w szereg Taylora wedtug poteg e, otrzymujemy wzor

wrW) =w + ewdj(w) + € w1 (&)
Oznaczmy
U@ =wijwi , itiw) =wh 02W + *2@Wj - ©)

Jezeli e jest dostatecznie make, wéwczas otrzymujemy nowg analityczng krzy-
wg Jordana r* o wnetrzu D* zawierajacym poczatek ukdadu wspétrzednych. Na
mocy twierdzenia Riemanna istnieje funkcja T*(z) analityczna, jednolistna w
kole jednostkowym U, odwzorowujgca to koto na obszar D* taka, ze ~(0) = O.

W otoczeniu 3U funkcja
z*(@z) = * MFiz) + eUjifCz)) + e u2(f(2)) + (6)

jest dobrze okreslona, analityczna i przeksztatca okrag 9U w siebie. Mozemy

napisac¢
z*(2) = z ep- He"tz) + e202(@ + o(e2))} . @)
gdzie funkcje @» sg funkcjami analitycznymi w otoczeniu 3U 1 rze-

czywistymi na 3U.
Biorac pod uwage rozwiniecie funkcji f*(2) w szereg

@) = f(2) + cf~z) + e2f2(@ + o(e2) (8)

i rozwiniecie funkcji f*(z*) w szereg Taylora weddug poteg e

fo(z%) = T@) + ' @D 2L 0% e %* + o(e2),

e=0 de e=0 c=0
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otrzymujemy z (8) 1 (9) nastepujace rozwiniecie:

(z*) = 1(2) + cjfif2) + I0@QE@] + e2iR@ + 0@z @) +

+ | zip' (zKinFz))2 + iM2@)p@E) (10)

gdzie <P@ = zfF"@.-
Poréwnujac wspétczynniki przy e w odpowiednich potegach we wzorach (6) i

(10), otrzymujemy nastepujace zwiagzki

U@ = @ + i” @ip@

(11)

B{@) = fgtz) + Nz @D + | ze @QEJ D)2 + ¥2@p (D) -
Chcemy okresli¢ funkcje ™tz), 2@, ™"ri2), 02(z)- Wiemy z (8), ze funkcje
fj(z) i1 fgtz) sa analityczne w U,, a funkcje ~(z) 1 02(z) sa rzeczywiste
na 3U 1 analityczne w otoczeniu 3U.

To wystarcza do ich okreslenia. Korzystajac z pierwszego ze zwigzkéw (11) na

okregu 3U zachodzi

Prawa strona jest znana i z normalizacji T*(z) mamy f~0) = 0, co jedno-

znacznie okresla fj(z2). Znajac fj(z), mozemy z pierwszego ze zwigzkéw (A1)

otrzymac "(z).- W analogiczny sposob, korzystajac z drugiego ze zwigzkow
(11), mozemy okresli¢ f2(@) i 02 (2).
Niech

@) = e w, i 3F) @

fi - dowolna liczba rzeczywista.
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tatwo sprawdzi¢, ze tak okreslona funkcja (W) spetnia warunek (@). Woéwczas

funkcja ~Cz) moze mie¢ postac

f @ =eip f)F@ + F(pl eiP T@Q R + F(2)FQQI

1 2O[F(z) -Fco)] Rem - F@F)j
- $2) zZ + < 1+ ze 13)
® (0 2 (C) (1-Cz)J

gdzie e jest dowolnym punktem z U.

Z pierwszego ze zwigzkéw (11) otrzymujemy

-iP

1*1(z) =elp 2 as
v (©)(z-¢) V (O (1-2C)
Chcemy teraz wyznaczy¢ funkcje * mAnznc W tym celu tak dobieramy

u2 (F(2)), by czes¢ gtdéwna rozwiniecia u~(F(z)) w szereg Laurenta w otoczeniu

punktu < byka réwna czesci ghdéwnej rozwiniecia funkcji

K1z @) + | 2" @ N (D)2

Wtedy funkcja 102 @2 bedzie analityczna, a ze zwiazku (A1) wynika, ze
02 (@ bedzie funkcjag analityczng w kole U. Stosujac zasade odbicia Riemanna-
Schwarza oraz twierdzenie Liouville’a wnioskujemy, 2ze funkcja *2~7 Jest
funkcja stalg. Mozna przyjac, ze (@ =0. W ten sposéb z drugiego ze
zwigzkéw (11) otrzymujemy

V2(F(2)) = f2@" + e2iA(2) + B(@) + e 2iC(®) (¢15))

gdzie

A »@) F@ + £(QJ z+c ,__ PAOf@O____ z-¢
R2OVEOFE@ - fCJI z " e FYE2OF@ - FOR2 z " C
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y@nR + f&@f@l z+C YOf(@DH_____ z+e
2EB2(e)d - F(2)f)] 2" C fEB2(eHl - F(2)Tf<)]2z " C

, y(@)(z + <r @6)
@z - )2
bjizi _ Y@@ + @] l+ze+2__  y@OFf®@D 1 +zg +

REWEOFE@ - f)] 1 =< FOV2OIF@) - F«)]2 1 ~ze

+ DR+ fDfte) ] 1+2¢+ 2 f@r@______ 1+ 2z¢+

ROB2©O[ - F@)FOl 1" 2< f@i2O[l - F(2)F<)]2 1" <

1 d @O+ A + z0)
14 z dz
@-c)d -z

C@ y(2)@ z<)2

dz p
P«) @ - z02

Funkcje A(z) i1 B(z) sa analityczne w kole U poza punktem G- CzesSci ghéwne

rozwinie¢ w szereg Laurenta tych funkcji w otoczeniu ip wyrazaja sie wzorami

»3 , .
A =27 + 12 — i j I(\O*, » * «) 1,2 f.C
/(0 @z - 92 8 (0 7 eiTcr 2<
L9 cd + fztc)) an
f2«)¥>«m - f2(C)i »(O)[i - f2«»2' z e
B(2) = 4 der
b1 (I - lcp??2-C

gdzie {f,e> oznacza operator Schwarza.
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Przyjmujac funkcja postaci
-, - ZIP w 2ip w N 2Ip W + Wo
= — no - * ITrNg _
2 xe 7(w—w ) xe f(’l—ww 7)1 + *e irtin
o] o]
Zi l+WWO WBW ol+ww
_¥e'plfww TZyw-w T h-ww_ C s
o 4 o

gdzie X, y, z sa pewnymi odpowiednio dobranymi wspodczynnikami, zauwazamy,

ze 02(@W) speinia warunek ().
Po do$¢ pracochtonnych obliczeniach otrzymujemy, ze szukana funkcja t"fftz))

wyraza sie wzorem

c2ig ,, <f(p>"(p-<p2(p 20 2
£ (&> (o [F)-T(P12  (1-F(DTF(P]2
M(e)T2(g)-2ey~ ()T« )+y2(9) @ [F (@) + T(p]
f4 @32 <) RO[i-f2@)2 1@ - TP
M(pTf2(p-2ey" (Q+y2(p f@DM+F(2)T(p]
f4«)»>2 (0 f2«)[1-F2«)]2 -1

+ 1 FDOFD+F(p12 FFD+F(p] [ DF(p]1 + 1 FD[1+F(2)F(p]2
2 fa(plf(2)-f(pl2 f4(p FO-F(PI-TF@DfE] 2 FA@E-TEF(p R

+ 2 kiv(e) T [F@)+F(p]
f2(Ok«2) 14[1-leRR @ _1®

o, Kivtp @[+ (2)T(p] ())
f2«)|i>(e)]4n-k | 2]2 L-T@TC
gdzie

(20)

m<) " 2[CafN2 -5 "m e
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Druga wariacja dla funkcji klasy £ na podstawie zwigzkéw (15), (@6), (@9

wyraza sie wzorem

o D 2 TGP - 2(1Y2(PF2)
@ "2 3 (PIf(2) - f(p]12

_ 2 [ef(py " (p - y2(ply2(pf2(® +
3O A - F(2)F(p]2

+ rIMET2(D-2¢y" QFEOH2E@O Y2 _ 2y4(p 1T @D+ (p]
f4(p 2 (pti-f2(p)2J f(2)-F(p
_ rIM(pf2(p-2p>~ (pf(p+FF2(p]ff2(p _ 2pa(p 1@ DT (p 1]
L 4@ 2 (p[1-f2(p)2J 1-F (2) (0

+ 1 ¥ (T [F(2)+F(p]2 + 1 y4(pF(D[1+F(2)TF(P)2 _
2 fA(pLf(2)-f(p]2 2 fa(pLI-f(2)f(p]2

—_YAPT@DF@D+F(PII+F (D T(p] _ y2(py(D)[F(2)+F(p] z + < +
a4 (pLF(2)-F(p1[1-T(2)T(p] f2(p[F(2)-T(p] z_<

+2 y2(pyDf(2) z + <+ y2QQy(D[HF(D)TQl z + ¢ +
fpLf(2)-f(pl2 z "~  f2(p[1-F(2)T(p] z"cC

. RE$P@DOTD z+e .1 d P@E+ )21
--e =2 dz E 2 J
@-p

f(MH@FO1

J I 2[pV(p TAIf@D+(] - 2N (p FOIHF@DF(p]+
+ R 14 {f2L1-1<]2]2 flz)-f(<} " R2PA-]<]2]2 H(z)f(el
t R (Ep@DIFD-t-f(p] 1+ 2Z¢ 2y2(pf(Dy(x) 1+ zg @D

f2(pf@-f(pl 1-2z¢ FRLF@D-F(P]2 1 - z<
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PPEYDIHT@DT(D] 1+ z< _ 222@F@Dy(@ 1+ z<
RO-F@FE)] 1- ze FOI-F@)F)]21 - z<

-z d_ r<p(2) (z+<) (:i+z<)iI A Vo £ Z d [V(z) (I+ze)d . ()
*e)lze) 1) (Xg 27 dz Ldz6)2 i

Powyzszy wzér otrzymalismy zakkadajac, ze funkcja f(z) jest analityczna w
kole domknietym U. Poniewaz funkcja (1) zalezy od zachowania sie funkcji
f(z) w wewnetrznym punkcie e, wiec otrzymany rezultat mozna uog6lnié poprzez
aproksymacje w sensie zbieznosci niemal jednostajnej na wszystkie Tfunkcje
klasy £

Niech L bedzie funkcjonatem liniowym ciaghym, okreslonym w klasie funk-
cji E = P° dokaczeniu do klasy £, funkcji tozsamosciowo réwnej zero, otrzy-
mamy klase zwartg, a wiec funkcjonat L przyjmuje w klasie £ u <0} wartosé
maksymalng. Niech f(z) e£ bedzie funkcjg ekstremalng ze wzgledu na funkcjo-
natk Re(L>. Poréwnujac Re{L(f*(2))} z Re{L(f(2))}, otrzymujemy

cRe(L(Fj(2))} + e2 Re{L(F2(@))> + 0(e2) s O @

dla wszystkich dostatecznie matych e > 0. Dzielac (22) obustronnie przez e

i zmierzajac z e do zera, uzyskujemy nieréwnosé

20 FOQUEDHTON  Li*« F@QI+HF@DFO]I1
f(2)-F(<) J

Re- * % l
: w2 «) ) 2«) TAOTE J

Nieréwnos¢ ta jest spekniona dla dowolnego, rzeczywistego £, a wiec z (23)

otrzymujemy réwnanie

¥(ar, (F@)[F@)+Fon t if(@)[i+F(2)F<)]n
2()O)L T F@-Ff) I " L[ I-fi)f) W

-Lrz)(z ¢ Qj+Ly(@)@+zpj_0
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z ktoérego mozemy napisa¢ réwnanie typu Schiffera dla funkcji klasy £

FDQUEAD + feon £(2)F(0]
fL b T® - 1fO FDTO  ya 9O - @)
gdzie

a =L~ Z¥tz_y)j _ Ljg(zm_r zj)j

jest funkcja analityczng w pewnym otoczeniu okregu SU, rzeczywistg na 3U.
Réwnanie tego typu dla funkcji klasy £. otrzymat J.A. Hummel i M.M. Schif-
fer w [Z]-

Dzielac nieréwnos¢ (22) przez e2 i stosujac (24) oraz zmierzajac z e do ze-

ra, otrzymujemy nieréwnosc¢

Re-jL(f2(2)) £0 , )
ktéra mozemy zapisa¢ w postaci

Re ae?P s +ce ™ g0 . (¢5)

Nieréwnos¢ (26) jest prawdziwa dla dowolnego G e R, a wiec takze dla takiego

e2|fJ a+c

0, dla ktérego W tym przypadku nieréwnos¢ (26) przyjmuje

a+c

postac

a+c £ -Rebh. @n
Korzystajac z tej nieréwnosci dla funkcji otrzymujemy

IV «"(a **(0 or2(¥>"«n2 t ef +
KCr fTeTJeq 10 e T+o 2e 1"Tcrj ~2 ©
e MO - 21q(0 * i [F(z)+T)1"
[I-f<)] > "riQuN [FF@-fE1

L@ I+F@TF(OI2 _ 2 L @) [F@HF () 1[I+F(@FOI
{ U-F@DFE] . F@O-TO1 I-F(DFIT 1.
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L (or nnzj+ftowzHz+oi , I[I*F)TC)Y]»(2)(z+em
") | f(z)-f(0O)lz-t)' J" L [ tI-f(z)f(e)] (z= W
+2 2 H f@Qy@@) 1 IL T y@Of@@Eo 1
L "m[f(2)-f<)]2 (2<)J ~ MI-F(2)F(C)12(z-0)Jj
sRe - a© FLF@+FOIy(zm +,z<;i'j
n-kl12Y - FTOHV [fF@D-r@] @z >
_ L EHTOTOP@A+20) + 2 V© L FI@Qy@azg) 1+
~ O-F@FE1U-26 - © Mf(z)-f(0]2(-i®)"
+L O d ¥ (z+Q (1+z0)11
# d2F @E-OU-zt) B
Mnozac nieréwnos¢ (28) przez (1 - |<P , a nastepnie zmierzajac z |<I do je-
dynki, otrzymujemy - | q(<) £0, astad q(<) £ 0 dla <1 = 1
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SECOND VARIANCE OF THE FUNCTION OF A CLASS

Summary
The class of analytic and one-leaf functions f(z) in a unit circle

U= : Iz <1, f@O = 0 with the expansion f(z) = bz + bzz2 + .... sati-
sfying the condition f(z") < f(z2) * 1 for each zj, z2 e U has been consi-



Druga wariacja funkcji. 79

dered iIn the paper. It is a class of Bieberbach-Eilenberg’s functions marked
with £ .

The curve T being the edge D = f(U) 1is - at the additional assumption that
f(z) is analytic®™ on the cirde dll - subjected to deformation through the
function w*(w) = w exptetiw) + eZOZ(W)), where ~(w), w) are analitic
functions described within the environment r and satisfying the condition
*iw = " 1= 1>2"

After work - consuming calculations the function f2(2) given by the formula
(21), which is the second variance of the function f(z) is obtained. Since
the function f7z) depends on the behavioour of the function f(z) in the
inner point < the obtained result can generalized over all functions of the
class £ . It can be done through approximation meaning almost regular

convergence.

Pe3zme

B nacToamefi padoie paccMOTpHBaeTca icjiacc $yHKiiHn F(z) aHaJiH-
THAecKHX h oahojihcthhx b Kpyre U=4{z : 14 <1}, 0O =0
KOTOpHe HMeKT pa3BHTHe B p«A BHUa f(z) = bjZ + b2z2 + .... H KOTOpue
coBepmaioT ycaoBze Tf(zJ)*f(z2) * i ajih. Bcex zj-z2 e u- 3TO0 Kxacc $yH-
kuhh Be63p6axa-AxjieH63pra, xoTopoa o6o3HanaeM $ ripa npajiaOoaHOM
nojioaceHHH hto f(z) ecu. aHaxHTHHecKaa Toxe Ha oxpyre au, KpaByjo r
KOTopaa ecTb xpoMofi D = f(U) noflBepraeica ne$opMauHH aepe3 4>yHK-
HHB w*(w) = W expienj (W) + e~tw)), rfletiw), 02(W) aHaJIHTHHeCKHe $yHK-
Haa, onpenejieHHHe b oKpyxeHaa r KOTopue coBepjnaxi ycxoBae
KXW = - () - i=1,2.
nooxe TpyAoeMKHx BtraacjieHHii noayaaeTca dpyHKiyuo f2(z”~ onpeneaeHHyr
(21) KOTopaa aBjiaeTCa BTopofi Bapaaaaeft (fcyHKHaa f(z).

Tax xax (fyHKiiaa T(Z) 3aBHCHT ot noBeneHaa $yHKiiaa f2(2) bo aay-
TpeHHeS Toaxe uu MosceM stot pesyjibiai o0So0OgaTb aepe3 npa6aH3B-
TeabHocib b CMHcae o0AHOo6pa3Horo cxoitCTBa Ha Bee <j?yHKuaa xaacca



