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DRUGA WARIACJA FUNKCJI KLASY BIEBERBACHA-EILENBERGA

Streszczenie. W pracy rozważa się klasę funkcji f(z) analitycznych i 
jednolistnych w kole jednostkowym U = {z : j z j < l},* f(0) = 0  o roz-

2winięciu f(z) = b^z + b^z + spełniających warunek f(z^)*f(z2) *  1
dla każdego Zj.Zg <= U. Jest to klasa funkcji Bieberbacha-Eilenberga 
oznaczana przez £  .
Przy dodatkowym założeniu, że f(z) jest analityczna na okręgu SU, 
krzywą r będącą brzegiem D = f(U) poddaje się deformacji poprzez

2funkcję w*(w) = w eKpie^fw) + e tf̂ Cw)), gdzie ^(w), </>2(w) są funk
cjami analitycznymi określonymi w otoczeniu T i spełniającymi warunek 
<f>Aw) = - < p A b , i = 1,2.1 I W
Po pracochłonnych obliczeniach otrzymuje się funkcję f2(z) dan3 wzorem
(21), która jest drugą wariacją funkcji f(z). Ponieważ funkcja fgiz)
zależy od zachowania się funkcji f(z) w wewnętrznym punkcie <, więc 
otrzymany wynik można poprzez aproksymację w sensie niemal jednostajnej 
zbieżności uogólnić na wszystkie funkcje klasy £.

Niech f(z) będzie funkcją analityczną i jednolistną w kole jednostkowym 
U = {z : | z | < 1>, f (0) = 0, mającą rozwinięcie postaci f(z) = b ^ z + fc>2z2 +
+ ..., taką, że

ftZj) f(z2) * 1 dla każdego Zj, z. 6 U . (1)

Klasę takich funkcji oznaczamy przez £  .
Zakładamy dodatkowo, że f(z) jest analityczna na okręgu SU. Niech D = f(U), 
natomiast P niech oznacza brzeg D. Krzywą T, podobnie jak A. Chang,
M.M. Schiffer i G. Schober w [1] poddajemy deformacji poprzez funkcję

2w*(w) = w exp(e ój(w) + e ó2(w)) , (2)

gdzie funkcja <j>^(w) i <p^{w) są funkcjami analitycznymi, określonymi w otocze
niu f i spełniającymi warunek

<t>. (w) = - <p, (-) dla 1 = 1,21 I W (3)
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Rozwijając funkcję (2) w szereg Taylora według potęg e, otrzymujemy wzór

(w)]w* (w) = w + ew0j(w) + e' (4)

Oznaczmy

Uj(w) = w^j(wj , i^iw) = w^| 02(w) + >̂2(w)j • (5)

Jeżeli e jest dostatecznie małe, wówczas otrzymujemy nową analityczną krzy
wą Jordana r* o wnętrzu D* zawierającym początek układu współrzędnych. Na 
mocy twierdzenia Riemanna istnieje funkcja f*(z) analityczna, jednolistna w 
kole jednostkowym U, odwzorowująca to koło na obszar D* taka, że f*(0) = 0. 
W otoczeniu 3U funkcja

z*(z) = f* Mfiz) + eUjifCz)) + e u2(f(z)) + ( 6 )

jest dobrze określona, analityczna i przekształca okrąg 9U w siebie. Możemy 
napisać

z*(z) = z exp- He^tz) + e202(z) + o(e2))}- . (7)

gdzie funkcje (z)» są funkcjami analitycznymi w otoczeniu 3U i rze
czywistymi na 3U.
Biorąc pod uwagę rozwinięcie funkcji f*(z) w szereg

f*(z) = f(z) + cf^z) + e2 f2(z) + o(e2) ( 8 )

i rozwinięcie funkcji f*(z*) w szereg Taylora według potęg e

f•(z*) = f(z) + cf»'(z) 3z*3c
e=0

f*'(z)a2z*
dc

+ f*"(z)
e=0

’ '21az*
dc OIIU

+ o(e2),

(9)
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otrzymujemy z (8) i (9) następujące rozwinięcie:

f*(z*) = f(z) + cjfjfz) + i0̂ (z)(p(z)j + e2if2(z) + i0j(z)zf'(z) +f*(z*) = f(z) + c

+ | zip' (zKi^fz))2 + i^2 (z )̂p (z) ( 1 0 )

gdzie <p(z) = zf' (z).
Porównując współczynniki przy e w odpowiednich potęgach we wzorach (6) i
(10), otrzymujemy następujące związki

Uj(f(z)) = fj(z) + i^ (z)ip(z)

Chcemy określić funkcje f^tz), f2(z), t/î iz), 02(z). Wiemy z (8 ) ,  że funkcje 
fj(z) i fgtz) są analityczne w U,, a funkcje ^(z) i 02(z) są rzeczywiste 
na 3U i analityczne w otoczeniu 3U.
To wystarcza do ich określenia. Korzystając z pierwszego ze związków (11) na 
okręgu 3U zachodzi

Prawa strona jest znana i z normalizacji f*(z) mamy f^(0) = 0, co jedno
znacznie określa fj(z). Znając fj(z), możemy z pierwszego ze związków (11) 
otrzymać ^(ż). W analogiczny sposób, korzystając z drugiego ze związków
(11), możemy określić f2(z) i 02(z).

( 1 1 )

l>2(f(z)) = fgtz) + î j (z)zf' (z) + | Z (P ' (z) (î j (z) )2 + i«/»2 (z )<p (z) .

Niech

(w) = ei/3 w i 3f(U) , o (12)

fi - dowolna liczba rzeczywista.
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Łatwo sprawdzić, źe tak określona funkcja (w) spełnia warunek (3). Wówczas 
funkcja f^Cz) może mieć postać

f (z) = eip f tz) tf (z) + f(p] _ eiP f (z) [1 + f(z)f(QI _
1 f2«)[f(z) - fcc)] f2« m  - f(z)f«)j

- <p C z) z  + <  

<p2(p( Z-C)
1 + zę 

i>2 (C) ( l - Cz ) J

(13)

gdzie ę jest dowolnym punktem z U.
Z pierwszego ze związków (11) otrzymujemy

1 * 1 (z) = e lp 2 -iP (14)
v (C)(z-c) V ( O  (1-zC)

Chcemy teraz wyznaczyć funkcje * ^2^z ‘̂ W tym celu tak dobieramy
u2(f(z)), by część główna rozwinięcia u^(f(z)) w szereg Laurenta w otoczeniu 
punktu < była równa części głównej rozwinięcia funkcji

i«̂! (z)zf' (z) + | zy>' (z) (î i (z) )2.

Wtedy funkcja i02(z)ł>(z) będzie analityczna, a ze związku (11) wynika, że 
02(z) będzie funkcją analityczną w kole U. Stosując zasadę odbicia Riemanna- 
Schwarza oraz twierdzenie Liouville’a wnioskujemy, że funkcja *2 ^  Jest
funkcją stałą. Można przyjąć, że 
związków (11) otrzymujemy

.(z) =0. W ten sposób z drugiego ze

v2(f(z)) = f2(z  ̂ + e2i^A(z) + B(z) + e 2i^C(z) (15)

gdzie

A (z) »(z) [f (z) + f (Qj z + C. 

f2(C)v2(C)[f(z) - f(C)J z " ę
-  2 _______ <p(z)f (z)_______  z - ę

f«)(p2(C)[f(z) - f (C) i2 z " C
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y(z)[1 + f(z)f(Q] z + C 
f2(ę)ł>2(e)d - f(z)f«)] 2 " C

-  2
______ y(z)f(z)________  z + ę
f(ę)ł>2(ęHl - f(z)f«)]2 z " C

dz
y(z)(z + <r 

(z - ę)2
(16)

b jz j _ y(z) [f (z) + f (ę) ] 1 + zę + 2 ________ y(z)f(z)______ 1 +zę +

f2(ę)<p2(<) [f (z) - f«)] 1 ' z< f«)V2(C)[f(z) - f«)]2 1 ~zę

+ ff( z) [1 + f(z)ftę) ] 1 + zę + 2  f (z)sp(z)_______  1 + zę +

f2«)ł>2(C)[l - f(z)f«)l 1 " Z< f(ę)i.2«)[l - f(z)f«)]2 1 " Z<

1 d #>(z) (z + ę) (1 + zę)
, , 14 z dz (z - c ) d  - zę)

C(z) y(z)(1 z<)2

ł>4« )
dz (1 - zć)2

Funkcje A(z) i B(z) są analityczne w kole U poza punktem C- Części główne 
rozwinięć w szereg Laurenta tych funkcji w otoczeniu ip wyrażają się wzorami

»3 ,
A(z) = 2 ^ + 12 —

/ ( O  (z - <)2 i>3(0
f (O , , *'«) 1 ,2
7 ^ * ę iTcr 2 < f.C

-  2 c d  + fztc))
f 2«)¥>«m - f2(c)i »>(c)[i -  f 2« » 2' z ę

(17)

B(z) = 4 d e r
|ł»(C)| (l - | c p2.2 z - C

gdzie {f,ę> oznacza operator Schwarza.
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Przyjmując funkcją postaci

. , . Z IP w 2 i p  w  ̂ 2ip W + Wo
2 = xe 7— ^  - xe t;----7 1 + *e ir^ir -(w-w ) (l-ww ) oo o

1 + w w  w + w 1 + w w
Z ip 0 0 0- ye ■=  + z   - z   , (18)■ ' l - w w  w - w  l - w w

0 0  o

gdzie x, y, z są pewnymi odpowiednio dobranymi współczynnikami, zauważamy, 
że 02(w) spełnia warunek (3).
Po dość pracochłonnych obliczeniach otrzymujemy, że szukana funkcja t^fftz)) 
wyraża się wzorem

c2ig „ <f(pł>'(p-<p2(p f2(z) f2(z)
“ 3 2  f (0f>(0 [f(z)-f(p]2 (l-f(z)f(p]2

M(ę)f2(ę)-2ęy'(ę)f«)+y2(ę)
f4(ę)sp2«) f2«)[i-f2(ę)]2

f(z) [ f (z) + f(p] 
f(z) - f(p----

M(pf2(p-2ęy' (Q+y2(p
f4«)»>2(0 f2«)[l-f2«)]2

f(z)[l+f(z)f(p]
l-f(z)f(<)

+ 1 f(z)[f(z)+f(p]2 f(z)[f(z)+f(p] [ 1+f (z)f (p ] + 1 f(z)[l+f(z)f(p]2
2 f4(p[f(z)-f(p]2 f4(p [f (z)-f (p ] [ 1—f (z)f(ęj ] 2 f4 (z) [1 —f (z) f (p ]2

+ 2 k l V ( ę )  f(z)[f(z)+f(p]
f2(Ok«:)|4[i-|ę|2]2 f(z)_f(ę)

-  2 k i V t p
f2«)|i>(ę)|4n - k | 2]2

f(z)[l+f(z)f(p] 
1 - f(z)f(p (19)

gdzie

m<) ' ę2[(*?rf7)2 - 5 "■ ę>] ( 2 0 )
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Druga wariacja dla funkcji klasy £  na podstawie związków (15), (16), (19) 
wyraża się wzorem

210
f2(z) " £4-7 

<e (p
2 [ęf(py'(p - »2(p]y2(pf2(z) 

f3(p[f(z) - f(p]2

_ 2 [ęf(py'(p - y2(ply2(pf2(z) + 
f3(C) (I - f(z)f(p]2

+ r[M(ę)f2(<)-2ęy" (<)f (ę)-Hy>2(ę) ]y2(<) _ 2y4(p 1 f (z) [f (z)+f (p ]
f4(p f2(pti-f2(p)2J f(z)-f(p

_ r[M(pf2(p-2p>'(pf(p+ff2(p]ff2(p _ 2p4(p 1 f (z) [1+f (z)f (p ]
L f4(ę) f2(p[l-f2(p)2J 1-f (z)f(O

+ i ¥>4(pf(z)[f(z)+f(p]2 + 1 y4(pf(z)[l+f(z)f(p)2 _
2 f4(p[f(z)-f(p]2 2 f4(p[l-f(z)f(p]2

_ y4(pf(z)[f(z)+f(p][l+f(z)f(p] _ y2(py(z)[f(z)+f(p] z + < + 
f4(p[f(z)-f(p][l-f(z)f(p] f2(p[f(z)-f(p] z _ <

+ 2 y2(py(z)f(z) z + < + y2(Oy(z)[Hf(z)f(Ql z + ę + 
f(p[f(z)-f(p]2 z " ^ f2(p[l-f(z)f(p] Z " C

, ,, <p2(p$p(z)f (z) z + ę . 1 d |>(z)(z + <)21
- - - ę • 2 dz [ , .2 Jf(ę)[H(z)f(()] L (z - p

J   I 2 [ p V ( p  f(z)[f(z)+f(p] _ 21 ę | V ( p  f (z) [1+f (z)f (p ] +
+ |ł(p | 4 {f2(p[l-|<|2]2 flz)-f(<} " f2(P(l-|<|2]2 H(z)f(ęl

t ff2(pp(z)[f(z)-t-f(p] 1 + Zę 2y2(pf(z)y(z) 1 + zę (21)
f2(p(f(z)-f(p] 1 - zę f(p[f(z)-f(p]2 1 - z<
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r<p(z) (z+<) ci+z<)i l ^ " 2iP ł z d I[V(z) ( l+zę)2l
*- ( z - ę ) ( l - z < )  -1 - X —  2 “ dz 1 1 f  ( O L d - z ć ) 2 i

P2(ę)y(z)[l+f(z)f(<)] 1 + z< _ 2»2(ę)f(z)y(z) 1 + z<
f2«)[l-f(z)f(£)] 1 - zę f(C)[l-f(z)f«)]2 1 - z<

-z d_ + r----  ¿ z . (21)

Powyższy wzór otrzymaliśmy zakładając, że funkcja f(z) jest analityczna w 
kole domkniętym U. Ponieważ funkcja (21) zależy od zachowania się funkcji 
f(z) w wewnętrznym punkcie ę, więc otrzymany rezultat można uogólnić poprzez 
aproksymację w sensie zbieżności niemal jednostajnej na wszystkie funkcje 
klasy £ .

Niech L będzie funkcjonałem liniowym ciągłym, określonym w klasie funk
cji E • P° dołączeniu do klasy £, funkcji tozsamościowo równej zero, otrzy
mamy klasę zwartą, a więc funkcjonał L przyjmuje w klasie £  u <0} wartość 
maksymalną. Niech f(z) e £  będzie funkcją ekstremalną ze względu na funkcjo
nał Re(L>. Porównując Re{L(f*(z))} z Re{L(f(z))}, otrzymujemy

cRe(L(fj(z)) } + e2 Re{L(f2(z))> + o(e2) s 0 (22)

dla wszystkich dostatecznie małych e > 0. Dzieląc (22) obustronnie przez e 
i zmierzając z e do zera, uzyskujemy nierówność

Re- * *  [l(V2(0 f(z)(f(z)+f(C)]l L i * « f(z)[l+f(z)f(C)]'l
'■f2«) f(z)-f(<) J 'f2«) 1-f(z)f(<) J

Nierówność ta jest spełniona dla dowolnego, rzeczywistego £, a więc z (23) 
otrzymujemy równanie

¥>2( a r , (f(z)[f(z)+f(on t if(z)[i+f(z)f«)]n 
f2( )L l f(z)-f(<) J " L[ l-fíz)f(C) JJ

- L ^ z ) ( z  ♦ Q j + L |y ( z )  (1 + z p j _  0
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z którego możemy napisać równanie typu Schiffera dla funkcji klasy £

:(ę)'f (C)L '■
(f (z)(f(z) + f  e o n
( f(z) - f(C) J

f(z)f(0]
f (z)f (O ) ■ q(C) . (24)

gdzie
q(<) = L ^ -Złtz_y)j _ L jg(zm_r_ zj)j

jest funkcją analityczną w pewnym otoczeniu okręgu SU, rzeczywistą na 3U. 
Równanie tego typu dla funkcji klasy £ . otrzymał J.A. Hummel i M.M. Schif- 
fer w [2].

2Dzieląc nierówność (22) przez e i stosując (24) oraz zmierzając z e do ze
ra, otrzymujemy nierówność

Re-jL(f2(z)) £ 0 ,

którą możemy zapisać w postaci

Re 2ip , , , -2i/3a e  + b  + c e £ 0 .

(25)

(26)

Nierówność (26) jest prawdziwa dla dowolnego (5 e R, a więc także dla takiego
0, dla którego e‘ 

postać

2ifJ a + c . W tym przypadku nierówność (26) przyjmuje
a + c

a + c £ - Re b. (27)

Korzystając z tej nierówności dla funkcji otrzymujemy

IV «»'(a *'(O or2(ł>'«n2 ł
K C r  fTęTJęq 1 0  (2ę T ł o  2ę l^Tcrj ~2

l£ł +
(O

♦ M(0 - 2|q(0 * i
[i-f« ) ]  > ^ r i c ) 11 if

L ff(z)[l+f(z)f(C)]2 _ 2 L ff_

{ (l-f(z)f(ę)] *-

[f(z)+f«)]‘
(C)L V. [f (z)-f (ę) ]

(z) [f (z)+f (<) ] [l+f(z)f«)l 
[f (z)-f «)] [1-f(z)f«)] ) ] -
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<p2 ( o r  n n z j + f t o w z H z + o i  , i[i*f(*)f('<)]»(2)(z+ęm . 
-  | f ( z ) - f ( 0 ) l z - t ) ' ] "  L [ t l - f  ( z ) f ( ę ) ]  ( z=^  JJ

' « )

2
+ 2 H  f(z)y(z)(z+<) I | L r y(z)f(z)(z+Ç) 11

L '■[f(z)-f«)]2(z-<)J ~ Ml-f(z)f(C)l2(z-Ç)Jj

* i [ Ł (* * L (*

-  f e H
sRe -

- L

n - k l 2)2
q(Ç)

f[f(z)+f(Ç)]y(z
«)L V [f(z)-r(Ç)] (1-zC) 

2

m + z ç i'j

1-zĆ) >

+ L

(•[l+f(z)f(Ç)]»(z)(l+zÇ)j + 2 y (Ç) L f f(z)y(z)(1+zÇ) 1 +
 ̂ [l-f(z)f(Ç)](l-zÔ ' f(Ç) Mf(z)-f(0]2(l-iç)'

( d J~y(z) (z+Q (l+zÇ)11 
*■ d2l- (z-C)(l-zt) JJ

Mnożąc nierówność (28) przez (1 - |<P , a następnie zmierzając z |<l do je
dynki, otrzymujemy - | q(<) £ 0, a stąd q(<) £ 0 dla |<l = 1.
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SECOND VARIANCE OF THE FUNCTION OF A CLASS 

S u m m a r y
The class of analytic and one-leaf functions f(z) in a unit circle 

U = (z : |z| < 1, f(0) = 0 with the expansion f(z) = b^z + bzz2 + .... sati
sfying the condition f(z^) • f(z2) * 1 for each zj, z2 e U has been consi-
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dered in the paper. It is a class of Bieberbach-Eilenberg’s functions marked 
with £ .
The curve T being the edge D = f(U) is - at the additional assumption that
f(z) is analytic' on the cirde dll - subjected to deformation through the

2function w*(w) = w expte^iw) + e 02(w)), where ^(w), w) are analitic 
functions described within the environment r and satisfying the condition

*iw = ' 1 = 1>2'
After work - consuming calculations the function f2(z) given by the formula 
(21), which is the second variance of the function f(z) is obtained. Since 
the function f^z) depends on the behavioour of the function f(z) in the 
inner point < the obtained result can generalized over all functions of the 
class £  . It can be done through approximation meaning almost regular 
convergence.

P e 3 z> m e

B nacToamefi paóoie paccMOTpHBaeTca icjiacc $yHKiiHn f(z) aHaJiH- 
TH’iecKHx h o a ho j i h c th h x b Kpyre U = {z : IZI < 1}, f(0) = 0
KOTOpHe HMeKT pa3BHTHe B p«A BHUa f(z) = bjZ + b2z2 + .... H KOTOpue 
coBepmaioT ycaoBze f(zJ)*f(z2) *  i ajih. Bcex zj-z2 e u- 3T0 Kxacc $yH- 
kuhh Be63p6axa-AxjieH63pra, xoTopoa o6o3HanaeM $L ripa npajiaÓoaHOM 
nojioaceHHH hto f(z) ecu. aHaxHTHHecKaa Toxe Ha oxpyre au, KpaByjo r 
KOTopaa ecTb xpoMofi D = f(U) noflBepraeica ne$opMauHH aepe3 4>yHK- 
HHB w*(w) = W expie^j (w) + e^tw)), rfle^iw), 02(w) aHaJIHTHHeCKHe $yHK- 
Haa, onpenejieHHHe b oKpyxeHaa r  KOTopue coBepjnaxi ycxoBae 
<PX{w) = - ^(¿). i = 1,2.
n o o x e  TpyAoeM K H x BtraacjieH H ii n o a y a a e T c a  dpyHKiyuo f 2 (z  ̂ o n p e n e a e H H y r  

(21) K O T o p aa a B jia e T C a  B T o p ofi B a p a a a a e f t  (fcyHKHaa f ( z ).

Tax xax (fyHKiiaa f(Z) 3aBHCHT ot noBeneHaa $yHKiiaa f2 (z) bo aay- 
TpeHHeS Toaxe u u  MosceM stot pesyjibiai oSoÓąaTb aepe3 npa6aH3B- 
TeabHocib b CMHcae oAHOo6pa3Horo cxoitCTBa Ha Bee <j?yHKuaa xaacca


