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Brunon SZOCINSKI

POJECIE ROWNOWAZNOSCI GEOMETRII KLEINA

Streszczenie. Przestrzenig Kleina nazywamy tréojke (M,G,f), ztozong z
dowolnego zbioru niepustego M, dowolnej grupy abstrakcyjnej G oraz z
efektywnego dziatania f grupy G na zbiorze M. Obiektem geometrycznym
tej przestrzeni nazywamy kazda tréojke (X,G,F), gdzie F jest dziakaniem
grupy G na zbiorze niepustym X. Klasa wszystkich obiektéw geometrycz-
nych przestrzeni Kleina z odwzorowaniami ekwiwariantnymi jako morfizma-
mi i sktadaniem takich odwzorowann jako kompozycja tworzy kategorie
oG(F). Pare ((M,G,F), O0G(F)) nazywamy geometrig Kleina przestrzeni
Kleina (M,G,f). W pracy tej podano definicje réwnowaznosci dwoch geome-
trii Kleina i wykazano, ze na to, aby geometrie Kleina dwoch przestrze-
ni Kleina byty réwnowazne, potrzeba i wystarcza, aby przestrzenie te
byty réwnowazne.

1. POJECIE GEOMETRII KLEINA

Zgodnie z definicja podana w skrypcie [1] obiektem abstrakcyjnym nazywamy
tréjke

& 6. B, Q-1

ztozong z dowolnego zbioru niepustego X, dowolnej grupy abstrakcyjnej G oraz
z dziatania F grupy G na zbiorze X, tzn. z odwzorowania F: X x G — >X, ktore

spednia dwa warunki:

xeX g1,02eG
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gdzie e jest elementem neutralnym grupy G, za§ g" - oznacza iloczyn w
tej grupie. Warunki te nazywamy odpowiednio réwnaniem translacji i warunkiem

identycznosci. Jezeli spekniony jest ponadto warunek efektywnosci:

AF(x,g) =X g=-e

xeX

to obiekt (1.1) nazywamy efektywnym lub przestrzeniag Kleina. Zbiér X nazywa
sie wkoknem obiektu (1,1), =za$ dziakanie F - prawem transformacji tego
obiektu.

Obok obiektu (1.1) rozwazmy drugi obiekt abstrakcyjny

0. Go, Fo) (1.2)
oraz pare odwzorowan
iifi, <p), . X >)6, 9: G »G0 , a.3)

gdzie < jest homomorfizmem grupy G w grupe Gqg. Odwzorowaniem ekwiwariant-
nym obiektu abstrakcyjnego (1.1) w obiekt (1.2) nazywamy kazdg pare odwzoro-

wan (1.3), speiniajaca nastepujacy warunek ekwiwariantnosci

AAr ©CO, P@) = 0(F(X, 9))- ad

xeX geG

tatwo sprawdzi¢ (por. [1]), ze klasa wszystkich obiektéw abstrakcyjnych, a
takze klasa wszystkich przestrzeni Kleina, z odwzorowaniami ekwiwariantnymi
jako morfizmami i skdadaniem par odwzorowan (1.3) jako kompozycja, tworza
kategorie. Kategorie te oznaczamy odpowiednio przez OA oraz PK 1 nazywamy
kategorig obiektéw abstrakcyjnych oraz kategorig przestrzeni Kleina.

Obiektem geometrycznym (por. [1]) ustalonej przestrzeni Kleina
M. G, ) (1.5

nazywa sie kazdy obiekt abstracyjny (1.1) oparty na tej samej grupie G, na

ktérej oparta jest przestrzen Kleina (1.5).
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Niech tréjka

xXr G, @.6)
bedzie obiektem geometrycznym przestrzeni (1.5), za$ para

(vi, ide), gdzie i @ X ——»Xj ,

odwzorowaniem ekwiwariantnym obiektu (1.1) w obiekt (1.6). Okazuje sie, ze
klasa wszystkich obiektéw geometrycznych danej przestrzeni Kleina (1.5 z
odwzorowaniami ekwiwariantnym! postaci (1.7), jako morfizmami i skdadaniem
takich odzworowan jako kompozycja, réwniez tworzy kategorie. Oznaczac¢ ja
bedziemy przez 0G(Ff) i nazywac¢ kategorig obiektéw geometrycznych przestrzeni
Kleina (1.5).

Z podanych powyzej definicji wynika od razu, ze kategorie PK oraz OG(f) sa
podkategoriami kategorii OA.

Poniewaz klasy obiektéw abstrakcyjnych, przestrzeni Kleina i obiektéow
geometrycznych ustalonej przestrzeni Kleina tworzg kategorie, dlatego aby
okresli¢ pojecie réwnowaznosci odpowiednich obiektéw, nalezy wykorzystacé

pojecie 1izomorfizmu w odpowiednich kategoriach (por. [1] i [3])- Obiekty
abstrakcyjne (przestrzenie Kleina) (@.1) i1 (1.2) nazywamy abstrakcyjnie
réownowaznymi, jezeli istnieje taka bijekcja i : X ———» X0 i taki izomorfizm
9 : G -—-—--» Gq, ze spelniony jest warunek ekwiwariantnosci (1.4). Dwa obiekty
geometryczne (1.1) i (1.6) przestrzeni Kleina (1.5) nazywaja sie geometrycz-

nie réwnowaznymi, gdy istnieje bijekcja # : X ———>X" spekniajgca warunek

xeX geG

tatwo zauwazy¢, za kazde dwa obiekty (1.1) i (1.6), ktére sa geometrycznie
réwnowazne, sa roéwniez abstrakcyjnie roéwnowazne. Powstaje pytanie, czy z
abstrakcyjnej roéwnowaznosci tych obiektéw wynika ich geometryczna réwnowaz-
nos¢. Odpowiedz na to pytanie jest negatywna. Stosowny przykdad mozna znalezé
w pracy [3]-

W skrypcie [1] kategorie OG(f) obiektéw geometrycznych ustalonej prze-
strzeni Kleina (1.5) nazwano geometrig Kleina grupy G. Definicja ta budzi
jednak pewne zastrzezenia. Okazuje sie bowiem, 2ze obok danej przestrzeni

Kleina (1.5) istnieja nieréwnowazne z nig obiekty efektywne kategorii O0G(F).
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Mozna udowodni¢ (por. [5]), ze takich obiektéw efektywnych istnieje nawet

nieskonczenie wiele. Powoduje to, ze ta sama kategoria OG(f) jest geometrig
Kleina nieréwnowaznych przestrzeni Kleina. Jak pokazali E. Siwek i E. Kaspa-
rek (wynik nieopublikowany) w kategorii OG(F) istniejg nawet prymitywne i
tranzytywne przestrzenie Kleina, ktére nie sg réwnowazne. Z podanych powyzej

powodéw przyjmiemy nastepujaca definicje geometrii.

Definicja 1.1. Geometrig Kleina przestrzeni Kleina (1.5) nazywamy pare
o, G, H, 0GP ,
zdozong z przestrzeni Kleina (1.5) i kategorii obiektéw geometrycznych tej

przestrzeni.
Pojecie réwnowaznosci dwéch geometrii Kleina okreslimy za pomoca funktora

prostego.
2. FUNKTOR PROSTY
Rozwazmy dowolny obiekt abstrakcyjny
X G, P (2.1)
oraz izomorfizm
2.2

grupy G na grupe G, na ktorej oparty jest obiekt (2.1).

Odwzorowanie
F: X X G ———>X, FOG D) = FX, <p(.9))

jest dziataniem grupy G na zbiorze X (por. [1]). Otrzymany w ten spos6b
obiekt abstrakcyjny

&, G, B @3
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nazywamy obiektem indukowanym (lub wyznaczonym) przez obiekt (2.1) 1 izomor-
fizm Q.2).

tatwo zauwazy¢ (por. (3)), ze zachodzi nastepujacy prosty lemat.

Lemat 2.1. Obiekt (2.3) indukowany przez obiekt (2.1) i izomorfizm (2.2)
jest abstrakcyjnie réwnowazny z obiektem (2.1), przy czym para (id®, <p) jest

izomorfizmem (kategorii OA) obiektu (2.3) na obiekt (2.1).

Niech teraz pary
W, G, ), 0G(F) @.%
(M. ¢, P, 06(H) @.5)
beda geometriami Kleina odpowiednio przestrzeni Kleina
™, G, (2.6)
o G P . Q@D
Przez T , gdzie ¢ jest izomorfizmem (2.2), oznaczmy przyporzadkowanie,
ktore:
1° kazdemu obiektowi (2.1) kategorii OG(F) przyporzadkowuje obiekt indukowany
przez obiekt (2.1) i izomorfizm (2.2), tzn.
T ((X.6,F)) := (X,G,F), gdzie F(x,]) =Fx,#>(])) @2-8)
2° kazdemu morfizmowi (O, idﬁ) obiektu (2.1) kategorii OG(F) w obiekt
Xr G. FJ) .9
tej kategorii, przyporzadkowuje pare (O, id;u;), t@n.
T™i O, ide)) := (i, idg)- .10

Mozna #atwo udowodni¢ (por. [5]) ze obiekt abstrakcyjny

o G B, f.0 = f@.#~@) @-11)
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indukowany przez przestrzen Kleina (2.6) i izomorfizm (2.2) jest réwniez

przestrzeniag Kleina. Wykazemy teraz, ze zachodzi nastepujacy lemat.

Lemat 2.2. Jezeli przestrzen Kleina (2.7) jest geometrycznie réwnowazna z
przestrzenig Kleina (2.11), indukowang przez przestrzeh (2.6) i izomorfizm

(2.2), to przyporzadkowanie okreslone wzorami (2.8) i (2.10) jest bi-
Jektywnym funktorem kowariantnym kategorii OG(F) na kategorie 0G(T).

Dowéd. Przyporzadkowanie obiektom kategorii OG(F) przyporzadkowuje
oczywiscie obiekty kategorii OG(f).Ponadto, jezeli (O, ide) jest morfizmem
(kategorii 0G(F)) obiektu (2.1) w obiekt (2.9), to dla dowolnych x e X oraz
g e G mamy

Fjinrud.g) = i (F(X,9))-
Stad

Fi (0CO,p@) = 0(F(X, @) »
czyli dla dowolnych x € X oraz g e G =zachodzi réwnos¢

F1(00(9,9 = "(F(x,9) -
Oznacza to, ze para (O, idB) jest morfizmem (kategorii OG(F)) obiektu (2.8)
w obiekt T ((XJ,G,F")), a zatem réwniez morfizmom kategorii 0G(f) przy-
porzadkowuje morfizmy kategorii OG(F). Poniewaz morfizmami identycznoscio-

wymi obiektéow (2.1) i (2.8) sg pary (idX’ idb) i (id,A, bid:), wiec w mysl
(2- 10) przyporzadkowanie T spednia warunek

To(Cidy , id ) = (idy , id)

Ponadto, jesli w= i/, idb) jest morfizmem obiektu (2.1) w obiekt (2.9), zas

ug = (01, 'db) - morfizmem obiektu (2.9) w obiekt ()(Z G, FZ-)’ to wéwczas
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oraz
T<p(w1) o T<p(u) = (01, l§d~) o @, Idﬁ) = {ipy o ip, idB) ,

a zatem TV spednia takze warunek

T<f(»1 oOb)=T («1) o T<P(u) R

Udowodnilismy w ten spostb, ze jest funktorem kowariantnym kategorii
0G(F) w kategorie OG(F).

Z zatozenia przestrzenie Kleina (2.7) i (2.11) sg geometrycznie réwnowaz-
ne. Istniej wiec taka bijekcja <9 : M » M, ze spedniony jest warunek

ekwiwar lantnoscl

/\ I\ F(Mp). »>()) = 0(F(p.9))
peM geG

Warunek ten mozna réwniez zapisa¢ w postaci

AA e 1(p- < 1(@) = ® 1(FP,DN)-

peM geG

Oznacza to, ze przestrzen (2.6) jest geometrycznie réwnowazna z przestrzeniag
Indukowang przez przestrzen (2.7) i izomorfizm ip 1. Stad i z powyzej prze-

prowadzonych rozwazan wynika, ze mozemy utworzy¢ funktor kowariantny T _j ka-
tegorii OG(F) w kategorie 0G(F). tatwo zauwazy¢, ze funktory T oraz T _1

spedniaja zwiagzki

° Tl §dOG(H) 7 T_-1° Te = idoc(H)

Wynika stad, ze jest funktorem bijektywnym . d

Definicja 2.1. Bijektywny funktor kowariantny T kategorii obiektéw geo-
metrycznych OG(F) przestrzeni Kleina (2.6) na kategorie obiektéw geometrycz-
nych O0G(f)przestrzeni Kleina (2.7) nazywa sie prostym, jezeli spelnia

warunki :
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(@ istnieje taki izomorfizm < grupy G na grupe G, ze dla kazdego
obiektu (2.1) i1 dla kazdego morfizmu (O, 1idjj) kategorii OG(F) zachodza
zwigzki :

TCLG,F)) = T (XG.F)), T, g = T (O, idp),

(©) przestrzen Kleina (2.7) jest geometrycznie rownowazna z przestrzeni
TCM,G, T)).
Pewne wkasnosci funktora prostego podaja ponizsze dwa lematy. Z lematu 2.1

wynika od razu pierwszy z nich.

Lemat 2.3. Jezeli T jest funktorem prostym kategorii OG(f) na kategorie
OG(f), to dowolny obiekt (2.1) kategorii OG(f) jest abstrakcyjnie réwnowazny
z obiektem T(X, G,F)).

Lemat 2.4. Przestrzenie Kleina (2.7) i (2.6) sa réwnowazne(abstrakcyjnie)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funktor prostykategorii OG(F) na kategorie
OG (F)-

Dowdd. Zakdzmy, ze przestrzenie (2.7) i (2.6) sa roéwnowazne.

Istnieje wowczas taka para odwzorowan
O v, 0:M-—>M 9:6 >G ,

gdzie ¢ jest izomorfizmem grupy G na grupe G, ze spedniony jest warunek

ekwiwariantnosci
Q.12)
peM geG
Stad wobec (2.11), mamy
(O).ID) = 0(f(p.9)) Q. 13)

peM geG

Za pomocg izomorfizmu ip mozemy utworzy¢ funktor T , przy czym w mysl

(2.13) przestrzen Kleina (2.7) jest geometrycznie réwnowazna z przestrzenig
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o G B =T W G D),

a zatem jest funktorem prostym.

Na odwrot, jezeli istnieje funktor prosty kategorii OG(f) na kategorie
0G(F), to na mocy (b) istnieje taka bijekcja it - M >M, ze zachodzi zwig-
zek (2.13). Z zaleznosci (2.11) i1 (2.13) wynika woéwczas, ze spedniony jest

warunek ekwiwariantnosci (2.12), co dowodzi réwnowaznosci przestrzeni Kleina

Q.7 1 (2.6). O

3. ROWNOWAZNOSC DWOCH GEOMETRIT KLEINA

Wyzej podane whasnosci Tfunktora prostego uzasadniaja przyjecie nastepu-

jJacej definicji.

Definicja 3.1. Geometrie Kleina (2.4) przestrzeni Kleina (2.6) nazywamy
réwnowazng z geometrig Kleina (2.5) przestrzeni Kleina (2.7), jezeli istnigje
funktor prosty kategorii O0G(f) na kategorie 0G(F).

tatwo zauwazy¢, ze relacja roéwnowaznosci geometrii Kleina jest relacja
rownowaznosciowg, tzn. jest zwrotna, symetryczna i przechodnia. Z powyzszej
definicji 1 lematu 2.4 wynika natychmiast nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1. Geometrie Kleina (2.4) i1 (2.5), odpowiednio przestrzeni
Kleina (2.6) i (2.7), sa réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzenie te
sg rownowazne.

Bardziej naturalng od definicji 3.1 bykaby nastepujaca definicja réwnowaz-
nosci geometrii: Geometrie Kleina (2.4) i1 (2.5) nazywamy réwnowaznymi, gdy
istnieje bijektywny funktor kowariantny T kategorii 0OG(F) na kategorie
0G(F), spelniajacy warunek:

TUM, G, ) = M G D

Z tak przyjetej definicji musiatoby réwniez wynika¢ twierdzenie 3.1. Dowdd
tego twierdzenia w tym przypadku nie jest jednak znany i na razie nie wiadomo

jak go przeprowadzic.
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EQUIVALENCE OF KLEIN GEOMETRIES

Summary

Any triplet (M,G,f) consisting of a nonempty set M, abstract group G and
an effective operation f of the group G on the set M will be called Klein
space. A triplet (X,G,F), where F 1is an operation of the group G on a
nonempty set X, will be called a geometric object of this space. The class of
all geometric objects of Klein space with equivariant mappings as morphisms
and superposition of such mappings as composition forms the category O0G(F).
The pair ((M,G,F), 0G(F)) will be called a Klein geometry of Klein space
(M,G,F). The paper gives the definition of equivalence of two Klein geome-
tries. It is proven that the necessary and sufficient condition for two Klein

geometries to be equivalent is that the spaces are equivalent.
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NOHfITZE 3KBMBAJIEHTHOCIH rSOMETPHTfl KIIEiiHA

Pe3due

Tpozticy (MG, f), cocTaBjieny H3 npoH3Bojn>Horo Henycioro mho-
scecTBa M, npoH3BOJibHo02, a6cTpaKTHo02 rpynmt G 3$(peKTHBHoro seft-
ctbhh f rpynnH G na MHoacecTBo M, Ha3UBaew iipocTpaHCTBo|u Kjietaa.
Tpo&Ky (x,G,F), rxe F -AefiCTBHe rpynnH G Ha nenycTOM MHoacecTBiie X
Ha3HBaeM reoMeipHHecKOM ofiteKTOM sioro npocTpaHCTBa. Kjiacc Bcex
reoMeipHHecKHx oCbeicTOB npocTpaHCTBa Kxe2jHa Mop$H3MaMH KOToporo
3KBHBapHaHTHH6 OTOSpaaceHHH, Cynepn03HIiHH 9THX OTOSpasceHHg 3T0 KOHW
no3HiyiH HBjiHeTca Kaxerope2 OG(F).
napy ((M,G,F), O0G(F)) Ha3HBa6M raoMeiparo Kjietoa npocTpaHCTBa
Kjieftna (M.G.f). B 3To2 pa6oie npeiflCTaajieHO hohhths 3KBHBajieHT—
hocth reoMeTpnH Kaefina h ,goKka3aHO ’iio reoMeipne Kxe2Ha FfIByx npo-
cTpaHCTB KaeftHa »KBHBajteHTHHe Toraa h tojibko Torsa Kor”a sth npo-
CipaHCTBa OKBHBaJieHTHHe .



