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SUR L’EFFECTIVITE DES SOLUTIONS DE L’EQUATION DE TRANSLATION

Summary. In this paper the necessary and sufficient condition of ef- 
fectivity of certain solutions of the translation equation on the semi
groups of the positive elements of a linearly ordered and archimedian 
group is given. The examples contained in the paper show applications 
of this condition.

Soit T un ensemble arbitraire non-vide et soit (G, +, e, s) un groupe li- / / / + / 
neairement ordonne et archimedien. Par G désignons le demi-groupe de ces
I l  /
elements non-negatifs.

+ 'Soit F : T x G — > T une solution de l’équation de translation

F (a ,  x + y) = F (F (a ,  x ) , y )  , ( 1 )

remplissant la condition

(Oto^) n 0 ( a 2 ) *  <f> = *  CKctj) c 0 ( a 2 ) ou 0 ( a 2 ) c  Oloij)) , (2 )

ou 0 ( a )  : =  F (a ,  G+ ).

On sait ([!]) qu’on peut obtenir chaque solution F par la

construction C:

1) Soit f : T — » f une fonction telle que

A f(f(a)) = f(a) .
aer
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k

2) Décomposons f(D = |J en ensembles I"k non-vides, disjoints et tels
keK /

que pour chaque k de K il existe une décomposition invariante*)

d'un intervalle de G pour lequel G+ c et la puissance | ) de
est égalé a la puissance de

3) Soit une bijection et définissons
k

gk(x) := h ^ )  pour x e Wik .

4) Posons

F(a,x) := >gk (gk1(f(a)) + x H  pour fia) e r"k ,

« / / / / / 
ou }A{ designe l’element de l’ensemble A qui n’a q’un seul element et
g, (fia)) designe la contre-image de l’ensemble {fia)}./

On sait aussi ([2]) que chaque décomposition invariante de doit
etre de la forme: / / /

(i) il existe un element u de la completion de G tel que les points de
l’intervalle Ak := ix e Jk : x J u}, ou S = - ou S = <, forment les compo
santes de cette décomposition (peut etre A = <f>),/ K /

(ii) les autres composantes de la décomposition considérée sont des / « /
restrictions a l’ensemble Jk\Ak des classes d’ équivalence du groupe G
par rapport a un sous-groupe G, .K /

Dans le travail [3] on formule en outre une condition nécessaire mais/
non-suffisante pour que la solution de 1’équation de translation soit effec-

‘ + rtive, c’est-a-dire pour laquelle l’application G e x — > F(*,x) e T 
soit univalente. Cette condition est suivante:

Ak *  0 ou N = {e} , ou N := f"") Gj . ^

keK leK

* J 'La famille des ensembles 'W^k)^gj est dite une décomposition invariante
de J, , si kk

Jk = U  Wlk. A Wik * *  , A Wik n Wjk = 0, A V Wik + x c V  •
l « I k i 6 l k i « I k J ^ k

xeG+
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Le but de cette note est de donner une condition équivalente a ce sujet./
Pour chaque k de 1 ‘ensemble K désignons

Bk := *X_y : X,y 6 ùk} '

Remarquons que les ensembles forment une chaîne.

/ < I I I
Theoreme. Soient (G, +, e, s) un groupe linéairement ordonne et archime-

+ i i idien, G son demi-groupe des elements non-negatifs et T un ensemble arbi
traire. La solution F : r x G+ — > F donnée par la construction C de

I
l’équation de translation (1) (remplissant (2) dans ce cas) est effective si 
et seulement si la condition

N = <e} ou G+ c U  Bfc (4)
keK

est remplie.

Démonstration "si". Supposons d’abord que N = {e} et que F(a,x) = Fi a, y)  

pour certains x,y de G+ et pour chaque a de T. On peut poser que 
x-y e G+. Nous avons

F{F(a, y), x-y) = F(cc,y) ,
keK aer, k

et de la

/ \  x~y e n G+ , 
keK

d’ou x-y e N = {e}, donc x = y.
Alors la solution F est effective.

Supposons maintenant que G+ c ( J et que x, y e G et x * y.
keK



126 A. Mach

Puisque les ensembles <Bk>keK forment une chaîne donc il existe kQ de K

tel que x,y e  B , et max{x,y> < z-t pour certains z, t de Afc .
o o

Soit a : = gk (t). Nous avons t s t + x < z et t s t + y < z, donc
O  « « '

t + x, t + y e . De la gfc (t + x) * (t + y), d’ou

F(a,x) = gk (t + x) *  gk (t + y) = Fia,y) .
O o

Alors la solution F est effective.
«

Cela achevé la démonstration "si".

Démonstration "seulement si". Supposons que la condition (4) n’est pas
remplie, donc N * {e} et G+ <f [J Bk- Puisque G+ \ (_j Bfe forme un inter-

keK keK
• + 

valle pas supérieurement borne on peut prendre x,y de G tels que
x,y « [J ^  et x-y e N n G+\{e}. Nous avons de la

keK

A n., . rk =* (gk1(f(a) + x c Jk\Ak et gk1(f(a) + y c J ^ ) ,
aef

puisque dans le cas contraire nous aurions, pour certain a de T, f(oc) e rk> 
g”^(f(a)) e A et de la x e B ou y e B , donc la contradiction.K t K K K
Il resuite de susdit que pour a de f et k de K tel que f(a) e fk:

Fia,y) = >gk(gk1(f(a))+y){=}gk(gk1(f(a))+y+x-y){=>gk(gk1(f(a))+x){= F(a,x),

alors puisque x *  y, la solution F n ’est pas effective.
Cela achevé la preuve du theoreme.

« /  *

Remarque. Il est visible d’après la preuve du theoreme qu’ on peut rempla-/
cer la condition (4) par la condition équivalente:

N = {e} ou il existe k de K tel que l’ensemble Bk (5)

i i  •
n’est pas supérieurement borne ou chaque l’ensemble B. est supérieurement

' + ‘ borne et G c \ j < e,b^) , ou
leK
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Ísup B*), si Bj * <)> et Bj 

e , si B: = <t> .

est supérieurement borne,

La condition (5) est commode pour les applications./ /
Remarquons encore que la condition (3) resuite évidemment de la condition 

(4) et de la condition (5) aussi.
Dans le travail [3] on donne un exemple de la solution F : r x G* -> T de/ A

(1) remplissant (2) et (3) et n’étant pas en meme temps effective. Nous 
/

présenterons cette solution ci-dessous dans exemple 1 et montrerons que la 
condition (4) n’est pas remplie ici.

Exemple 1. Soient G = (R, +, 0, s), K = {1>, Gx = Z, ou Z désigné
nsemble des no 
[-2,0), f = id.

l’ensemble des nombres entiers, f = := [-2,1), := [-2, + ra), A

gj(x) :=

r

x pour x de [-2,0) ,

M(x) pour x de [0, + œ)

< / 
ou M(x) désigné la mantisse de x.
Posons

F(a,x) = igjig^ta) + x){ pour a e r , x e R+ .

Nous avons A. *  <t> et N = Z * {0}, donc la condition (3) est remplie, mais
' + la condition (4) n’a pas évidemment lieu, car Bj = (-2,2) et R d Bj. La

solution F n’est pas effective, car par exemple F(-,3) = F(*,4).
Nous donnerons encore deux exemples des solutions effectives et montrerons

pourquoi la condition (4) (ou la condition (5)) est remplie dans ces cas.

Exemple 2. Soient G = (R, +, 0, s), K = (1), Ĝ  = Z, T = := (-», 1),
Jj := (-“, “), Aj := (-oo, 0), f = idj. ,

Si le grpupe G n’est pas complet, dans ce cas nous prenons sup B. dans /
la completion de G.
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gj (x)
x pour x de (-co, 0) ,

M(x) pour x de [0, + m) .

Posons

F(a,x) := }g1(gJ1(a)+ x){ pour a 6 T, x s R

La solution F est effective, car pour chaque de R , x * y, et a de
(-ai, 0) tel que |a| > max{x,y], nous avons F(a,x) *  F(oc, y)./ /
Il est visible que l’ensemble n’est pas supérieurement borne, donc la
condition (5) est remplie.

Exemple 3. Soient G = (R, +, 0. s) et K = IN, ou IN désigné l’ensemble/
des nombres naturels. Pour chaque k de K définissons: := [-k, ®),
Ak := [-k, 0], rfc := [4k, 4k + k] u [4k + k + 1, 4k + k + 2), f = (J ,k

f = id
ketC

Gk = Z ,

gk(x) :=
x + 4 + k pour x de [-k, 0] ,

M(x) + 4  + k + 1 pour x de (0, + ») .

Posons

F(a.x) := }gk(gk (̂a) + x){ pour a de et x de R+ .

/
Il est visible que pour chaque 1 de K l’ensemble B. est supérieurement 

• + 1
borne, b. = 1, et R c (J <0,1), donc la condition (5) est remplie. Pour

leK

chaque x, y de G+ et x *  y, ils existent 1 de IN et t de [-1,0] 
tels que max{x,y> < - t. De la pour a := g^(t) nous avons

F(a,x) = gjtt + x) *  g^Ct + y) = F(a,y) ,

alors la solution F est effective.
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0 EFEKTYWNOŚCI ROZWIĄZAŃ RÓWNANIA TRANSLACJI

S t r e s z c z e n i e
W pracy podano warunek konieczny i dostateczny efektywności pewnych roz

wiązań równania translacji na półgrupach elementów nieujemnych grupy liniowo 
uporządkowanej i archimedesowskiej. Zilustrowano też zastosowanie tego 
warunku na przykładach.

0 3®®BKTHBH0CTH PEJUEHH2 yPABHEHHfl TPAHCJHUHU 

P e 3 o  u e

B  HacioHmeg: paóoTe npnBe,ąeHO HeoOxoAHMoe h AocTaiewHoe ycjio - 
BHe 3$$eKTHBH0CTH HeKOTOpHX pemeHHfi ypaBHeHHH TpaHCJIHIlHH Ha nojiy- 
rpynnax nojioscaTejibHHx ojieMeHTOB jinneSHO ynopflAoneHHoii h apxnMe- 
AOBoâ rpynim . B p a ô o ie  AaHHne npHMepu, KOTopae noKa3HBa»T npm ie- 
H6HHH STOrO yCAOBHH.


