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LES OBOETS ABSTRAITS COMME LES SYSTEMES OES SOUS-GROUPES

La théorie des objets abstraits, amorcée par la définition de la no

tion de l'objet géométrique donnée par A. Wundheiler [V], a attendue 

beaucoup des travaux, des généralisations et des monographies. Les listes 

des élaborations à ce sujet les plus complètes sont données dans [Y ] ,
[¿2, [[3]. Dans cette note je veux attirer l'attention sur le fait que la 

théorie des objets abstraits sur un groupe c'est en vérité la théorie 

des systèmes des sous-groupes de ce groupe et Je donne quelques remar

ques à ce sujet.
On sait []33 que par l'objet abstrait on comprend la trois (M,G,F),où M 

est un ensemble arbitraire, G forme un groupe noté multilicativement 

avec l'élément neutre e et F:MxG — *-M est une fonction remplissante 

l'équation de translation

F(F(cC,g ),g)* F(oC.gg') ( O

pour chaque ce de M et chèques g#gf de G et la condition d'identite

F (cC, e ) =» <*- (2 )

V
pour chaque ot de M.

On dit que l ’objet (M,G,F) est équivalent abstraitement à l ’objet

(m ',G,f ') s'il existe une bijection h de M sur M' et un automorphisme

«p de G tels que

F’(h(ot) ,Y>(g)) “ h(F(«C,g)) (3)

pour chaque et de M et chaque g de G.

Si ici <f> » id|G nous disons que ces objets sont équivalents geometri-

quement.

Si la condition (3) est remplie pour une surjection h de M sur M ?

et pour *p » ^ I g  nous disons que l'objet ( M ^ G . F 1) est un comitant de

l'objet (M.G.F).
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L'exemple simple de l ’objet abstrait est suivant. Soit G un groupe, 

{ G k} keK le système des sous-groupes de G,G/Gk la famille des classes 

d'équivalence à droit du groupe G par rapport à Gk et posons

M * * U  U  c<-c )
k 6 K C G  G/GR

et

F*((k.C),g) = (k, Cg ). (4)

□ans ce cas (M*,G,F*) est un objet abstrait, noms dans la suite l ’objet 

spécial. Cet objet est déterminé uniquement par le système des sous-

groupes Gk pour k de K, donc il sera désigné dans la suite par

{ Gk} keK" C'est un exemple en quelque sens universel puisque il est vrai

le

Théorème 1 . Chaque objet abstrait ( M, G , F ) est équivalent géométri

quement à un objet spécial.

Démonstration. On sait [V] que la fonction F remplissante (l) et (2) 

est de la forme

F(ae,g) « g^1 (gk (<*)g) pour cceMk . (5)

où est une décomposition de M, c'est-à-dire

M »  U V  V k e K : ! ^  *  V k . l G K : ( k * l = * - l \ n  « $ ) .

k e K

de telle maniéré qu'il existe, pour chaque k de K, un sous-groupe Gk

de G dont l'indice est égal à la puissance de et gk est une

bijection de Mk sur G/ G k » La fonction h(ot) :=(k,gk (<*) ) pourocde

est une bijection de M sur U  U  (k,C) pour laquelle a lieu
k G K C GG/Gk

h(F(oC,g)) = F*(h(oC),g), où F* est donnée par (4), c.q.f.d.

Remarquons que l'objet spécial dans le théorème 1 c ’est le système 

des sous-groupes de stabilité, formés pour les points d ’un sélecteur de 

la famille des fibres transitives de l'objet (M,G,F). Plus précisément la 

construction de cet objet spécial est suivante (voir [V]). Considérons la 

famille des classes d'équivalence (ces sont les fibres transitives) de la 

relation <p définie sur M comme il suit : c*^>■#==^- ^ 9  eG: F (°c>9) “ (3 et 
un sélecteur S arbitraire de cette famille. L'objet spécial en consi

dération c'est le système des sous-groupes de G sous la forme

| g 6  G|F(x,g) » x j  pour x de S.
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Voila les trois exemples très simples.

1) Si (M.G.F) est un scalaire, c.à d. si F(oC,g) » ot pour chaque oc de M 

et chaque g de G. dans ce cas l'objet spécial équivalent à ce objet 

c ’est le système {Sos^eN* où G,* - G pour chaque ot de M.

2) Si (R,GL(n,R),F ) est un biscslaire, c.à d. si F(ot.A) » sgn(OetA) <* 

pour chaque oc de R et chaque A de GL(n,R), dans ce cas l ’objet spécial 

en considération c ’est le système où Gq  ■ GL(n,R) et Grt =

= { a  6GL(n,R) | Det A > o }  pour o t > o .  Dans le cas plus général le bisca- 

laire c ’est le système composé d ’un groupe G (ou non) et des sous-grou

pes d'indice 2 de ce groupe.

3) Pour le vectuer contravariant (Rn ,GL(n,R),F), où F(ot,A) ■ A<*. 

l ’objet spécial en considération est égal à {G,G1}, où G » GL(n.R) et g ' 

c'est la famille des matrices de GL(n.R) qui ont la première colonne 

sous la forme (1.0.....0). L'ensemble {G.G"}, où G" c ’est la famille

des matrices de GL ( n , R ) dont la deuxième colonne a la forme (0 ,1 fi ,.. ,,o ). 
forme aussi un objet spécial équivalent au vecteur contravariant. L ’objet 

spécial dans le théorème 1 n'est pas donc uniquement déterminé. Nous 

verrons d'après le théorème 2 q u ’il est déterminé avec précision 

Jusqu’aux sous-groupes conjugués.
Il résulte du théorème 1 q u ’on peut identifier l'objet abstrait avec

un système des sous-groupes du groupe, sur lequel nous considérons cet

objet. Il se pose donc le problème quelle répercussion aux ces sous- 

groupes ont les propriétés complémentaires des objets. Soit (M.G.F) un 

objet abstrait et considérons les propriétés suivantes.

a) Transitivité, c.à d. la condition suivante

Vot.jïeM 3 g  6G: F(oC,g) » (b ,

est équivalente à la condition que la puissance |K| de K est égale à 1,

b) Presque-transitivité, c.à d. la condition suivante

Vrf.fiSM 3 g  eG:F(oC.g) - (b OU F(j5,g)=cC, 

est équivalente à la transitivité.

c) Transitivité simple, c.à d. la transitivité et univalence F(c«,g) par 

rapport à la variable g pour chaque ot de M, est equivalents aux condi

tions |K| = 1 et Gk = {e} pour chaque k de K.

d) L ’effectivité. c.à d. la condition

V g eG  [V *e M :F (o e ,g  ) = ot = >  g = e^],
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est univalente à la condition N:= f~) 9_1G. g = {e}.
k e K g e G K 

L'objet effectif est dit aussi l'espace de Klein.

e) La condition: G opère par F d'une manière libre sur M . c.à d.

Vg e G  {3o(eM:F(oe,g) = < * = > g  = e},

est équivalente à la condition : Gk = { e }  pour chaque k de K.

f) La condition: F est disjointe, c.à d.

V o t e M  V g . g ' e  G[f(<*,g) - F(oC,g') =*> V|ïM:F((i.g) ° F(|5»g')].

est équivalente à la condition: G k = N pour chaque k de K.

Les équivalences énoncées plus hatu sont démontrées dans [V ].
Nous avons aussi le

Théorème 2. Les deux oblets spéciaux { Gk) keK et ( Gt^ tGT sont équivalents 
si et seulement s'il existe une bijection b : K — >-T, un automorphise <p de G

et une fonction f : K — ►  G tels que

«P(Gk ) - Df(k)]-1Gb(k)f(k) (6)

pour chaque k de K.

Démonstration de “si"

Au commencement nous allons démontrer que la focntion h définie 

comme il suit

h((k.Gka)) - (b(k).Gb(k)f(k)<p(a))

est une bijection de l ’ensemble E. = U U (k,C) sur l'ensemble
1 keK  C6G/Gk

E, » U U (t.C). La fonction h est bien définie sur E. puisque 
z teT CeG/Gt

8 i G^a = Gka' nous avons

f - 1 (k )G b ( k ) f (k )< p (a )  = < p (G k a )  -  «p(Gk «') = f _ 1 (k  )Gb {k  j f  (k  )<p{a'),

d'où

Gb ( k ) f ( k > f ( a )  “ Gb ( k ) f ( k ) <P( a ) *
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Considérons (t,G(c ) 6 E 2 et soit k tel que b ( k ) = t. De plus soit a 

tel que f(k)Y»(a) = c. Dans ce cas h(k,Gka)) = (t,G c). Supposons à 

présent que

(b(k),Gb (k)f(k )<p( a ) ) = fb(k') ,Gb(|<l)f (k')«p(b ) ).

Il en résulte que b(k) = b(k'), d'où k = k' et

Gb(k)f ( k W a) = Gb(k)f(k)<P(b)-

De là

f ( k ) Y » ( a ) [ < p ( b g - 1 [ f ( k ) ] - 1 e G b ( k ) .

d'où

<f.(ab"1 )S [f(k)]_1Gb(k)f(k) = K»(Gk ).

Il en résulte que ab~* e Gk et de là Gka = Gkb, d'où (k,Gka) =

(k',Gkib). La fonction h est donc univalente.

Il a lieu aussi la condition (3) pour la fonction h et l'automor- 

phisme 'f dans la supposition. En effet

F'(h((k,Gka)),«p(g)) = (b(k ),Gb(|{ }f (k )<p(a)<p(g )) =

( b ( k  ) .Gfa^k jf  (k  )«p(ag ) ) = h ( ( k , G ka g ) )  » h ( F (  (k , Gke ),g ) ).

Démonstration de "seulement si"

D'après la supposition il existe une bijection h de sur E2

tel que (3) a lieu, d ’où en désignant

h ( ( k , C)  ) = ( h 1 ( ( k , C ) ) ,  h2 ( ( k . C ) ) ) .

où h. :E, — >  T et h„:E.— » U  G/G , nous avons 
1 1  ^ 1 t e T

h j U k . C g ) )  = hjitk.C)) . (

et

h2 ((k,Cg)} = h2 ( ( k . C ) )<f»f g ).
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Il résulte de (7) que h1 ((k,C)) ne dépend pas de la variable C, donc 

nous pouvons écrire .h^((k,C)) = h^(k).

Soit k un élément fixé de K et désignons hgiCk.C)) = hgfC). La fonc

tion hgfC) est définie sur G/Gk et elle est univalente puisque h/,(C) « 

» h ^ C 1) nous donne

h( (k ,C) ) = (hj(k ),h^(C) ) - (h' (k ), h ^ C 1) ) = hffk.C1)).

d'où C = Ci

Nous avons d'après (3):

hg(Cg ) = h^fOtpig).

En posant ici C = G k on a

h2^Gk 9  ̂ = h2^Gk ^ 9 ^* ^

Il existe un t' de T tel que h2^G k'; “ G t' a Pour un a de G * D'après
(9) on a

h2^Gk9  ̂ = G t' af^9)- 

Il en résulte pour chaque g de G^ que

Gt,a = h^(G) » G t,a«p(g).

d'où

a<p(g)a 6 G (, pour chaque g de Gk 

et de là

a<p(Gk )a- 1 c  G t„

Nous allons montrer l'implication inverse. Remarquons que d'après

(9) pour chaque g de G

h2 (Gk'f>“ 1 (a” 1ga ) ) » h^(Gko)a-1ga = G t̂ a -1ga « G ^ a .

d'où pour g de G (,

h2 (Gk'fr l ^a" l g a ^  “ G t,a “ h2 (Gk^
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« —1 — 1
et de la: Gk<p (a ga) = G k , puisque la fonction est univalente.

Il en résulte que pour g de Gt,:

'P " 1 ( a " 1 g a )  e G k ,

d'où a- 1 gae<f(Gk ) pour g de Gt„ Enfin

G ^ c a ^ G ^ a “ 1 , c.q.f.d.

Nous avons donc la conclusion suivante

pour chaque k de K il existe un t' de T et un a de G (10)

tels que

Gt , » a«p(Gk )a- 1 . ( 1 1 )

Définissons la fonction b : K — > T  de la manière suivante: b(k) = t'

s'il existe a de G tel que ^ ( G ^  = G ^ .  La fonction b est bien

définie sur K puisque si Gt,a » (Gk ) * G („ a', donc

(t',Gtfl) ■= (h^(k),h^(Gk )) = h((k,Gk )) - (h^(k),h£(G)) =.

= ( t ' ' . G t„ a ') .

d'où t* “ t11. Supposons que b(k) =■ b(k’) » t', donc il existe a et a' 

tels que

h2 ((k.Gk )) - G(la et h2 ((k',Gk,)) - G^'. (12)

La fonction h” 1 remplit la condition

h_ 1 (F '(|5.<p(g))) = F ( h - 1 (|b ).g)

pour chaque ^ de Eg chaque g de G» En désignant

h - 1 ( ( t . C ) )  « ( h * ( t , C ) . h | ( t . C ) )

nous constatons comme plus haut que h^(t.C) ne dépend pas de C, donc

nous pouvons la écrire sous la forme h^(t), donc

h- 1 ( (t ,C ) ) = (h*(t).h*(t.C)). (13)
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D'après (12) noqs avons

h((k,Gk )) = (t'.Gt<a) et h((k',Gk,)) » (t'.G^.a1),

d'où

h_ 1 ((t'.Gtla)) = (k,Gk ) et h-1 ( ( t'.Gt, a') ) = (k'.Gk,).

Il en résulte d'après (13) que

h"1 ((t’,Gtl a)) = (h* t'). h*(t'.Gtla)) = (k.Gk ),

d'où h*(t') : k et

h"1 ((t'.Gt,a')) = (h^(t,).h*(t,.Gt(a')) = (k',Gk,).

d'où h*(t') = k'. De là k = k'. La fonction b est donc univalente.

Cette fonction est une surjection de K sur T puisque la fonction h 

est une surjection de sur E2 .

Si nous posons f(k) => a, où a est le mène comme dans (10). nous avons

de (11) que (6) a lieu. La démonstration du théorème 2 est donc terminée.

Corollaire 1. Les deux objets spéciaux transitifs {Gj^} et { g 2} , où 

G j C G  et G2 c G. sont équivalentes géométriquement si et seulement s'il

existe un a de G tel que

De la même manière que le théorème 2 on peut démontrer le

Théorème 3 . L ’objet spécial {ct} teT est un comitant de l'objet spé

cial |<eK si 9t seulement s ’il existe une surjection b : K —*-T et une

fonction f«K— G tels que

G k c [ f ( k ) ] - 1Gb(k)f (k)

pour chaque k de K.

Il résulte de ce théorème et du théorème 2 que la designation des 

comitants d'un objet spécial {ck} keK sa réduit, avec précision à 

l'équivalence, à la détermination des sur-groupes des groupes Gk> 

D'après le théorème 1 nous avons la même situation pour les objets 

abstraits arbitraires.

Coooe une application des considérations plus haut nous démontrerons

le
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Théorème 4 . Dans un espace de Klein (X,G,F) transitif il existe un 

objet effectif et-transitif qui n'est pas équivalent abstraitement à cet 

espace si et seulement s'il existe un sous-groupe G^ de G, non-trivial 

({e} f G x 4 G) et tel que

p  a-1Ga » {e}. (14)

a £ G

Démonstration de "si“

Soit x f un élément fixé de X et posons

G2 :“ {9 6 G If (x /'9) = *'} •

Considérons les deux cas:

G2 = { e } ( a )

OU

G2 ÿ {e}. (b)

Ad (a ). L'objet spécial { g ^} est transitif et effectif. Nous allons 

démontrer qu'il n'est pas équivalent à l'espace de Klein considéré.

En effet dans le cas contraire il existerait une bijection h de X

sur G/G1 et un automorphisme «p de G tels que

h(F(x,g ) ) = h(x )<p(g ) (I5 )

pour chaque x de X et chaque g de G. Fixons x^ tel que h(x^) *=

= G x , soit g x de G tel que xx = F(x'.gx ) et supposons que F(xx ,g) =

= F(xx .g'). De là F(x', gx g)=* F(x'.gxg'). d'où

F(x,.g1g(g1g')"’1 ) » F(x',e) = x'.

Il en résulte que 1 6  G2 = {®}» d'où gxg(gxgO = B et de

là g = g'. La fonction F(xx > ») est donc injective, donc la fonction 

h(F(xx ,*)) est univalente. Pour g,g; de G tels que g f g1 et 'p(g).

<p( g') 6 G x on a

h ( xx )̂ >( g ) = Gx«p( g ) = G^ = Gi*p( 91) ■ b ( xx )̂ p( g O ,

donc une contradiction avec (15).
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Ad (b ). L'objet spécial {e} est transitif et effectif et il n'est pas 

équivalent à notre espace da Klein, puisque le membre droit de la rela

tion (15) est pour x *■ x' univalente par rapport à g et pour le membre 

gauche et g,g’ de et g f g' nous avons

h(F(x',g)) ■ h(xO = h(F(x',gO).

Démonstration de "seulement si"

Supposons qu'il n'existe pa3 un sous-groupe G1# non-trivial, pour 

lequel (14) a lieu, c.à d.que Gĵ  = { e }  est le seul sous-groupe pour 

lequel on a (14). Nous allons démontrer que chaque objet transitif et 

effectif est équivalent abstraitement (et même géométriquement) à notre 

espace de Klein. Soit (M,G,f ') un tel objet. Dans ce cas

F'(m,g) » f- 1 (f(m)g),

où f est une bijection de M sur G. De même raison

F(x,g ) « l"1 (l(x)g),

où 1 est une bijection de X sur G. En posant h » f_1l et 'f = id |g

nous constatons que h est une bijection de X sur M et nous avons

h(F(x,g ) ) - F'(h(x),<p(g)).

La démonstration du théorème 4 est donc finie.

Nous donnerons un exemple d'un groupe G pour lequel il existe un 

sous-groupe G ^  non-trivial et remplissant (14).

Soit H un groupe pour lequel il existe un sous-groupe pas

normal. Posons H2 = a-1 H1 a et G * H/H2 . Dans ce cas G1 ■ H1/H2

sera le sous-groupe exî§é. En effet nous démontrerons (14), c.à d.que

n  H  “S  w  = H .
M e  G

Soit ixle 0  ral” *G, fa"]. Dans ce cas il existe un b(a) de H. tel que 
[a] 6 G l L J  1

H  = [a]-1H2b(a)[a] = [a_1b(a)a],

d'où xa-1b(a )-1a E H 2 . Il existe donc un c(a) de tel que 

xa”*b(s)- 1 a a a'^cfaîa.
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Il en résulte que

x = a-1c(a )b(a )a G a _1H1a 

pour chaque a de H. De là x £ H 2> d ’où [x] » [e].

Remarque. La condition dans le théorème 4 est équivalent à la suivante 

il existe dans notre espace de Klein un objet transitif et effectif, mais 

pas transitif simplement.

On sait que pour les objets abstraits le groupoïde de Brandt (ou plue 

général de Ehresmann) est une structure plus convenable que le groupe. 

Pour cette structure les considération analogues aux actuelles seront le 

sujet d'une note suivante.
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