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Streszczenie. Praca stanowi kontynuacje badan nad szczegélnym przy-
padkiem przeksztakcenia biegunowego, w ktérym bazg sa trzy paraboloidy
obrotowe o wspélnej, stycznej w wierzchotkach plaszczyznie, a obraz
dowolnego punktu jest czescig wspllng trzech odpowiednich plaszczyzn
biegunowych. Udowodniono siedem twierdzen, =z ktorych najwazniejsze
orzekaja, ze obrazem og6lnie potozonej stozkowej jest krzywa rzedu
szostego zdegenerowana zawsze do krzywej rzedu czwartego i pary
prostych niewkasciwych, natomiast obrazem ogélnie potozonej kwadryki
jest powierzchnia rzedu széstego skkadajaca sie z powierzchni rzedu
czwartego oraz podwdjnie liczonej ptaszczyzny niewdasciwej .
Rozpatrzono réwniez przeksztalcenie szczegdlnie przyjetych krzywych i
powierzchni stopnia drugiego wzgledem bazy kwadryk.

W pracy [1] oméwiono szczeg6lny przypadek przeksztakcenia tréjbiegunowego,
w ktoérym baze stanowig trzy przystajace paraboloidy obrotowe o wspélnej,
stycznej w wierzchotkach ptaszczyznie 1 zgodnych zwrotach osi, a obraz
dowolnego punktu otrzymuje sie z przeciecia trzech plaszczyzn przyporzadko-
wanych biegunowo temu punktowi w odniesieniu do kazdej z trzech kwadryk bazy.

W przeksztatceniu tym szczegdlng role odgrywa prosta s roéwnolegta do
osi paraboloid.
Dowiedziono m.in.,Ze obrazem og6lnie potozonej prostej jest parabola i prosta
niewdasciwa, obrazem ptaszczyzny - paraboloida eliptyczna wraz z ptaszczyzng
niewkasciwg oraz ze prosta 's" potowi odcinek ograniczony dowolnym punktem
whasciwym i jego obrazem.

W artykule niniejszym poddano analizie utwory stanowigce obrazy krzywych i

powierzchni stopnia drugiego.



M. Palej, A. Pogonowska

1. Przyjmijmy dowolng stozkowg c2 og6lnie potozong wzgledem kwadryk bazy
(rys. 1). Rozwazmy prostokatny rzut stozkowej c2 oraz jej obrazu 2 na
ptaszczyzne prostopadta do osi paraboloid. Poniewaz, jak wspomniano wyzej,
prosta 's" rozdziela symetrycznie obraz punktu i jego oryginat - punkt s’
stanowigcy rzut prostej ''s" bedzie Srodkiem symetrii zachodzacej pomiedzy
rzutem stozkowej c2 i jej obrazu c2.

Stad otrzymujemy:

Twierdzenie 1
2
Rzuty w kierunku k ]| s ogélnie potozonej stozkowej c oraz jej obrazu
O;‘ sa stozkowymi $rodkowo-symetrycznymi; Srodkiem symetrii jest rzut prostej

"s" - punkt s’.

Wniosek 1

Obraz ogélnie potozonej stozkowej c2 lezy na powierzchni walcowej T2,
ktérej kierujaca jest stozkowg s$Srodkowo-symetryczng wzgledem rzutu c2 w
kierunku k | s, a tworzace - réwnolegte do prostej ‘''s".

Poniewaz wiadomo [1], ze obrazem ogélnie potozonej phaszczyzny a jest
paraboloida eliptyczna a2 wraz z plaszczyzng niewkasciwg x® - mozna wnosic¢,

ze obraz stozkowej 02 rPaIeZacej z jednej strony do powierzchni walcowej f2
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z drugiej - do paraboloidy as i ptaszczyzny XCD jest ich elementem
wspolnym, tj.
02 = Ia2u thn F2
P 1P J

Linia przenikania paraboloidy a2 z powierzchnig walcowg f2 jest przes-
trzenng krzywa rzedu czwartego, r?atomiast przekréj powierzchni walcowej F2 ,
ptaszczyzng niewkasciwg x*“ zawierajaca wierzchotek tej powierzchni, jest
parg tworzacych niewkasciwych (rzeczywistych, réznych lub zjednoczonych, badz
urojonych). Stad:

Twierdzenie 2

Obrazem ogo6lnie potozonej stozkowej 02 jest krzywa rzedu szostego zdege-
nerowana zawsze do krzywej rzedu czwartego i pary prostych niewkasciwych
(réznych lub zjednoczonych) .

Zauwazy¢ warto, ze w przypadku, gdy stozkowa c2 Jest:

a) elipsa,

b) parabola,

¢©) hiperbola,

uzupednienie krzywej rzedu czwartego do krzywej rzedu szdéstego - obrazu tej
stozkowej jest:

a) parg prostych niewkasciwych, urojonych,

b) jedna rzeczywista prosta niewdasciwg (para zjednoczonych prostych nie-

whkasciwych) ,

C©) para roznych, rzeczywistych prostych niewkasciwych.

Rozwazmy jeszcze szczeg6lne potozenie stozkowej c2 , W ktérym zawierajaca
jJja ptaszczyzna a spednia warunek a | s. Poniewaz obrazem ptaszczyzny a
jest ptaszczyzna [a (wraz z ptaszczyzng niewkasciwg t<) wnosimy, ze na
obraz stozkowej c~ skkada¢ sie bedzie plaska krzywa f e oraz g e t*
tatwo ustali¢, ze f jest krzywa rzedu czwartego. Wystarczy bowiem rozwazyc¢
stozkowag c2, jako zbidr punktéw przeciecia homologicznych promieni dwoéch
rzutowych pekéw W) 1 W). Kazdy promien W) badz N 2”7~ przechodzi w
rozpatrywanym przeksztatceniu na parabole peku W ), badz (W_ ) oraz
prosta niewkasciwg przynalezng do wspélnego $rodka parabol punkt s es.
Poniewaz przeksztalcenie nie narusza relacji rzutowych - obraz stozkowej (:2
powstaje z przeciecia homologicznych parabol pekéw (W) i W oraz homolo-

gicznych promieni dwéch pekéw prostych niewkasciwych o wspélnych Srodku s”.
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tatwo jednak zauwazy¢, ze obydwa peki prostych niewkasciwych redukujg sie do
jednej prostej sprzezonej z plaszczyzng a - prostej g" @ i1 a).

Tak wiec sformutowa¢ mozna:

Twierdzenie 3

Obrazem stozkowej lezacej w plaszczyznie a | s jest krzywa rzedu
szostego zdegenerowana do plaskiej krzywej rzedu czwartego i podwdjnie
liczonej prostej niewdasSciwej.

Gdy wreszcie stozkowa c2 byka parabolg o Srodku S, mozna by przewidy-
wac, ze obraz cz‘ ulegnie dalszej degeneracji.-Przewidywanie takie po-
twierdza nastepujace rozumowanie. Rozwazmy dowolng prosta q lezacg w
ptaszczyznie &, stanowigcej element obrazu ptaszczyzny a e CZ?

Niech:

Wiadomo, Ze w rozpatrywanym przeksztadceniu prostej g~ odpowie parabola q2
wraz z prosta niewkasciwg t° € S°, t° £a Poniewaz czes¢ wspoélng whkasciwg
stozkowej 02 (parabola) z utworem q;\ u t° stanowig dwa punkty, mozna
wnosi¢, ze dowolna prosta q £ S$* przecina krzywg c” zawsze w dwéch
punktach whkasciwych. Pozwala to na stwierdzenie, ze c"jest krzywa stopnia

drugiego. Niech z kolei:
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W takim przypadku obrazem prostej q w rozwazanym przeksztatceniu jest
(v0) = LN [ee]
prosta q e S° oraz ptaszczyzna niewkasciwa x .
Utwér q u t'3 przecina parabole <? w jednym punkcie niewktasciwym - s”.
2
Implikuje to istnienie w ukkadzie qP o] CP elementu niewdasciwego, przy czym
wobec ustalen 1 moze to by¢ tylko jeden punkt niewkasciwy - s” . Mozna zatem

wypowiedziedé

Twierdzenie 4

Obrazem ogélnie przyjetej paraboli o $rodku " jest krzywa zdegenerowana
do paraboli wspodsrodkowej oraz plaszczyzna niewltasciwa t@.

W tym miejscu nalezatoby zrobi¢ uwage, ze na zasadzie przyporzadkowania
dowolnej prostej "a' - odpowiednio skonstruowanej paraboli a2 jest mozliwe
takie przyjecie paraboli c2 by elementem jej obrazu byka nie I:)parabola, jak
orzeka to twierdzenie 4, lecz prosta c .

Przesledzmy warunki, w ktérych elementem obrazu paraboli bedzie prosta.
W tym celu (rys. 2) powrdéémy do konstrukcji paraboli bedacej przeksztakceniem
dowolnej prostej. Przy przyjetych parabolach bazy p’7‘ p% (Y. przekrojach
ptaszczyzng zawierajgca o$s ''s" dwéch sposréd trzech paraboloid bazy [1])
obraz dowolnej prostej a tworza rzutowe peki prostych o wierzchotkach W ,W
gdzie W , W sg biegunami tej prostej wzgledem parabol p2, p2.

Poniewaz zamiana parabol pZ,ZpZ na inng pare p2,2p’\ parabol przysta-
jacych i nalezacych do peku (@, s*“) zgodnie z wkhasciwoscig peku [1], [2]
nie zmienia wynikéw przeksztatcenia - mozemy wnosi¢, ze ten sam obraz prostej
a - parabola a2 powstanie wéwczas, gdy rozwazymy rzutowe peki prostych o
wirzchotkach W A stanowiacych bieguny prostej a wzgledem parabol p 2,
p*.  Stwierdzamy wiec, ze punkty W», sg elementami paraboli &\, a w
dalszej konsekwencji, ze obraz prostej a zawiera tzw. stozkowg biegunowg
tej prostej wzgledem peku parabol (@, S™). Prawdziwy jest wiec
Lemat 1

Elementem obrazu dowolnej prostej a przecinajacej os 's" w punkcie
whasciwym jest parabola a'% bedaca stozkowg biegunowg tej prostej wzgledem
peku (,8°°) parabol p®, z ktérych kazda przystaje do potudnikéw kwadryk
bazowych: paraboloid TIV, T, T\

Z lematu 1 i ustalen [1] wyciagna¢ mozna:

Wniosek 2
Obrazem paraboli a o $rodku " S moze by¢ prosta a oraz ptaszczyzna

2
niewkasciwa. Przypadek taki =zachodzi wowczas, kiedy parabolaa  jest
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stozkowg biegunowa paku (L,S } parabol, takiej prostej a , ktéra
przechodzi réwnolegle do stycznej do paraboli a2 w punkcie a2 ns-Q
Zajmijmy sie z kolei obrazem $2 dowolnej niezdegenerowanej kwadryki
W tym celu obierzemy dowolng prosFt>e1 q w uktadzie $ i ustalmy liczbe
punktéw wspolnych q n $2, tj. rzad poﬁvierzchni 42_ Ponfewaz, na zasadzie
inwolucji, utwor 2 przeksztatca sie na kwadryke $ , a prosta g na
parabole g2 i prostag niewkasciwg t° (t“ € s*“) liczba punktéw przebicia
utworu $2 prosta q jest réwna liczbie punktow (q2 u t(oj n 5>2.
Uwzglednigjqc, ze par%bola q2 ma z og6élnie przyjeta kwadryka 42 zawsze 4
punkty wspélne, a prosta e przebija te kwadryke w dwéch punktach,
otrzymamy:

Twierdzenie 5

Obrazem dowolnej kwadryki jest powierzchnia rzedu széstego.

Wiadomo, ze punktowi niewkasciwemu odpowiada w analizowanym przeksztat-
ceniu [1] prosta niewkasciwa przechodzaca przez s”.

Poniewaz punkty M°, n* przebicia prosta tss” kwadryki $2 sa wspot-
liniowe z S* - kazdemu z tych punktéw odpowiada ta sama prosta niewkasciwa
n*“ (sprzezona z t°). Prosta n™ jako element utworu winna by¢ zatem
liczona podwéjnie. Przyjmujac tedy rézne proste q ~ otrzymujemy rozne,
zwigzane z nimi proste t?, a w konsekwencji - rézne pary punktéw M", n*
i podwéjnie im odpowiadajgce proste niewkasciwe. Poniewaz wypedniaja one

ptaszczyzne niewtasciwg mozna sformutowac kolejne:

Twierdzenie 6

Powierzchnia rzedu széstego stanowigca obraz kwadryki skltada sie zawsze z
podwéjnie liczonej plaszczyzny niewktasciwej oraz powierzchni rzedu czwartego.

Rozwazmy jeszcze szczegbélny przypadek przeksztakcenia kwadryki, w ktorym
ta ostatnia jest paraboloidg eliptyczng 42 o Srodku SM. Analizujac jej obraz
- powierczhnie 4>O - obierzemy dowolng prosta q i ustalmy liczbe punktéw
przebicia ta prosE’a utworu $2. Zauwazmy, ze prosF{a q przeksztatca sie na
parabole q2 i prosta niewgas’ciwq, a utwor $2, z%odnie z inwolucyjnym
charakterem przeksztatcenia - na wyjsciowag parab%loide $2. Parabola qa'
posiada z paraboloida cztery punkty wspdlne. Dwa z nich jednocza sie z s”
(ktéremu w obrazie odpowiada phaszczyzna niewkasciwa), dwa whkasciwe
odpowiadaja punktom przebicia prosta c utworu $2. Poniewaz prosta qp
wybrana zostata dowolnie, wynika stad natychmiast, ze utwér $2 jest rzedu

drugiego. Mozna przy tym ustali¢ rodzaj powierzchni 4’7‘. Beieli bowiem



Obrazy utwordéw stopnia drugiego. 37

zauwazymy, ze pak ptaszczyzn o osi ''S" przecina paraboloida 4 w parabolach
o $rodku S°, a te z kolei przeksztalcajg sia na parabole badZz proste
przekroju utworu 42 tymze pekiem mozemy wnioskowac¢, ze utwér 42 jest
paraboloida.
Stad kolejne:

Twierdzenie 7

Obrazem ogélnie przyjetej paraboloidy eliptycznej 42 o $rodku s”
lezagcym na osi t's' jest wspotsrodkowa paraboloida 4?‘ i plaszczyzna
niewvkasciwa.
Analogicznie jak w rozwazaniach dotyczacych przeksztakcenia paraboli o Srodku
s® nalezy wspomnie¢ o mozliwosci przeksztatcenia paraboloidy o Srodku s”
w parg plaszczyzn, z ktorych jedna stanowi zawsze plaszczyzng niewdasciwg.
Dotyczy to bardzo szczegélnych zatozeh odnosnie do tej paraboloidy.
PrzeprowadZzmy przy tym nastepujace rozumowanie. Niech dowolnie, nieréwnolegle
do osi s, przyjeta bedzie plaszczyzna a. Zgodnie z wczesniejszymi
ustaleniami f1] obrazem ptaszczyzny a jest paraboloida eliptyczna 2 wraz
z plaszczyzng niewkasciwg.Rozwazmy przekroje plaszczyznami peku ®)-
Otrzymujemy: w plaszczyznie a pek prostych o srodku M = s n a, a na
paraboloidzie AE’\ - pak parabol, z ktérych kazda jako obraz odpowiedniej
prostej paku (M (Scislejjako element takiego obrazu) jest jej stozkowg
biegunowg (por. Ilemat 1). Nazwijmy paraboloidg 42‘ zawierajaca wszystkie
stozkowe biegunowe peku M  kwadrykg biegunowg. Ma ona te whkasnos¢, ze
lezace na niej parabole peku o osi s przeksztatcajg sie na proste peku o
Srodku M. Jezeli zatem jako wyjsSciowg do przeksztakcenia przyjmiemy
paraboloide identyczng z kwadryka biegunowga (dowolnie przesunietg w kierunku
S$°) otrzymamy przypadek, w ktérym elementem obrazu paraboloidy jest nie, jak
orzeka twierdzenie 7, paraboloida  wspé&tsrodkowa, lecz phaszczyzna.
Wprowadzenia pojecia kwadryki (paraboloidy) biegunowej umozliwia dyskusje
rodzaju paraboloidy 4", ktéra jako element obrazu powstaje przy przeksztak-
ceniu paraboloidy eliptycznej 4. W dyskusji tej przyjmijmy dowolng
paraboloida eliptyczng przecinajaca o0$ "'st w punkcie L. Rozwazmy
ptaszczyzne styczng a do paraboloidy w tym punkcie oraz element obrazu tej
ptaszczyzny - kwadryka (paraboloida) biegunowg a2 . Zauwazmy, ze kwadryka

N
biegunowa a2 jest styczna do plaszczyzny a (na zasadzie stycznosci

parabol peku (©) i przyporzadkowanych im prostych peku (D) i ze
2

paraboloidy 47 i a2 przenikaja siga w krzywej rzedu czwartego zawierajacej

dwa punkty podwéjne.A Sa to punkt stycznosci L oraz wspélny $rodek s”
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Krzywa przenikania rozpada sie wiec na dwie krzywestopnia drugiego, ktoére
wobec przynaleznosci do S sg parabolami. Parabole te,nalezac do kwadryki

biegunowej, ulegajg przeksztadceniu na proste. W przypadku kiedy sa to krzywe

rzeczywiste - w obrazie przeksztatconej paraboloidy znalezé sie musza
rzeczywiste proste, skad wnosimy, ze paraboloida 2 jest paraboloidg
hiperboliczng. W przypadku przeciwnym (parabole przenikania sa urojone) mamy
do czynienia z elementem obrazu paraboloidy z% wpostaci paraboloidy
eliptycznej.
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0EPA3bl JIMHVM M I10BEPXHOCTEM 2-h CTEnEHM fllISI OCOECTO CIYMAM TEXHOJISIPHOrO
I11PEOEPA30BAHHS

Pe3ioMe. PaboTa HBJiseTcs nponojotceHHeM ycjienoBaHMfi ocobeHHoro cliyas

nojispHoro npeo6pa30BaHns, b kotopom 6a3y cocTaBJisnoT Tpw napabojioHna Bpa-
meHMH (HMeBinne b cbohx BepmnHax obmyé xacaTejibHyio njiocxocTb), a obpa3
npon3BOJibHofi TosKH ecTh TOHKa nepeceneHHSi Tpex nojispHMX njiocKocTefi.

lloKa3aHo 7 TeopeM, H3 xoTopux caMwe rjiaBHbie onpenejisnoT, hto obpa30M
jiohmm 2—fi CTeneHK SBJiseTca KpMBas 6 ro nopsmxa xoTopasi Bcema HBJiaexcs!
jiMHHen 4 ro nopsmxa u napoi! Heco6cTBeHHbix npsiMbix. Obpa30M noBepxHOCTefi
2 oil CTeneHM 3aTO SB”sieTcsi noBepxHocTh 6 ro nopsmxa cxjianbiBaioiuasicsi H3
nolRepxHOCTH 4 ro nopsmxa w jiByxpaTHO CHMTaHol, HecobcTBeHHofi rniocxocra.
PaccMOTpeHbi Taxxe npeobpa30BaHHSi oco6o npMHSiThix xpHBbix u noBepxHocTed
2 oh CTeneHM.
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IMAGES OF CURVES AND SURFACES OF THE SECOND ORDER INA A SPECJAL
CASE OF THE TRIPOLAR TRANSFORMATION

Summary

The paper 1is a continuation of studies of a special case of polar
transformation in which the basis consists of three congruent paraboloids of
revolution {with a common tangent plane at the vertices) and the image of any
point is the intersection of its polar planes in reference to each
paraboloid.

Seven theorems have been proved, most of them saying, that the image of a
curve of the second order is the curve of the sixth order (always in the form
of a curve of fourth order and two straight lines at infinity) and the image
of a surface of the second order is the surface of the fourth order and the
plane at infinity (twice calculated).

The specially situated curves and surfaces of the second order are also

considered.



