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ZASTOSOWANIE WARIACJI MIESZANYCH RZĘDU DRUGIEGO 

WZGLEDEM POTĘG i ~  pv p2 < ”  DO SZEREGÓW FOURIERA

Streszczenie. W pracy zostały udowodnione cztery twierdzenia, z 
których pierwsze dotyczy oszacowań współczynników szeregu Fouriera 
funkcji f(x,y) za pomocą wariacji mieszanych rzędu drugiego względem 
potęg 1 i pj, p^ < m , drugie podaje oszacowanie pewnych sum dla
funkcji ciągłych oraz dwa analogiczne dla wielomianów interpolacyjnych.

2Niech f będzie funkcją rzeczywistą, określoną na R , 2n - okresową, 
mierzalną.
Wprowadźmy następujące oznaczenia:

= f(łv yi) ~ 2f

2
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Niech 7r̂ , ?r będą skończonymi podziałami przedziałów odpowiednio
la(a+27t], [b,b+2rr] oraz [a,ą+27i] x [b,b+2n] postaci

n =rr, „ , = (a = x < x, < . . . < x = a+2n), a la, a+2irj o 1 m

"b 7r[b,b+2it] = (b = y < y1 < . .. < y = b+2rt),

n , = n, „ , x ,, , _ ,, gdzie a i b są skończonymi liczbami rze- ab [a, a+2nj [b,b+27r] °
czywistymi.

Definicja. Dla 1 s P1>P2 < “ wariacjami mieszanymi rzędu drugiego
funkcji f nazywamy wyrażenia postaci

V (f) = sup sup
a,y Ti

[jT || A (2)x (f; xk_1,xk.y) |Pl) .
a k=l

( 1 )

V (2)(f) = sup sup |i A (2)y (f; K . y ^ . y ^  2j
,x nb i=l

V (f) = sup sup
a, b ii

( 2 )

P7iPl
H  ( H  | i ń(2)xy (f: Xk-l'xk'yi-l,yi| l)

ab 'i—1 k=l
. (3 )

Definując wariacje mieszane na przedziałach dowolnych i oznaczając
1

p O
V^^(fja, 0) = sup sup

y 7i[a,p] E l i * “ ’ * V r V » ) D  ‘
k=l

gdzie: 71. = (a = t < t, <...<t =[a.p] o 1 m

PolP2
- ,uP ,„p ^  |‘ ę h f :  ».l,.,.»,)! 2)

i=l

gdzie: w [r.«] = (r = Xo < 1l< Xn - 5)'

V (f;a,y,5 ) = sup
[a,p]x[y,6]

’ 11 lll

H O
•i=l k=l

p O

otrzymujemy
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Lemat 1

Wariacje mieszane rzędu drugiego są funkcjami monotonicznymi przedziału, 
tzn.

a) sup V ^ ( f ;  a+otj, a+Pj) £ sup V ^ ( f ;  a+a, a+p),
a a

( 2 ) (21b) sup V (f; b+y. , b+ó ) £ sup V (f; b+y, b+S),
b b

c) sup V ^ ( f ;  a+a^, a+p^b+y^,b+ó,) £ sup V ^ ( f ;  a+a, a+p, b+y, b+<5), 
a, b a,b

gdzie: a £ a^ < p^ £ p i y £ y^ < Sj £ 5 .

Dowód a) Weźmy dowolne podziały

u r (a+a = x <x,<...<x = a+P),[a+a,a+p] o 1 m

Ti, ,= (a+a = x <x, <...<x = a+a,),[a+a,a+a1J o 1 1

7t, „ ,= (a+a,= x'<x(<...<x' = a+p,),[a+a1>a+P1) 1 o 1 m2 1

77. „ (a+p, = x <x,<. . . <x = a+p).[a+pj,a+p] '1 o l  m3

Wtedy
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Podobnie dowodzi się b)

Dowód c). Weźmy dowolne podziały

[b+y, b+<5l= (b+y = yo<y1<- • = b+5),

[b+y1>b+5 1,= (b+y-j = y;<yi<---<y' = b+V >

Postępując analogicznie jak w dowodzie części a) i korzystając z oznaczeń 
tam wprowadzonych, otrzymamy

sup V ^ ( f ;  a+a , a+p^,b+y^,b+S^)
a, b

sup sup
a, b TT[a+a^, a+Px ] x 

x [b+y^b+ó^]

i sup sup

n2 “ 2
2 P9

.(2),
) I  E  \i A*y'(f; Xk-l,Xk'yi-l’yi
i=l k=l

2 m
P * k

a, b Tt[a+a,a+p]x E  ( E  Ił 41=1 k=l
xy)(f; xk - r xk,yi-l,yi

P O Pl

x[b+y1>b+5 1]

2 m
^ sup sup

a’b H [a+a, a+p]x ^1=1 k=l 
x[b+y ,b+Sj]

,(2),
I ]  E  I* Axy'if; xk-i’xk’yi - r yi

= sup (f; a+a, a+P,b+y,b+5 ).
a, b

Lemat 2

Dla k, i 1 . całkowitych i takich, że 1 . > k. dla j - 1 ,2  zachodzi 
j j J J

a) sup V ^ ( f ;  a+kjTi, a+l̂ ir) £ 2̂  g---j - lj V C f),
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b) sup V (2)(f; b+k27i, b+l27r) s ^2 j-2- 22 - lj V(2)(f),

(3 )o) sup V (f; a+k̂ rc, a+l^n, b+k2rt, b+l27t) 
a, b

1, -k, +1-, , , rl2-k2+l(2 m  - ■) i21 2

gdzie symbol [x] w powyższych nierównościach oznacza cechę x.

Dowód a). Niech [a,p] będzie przedziałem osi 0x, 
a  ̂ = (a = xq < <. ..< = p) jego dowolnym podziałem.
Ustalamy podział ^   ̂= (a = tQ < tj <. . . < t^ = p). Oznaczmy

S = ( H  1^ a (2)x (f; Xk-l'Xk'y]k=l

oraz utwórzmy uporządkowane podzbiory dla v = l,2,...,r zbioru
{0 ,1 ,2  m> w sposób następujący: j,j  x. e A jeśliu r+1 j +m v J

v v

x. , x. .,...,x. 6 [t ,,t ] i m  s i  oraz niech A = 6, jeśli m = 0
Jv V 1 u+m v~l v v v v

lub jeśli przedział [t ,t ] nie zawiera punktów podziału n,u-1 v i- i- [a,p]
Dalej, niech C będzie uporządkowanym podzbiorem zbioru {0 ,1,2 , . . . ,m>
i takim, że dwie kolejne liczby m’.+t-l, m’.+teC, jeśli przedział (x ,J J m. + t-l
x , . ) zawiera co najmniej jeden punkt podziału rr, , .. ^j Lct, p J

Ilość takich przedziałów jest nie większa niż r-1.

Zapiszmy C = {mj,mj+l  mi+rl’ m2+r2 '' ' ' ’ ml’ m1+r1K
gdzie r,+r„+.. .+r, s r-1. —1 2  1 p^
Korzystając z subaddytywności funkcji u oraz lematu 1 mamy oszacowania

-t £  p" 51
y=i j=jv+i j=i t=i j j

(4)
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L
V=1

r .J

W ( E  n  <2)(f;x , , xm , + t-l m
j=i t=i

1l_kl bądzie liczb4 parzystą oraz [a,0] = [a+^rr, a+^n], t^-t^ - 2 7 1Niech
1 1 1dla i> = 1,2.....2

Z okresowości funkcji f względem x dla 2ji < - x̂ ._1 wynika istnienie
takich liczb d ^  dk> dla których

0 < dk - dk-i 3 2” 1

**”  l f i  V f V "  • ' * ? ’

Ponieważ dla xk_1 i xk takich, że 0 xfc - xk_1 i 2rt oraz dla każdego y 
ustalonego

I ńx2)(f: Xk-l,Xk'y) V ^ ( f ) ,  więc korzystając z (4 ), otrzymujemy

sup sup |i Ai2)(f; Xk-l'Xk’y)| 1) "
a’y ’W j H . a + l j * ]  k=l

= [zp - T — \ - ') v(1)(fL
r r - r ^ i

lJ-k1 nieparzystego, lj— = lj-k^l-1 = 2  ^--- ~ 1-

}Cf) = Cl1-k1-l) V Cl)(f) =

rl.-k.+l
Dla
Z lematu 1 oraz z ostatniej nierówności mamy

sup V ^ ( f ;  a+k̂ rc, a+ljii) s sup V ̂ 1 ̂ (f; a+k^n, a+dj+lln) s
a a

s (lj-kj) V (1)(f) = ^  1 Ż1 j - lj V (1)(f).

Nierówności b) dowodzi się analogicznie.

Dowód c). Niech rtr i it,r będą zdefiniowane, jak w dowodzieta, pi lla,pi
nierówności a), [y,5 ] niech będzie przedziałem na osi oy, a n ^  dowolnym
podziałem postaci (y = yQ < yj < . ■ ■ < yn = ó) oraz ni[y 5] podziałem
ustalonym postaci (y = uq < u^ < . . . < ug = S). Niech i C będą zde­
finiowane jak wyżej, a dla p = 1,2.... s będą uporządkowanymi podzbio­
rami zbioru {0,1,2 n} takimi, że î , 1' j e B^, jeśli
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v , y  y. e [u . ,u ] i n a 1 oraz niech B
yi ’ yl +1 ’■'i +n p-1 p p pP P

jeśli n = 0  P

lub jeśli przedział nie zawiera punktów podziału rr^
D niech będzie uporządkowanym podzbiorem zbioru {0 ,1,...,n} i takim, że 
n^+p-1, n^+P e D, jeśli przedziały (yn.+p_,> yn’+p  ̂ zawierają co najmniej

jeden punkt podziału ^ [ y  gj- ilość takich przedziałów jest nie większa niż

s—1. Oznaczmy D = {nj,n^+l n^+Zj, ni,, ni,+l n2+z2 nk’ nk+1, ' ’ ' ’ nk+Zk*’
gdzie z^+z2+...+z^ ^ s-1. Korzystając z nierówności Minkowskiego i subaddy-

tywności funkcji u mamy

S = Z  (I] I* (fi V i - V yi-i-yi)
i=l k=l

» l ) Pl

j +m n r r v v

E E O i , (2),, A (f; x . ,, x ., y. ,, y. )
4 xy j-1

P , t Pl

i=l Lv=l j=jy+l

1 r J

Axy ^ ’xm’+t-l’xm,.+t’yi-l,yî  j J* I L 2J
J=i t=i

P lt Pi

' )

i +n j +ms n fi r uv v

s z  t n  z  c l i  i* Ax y ) ( f : x j - r x j ’ v 1’ yw) i ' }

11-1 W=i +1 12=1 j = j +1 ^ {1 °

i +n s n n
P2 P2

p=1 w=i +1 
p

1 J

L U
j=l t=l

1 1 x A (f;x , . ,,x , , ,y , ,y ) 4 xy m.+t-l m.+t w-1 w J J
•*) ■

(5 )

t  l  [ i c i i ^ w ^ w n Pl

^ P2 
Pi

h=l p=l (v=l j=jy+1
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P2 P2
k h

E r
h=l p=l

1 rj 
L Uj=l t=l

X (.2.V;x„,4 xy ’ nij+t n^+p-1 n^+p

Niech teraz 1j”k i dla J=1>2 bądzie parzyste, [a, |3] = [a+kjTr, a+l^n], [y, 6] =
= [b+k„7t, b+l„n], t -t =2ti dla v = 1,2 i(l -k ) oraz u -u = 2n

2 2 . v v-l 2 1 1  p p-i
dla p = 1 ,2 .........2
Korzystając z okresowości funkcji f ze wzglądu na obie zmienne, z nierów-

I ńxy)(f;xk-l*Xk’yi - r yi) 
P =

(3 )s V (f), z (5 ), nierówności Minkowskiego

i subaddytywności funkcji u 1 (i=l,2), otrzymujemy

p=l 17=1

i +n j +m ?21
pl

P2

) > :
i A^2E f ; x . , x ., y , y ) 4 xy j-1 j w-1 Jw

1 1 +
w=i +1 C_J. II C-7. + J

s 1 ' jr . +n P P

* L L ż _
p=l j=l 17=1 w=i +1 p

1. ( 2 ,  
4 xy m’. + t-l ’ Xm’.+t’ yw-l’ w

J J ( 6 )

z, j +mk h r 17 17

h=l p=l 17=1 j—jl_,+ 1

i A^2 E f ; x . , x ., y , ,,y , )4 xy j-1 j n^+p-1 nh+p

i z i_ i r  •k h i  j

Y L  Y 1  l4^  if;Xra’1+t-l’Xm’+t’yn’+p-l’V + p )
h=l p=l j=l 17=1

(3 )sup V (f; a+k^, a+l̂ Tt, b+k^n, b+l̂ ir) - 
a, b

s 5 (12_k2 )(1r ki) vt3)(f) + i (12-k2 )(I (1r kl) - D V (3)(f) +

+ (g a 2-k2 ) - 1) i (l1-k1)V(3)(f) +(i (l2-k2)-i)(i (Ij-k^- l)V(3)(f) =

= (l1-l1-l)(l2-k2-l)V!3)(f)
- H ^ -! - - ■)

l„-k„+ln
|v(3)(f).



Zastosowanie wariacji mieszanych. 107

Dla nieparzystych, gdzie j=l lub j=2 korzystamy podobnie jak w do-

rl ,-k . + 1-,
wodzie a) z własności 2 dla wariacji oraz z równości ^j_^j = 2 - - ■ ■£■—  ~ 1
otrzymując tezę.
Niech

2it 2it
a. . = j i f(x,y)cos ix cos jy dx dy,i.J <2 J J

0 0

Zn Zn
1 f rb. . = —o f(x,y)sin ix cos jy dx dy,i.J Z j J

0 0 

Zn Zn

ci j = ~2 J J f(x,y)cos ix sin jy dx dy,
0 0 
271 Zn

* i . j  '  h f I  I U -

y)cos ix sin jy dx dy,
0 0

dla i, j = 0 ,1,2 ,... oznaczają współczynniki szeregu Fouriera f(x, y) oraz

A.i. j

i dla i = j = 0

i dla i > 0, j = 0 lub i = 0, j > 0

1 dla i > 0, j = 0

Twierdzenie 1. Niech f będzie funkcją całkowalną,

r  * r*[_   m, n [ m, n cos mx cos ny + b sin mx cos ny + 1 m,n 7
m, n=0

+ c cos mx sin ny + d sin mx sin ny m,n y m,n I

jej szeregiem Fouriera, gdzie

A , a , b , c , d dla m,n = 0 ,1,2 ,..m, n m, n m,n m,n m, n

określone są wyżej.
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Wtedy:

a) jeśli V (1)(f) < w, to

a * b * c dm, n | m,n| 1 m, n m, n

1-ł-
P1 ( 1 )3 *2  V (f) dla m ł 1,

(?)b) jeśli V 1 '(f) < co , to

a b d1 m, n 1 m, n m, n| m, n
P? (?)

3 -2 V U '(f) dla n — 1,

(3 )c) jeśli V (f) < », to

a b c d1 m, n| m, n m, n m, n
9V(3)(f)

i_ + i_ i- i_
P1 P2 P1 P2 2 m n

dla m, n s 1,

Dowód a). Dla funkcji 2n - okresowej g(x) mamy
2ir 2n
f k f  kmI g(x) cos nxdx = (-1) g(x + — ) cos nxdx.
0 0

Korzystając z założenia okresowości f(x,y),z lematu 2 , z nierówności Hóldera,
oraz podstawiając h = — dla m naturalnego, rh = 27t i x = u + kh otrzymamy

2n 2n

| ^f(x,y) - 2f(x + i, y) + f(x + y )J cosmxcosnydxdy 
0 0 
+ 1 )h

I  L  I  £f(x,y)-2f(x+h,y)+f(x+2h,y)j  cosmxcosnydxdy
0 k=0 kh
2n h r-1

—~2 J J |f(u+kh,y)-2f(u+(k+l)h,y)+f(u+(k+2)h,y)|j

m,n| „ 2
471 0 0

2n r-1 (k+1)h

1 1
Pl]Pl ql

r dudy s
0 0 k=0

i_ 1- —
<li <1,

s 2 2nh v ( D (f;0> (r+1)h)rql s ^ V ( }(f) (2m) = 3 v2____
4n m i_

P1
1 1 m dla m ł 1, —  + —  = 1.
P1 ql
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Dowód dla pozostałych współczynników przebiega analogicznie. 
Korzystamy tam z równości

2n Zn
r k f kg(x) sin nxdx = (-1) g(x + - n) sin nx dx.

Dowód b) przebiega jak dowód a), 
a doi 

Wtedy:
Dla dowodu c) mamy h = —, t = -, rh = 2rr, st = 2n, x - u+kh, y - v+it.m n

Zn Zn

m, n i r ? i n
. (2), „ 2n 2tt. , ,fi (f:x,x+ — , y,y+ — -Jcos mx cos ny dxdy xy m n

0 0

2 1
t h/S-l r-1

1 1

,v+it,v(i+2)t)
0 0h=0 k=0

P2 qt q, 
r s

9 v (3)(f) „ . 1 ^ 1 _ . i - i ,
i _ ^ i _  i_ £ ~  dla m-n Ł l - ^  5 : - 1’ 1 " 1,2‘
,P1 P2 P1 P2

Twierdzenie 2. Niech f będzie funkcją ciągłą,

= [(a )2 + (b )2 + (c )2 + (dn , n [ _ m , n  - ~ ~m, n m, n mA -
gdzie a . b c , d są współczynnikami szeregu Fouriera, m, n m, n m, n m, n
Wtedy:
a) jeśli V (1)(f) < oo, 1 s Pj < 2 , to

co m m

j4 = 0(n,3) 1 j2 = otm2)> 
1=0 j=l j=l

(2)b) jeśli V 1 J (f) < oo, 1 s p2 < 2, to

Y ^  Y ^  xj,ipj , i i4 = ° (n3) 1 sup xj,ipj , i j2 = o(n2)’
1=1 j=0 J J=1

<

”dudvs
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(01c) jeśli V (f) < co, 1 < p2 r= < 2., to

■^3 Y1  p2< 1 j414 — * 01n n i— j i 13 3 / / 1 J 2
m n i=T j=i ’ m-n-"° n m 1=1 j=ii m L   L *

2 2j“V  > 0.
m, n—

Dowód. Oznaczmy
2m-2

ip (x. y) = ^ ' if(x + — ,y)-2f(x +  ̂n,y)+ f(x + — - ir,yH .m / I m m m '
k=0

Wtedy

0 s <p C x, y ) s sup
m 05k^2m-2

, (2 j  ,r kTt k+2 ,A (f;x+ — , x+   n, y)x m m
2 _ p i Pi  r ( 1)  i  1 

v u ; ( f )  —1 i r2 V

gdy m  > k> , 2_Pj >

Ponieważ f jest funkcją ciągłą i okresową ze wzglądu na x i y, więc

4 sup f (x,y) f p‘ / ■ V (1)(f)
*• x, y )

Z twierdzenia Lebesgue’a mamy 
2rt 2n

lim . J i ^n/x’ y)dxdy =
o o

Korzystając ze wzoru 
2u 2n

—2 [ J f2 (x,y) dxdy = V A . , p . , J. 1 J. 1
0 0

dostajemy
2it 2tt

j,l=0

271 2tt 2m-2
J |  *m (x,y) dxdy = J J Jf(x + ^,y)-2f(x + ^  tt
0 0 0 0 k=0

, y )  +

(6 )

2 m - 2  co

f(x + Hi,y)L dxdy = ' XJ, l(P.l, lJ
k=0 j, 1=0
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gdzie (Pj^)2 =  ̂)2+ Cbj x)2+ (dj^)2,

2n Zn r

< * i . l > 2- ? i  i _ ° °

kit , k+1 , k+2 ,f ( x  + — , y ) - 2 f ( x  + ----  7t , y) +f ( x  + ----- n,y)m m  m c o s j x c o s l y d x d y

Zn 2n

^  [ f f(x,y)(cos j(x- — )-2cos j(x- KKir)+cos j(x- ^Kt) )coslydxdy
Z J J m m m

n 0 0

2rr 2ir
”2 J J f(x,y)4 sin2j •—  cos j (x- ^-7i)coslydxdy 

U 0

•  K i

o o

, ,  . 4 . 7t= 16 s i n  j  g ;

2 . k+1 ,2 . 2. k+1 . . 2 . k+1c o s  1 ----  ir + b . , s m  1 ------  71 + a . , b .  , s i n  1 ------- nJ m j,l J m j,l j,l J m

A n a l o g i c z n i e

" l i ’ 2-

ZnZn

? i i
0 0

ku . k+1 , k+2 ,f ( x +  — , y ) - 2 f ( x +  ----  Tt, y ) + f ( x +  —— 7T,y)m m m c o s  j x  s i n  l y  dxdy

16 s i n  j• TT [ 2
J 25 [cj,l

2 .  k+1 ,2 . 2 .  k+1cos 1   7i + d . , sin j --- -m j, 1 J m
. 2. k+1 I

71 + c . , d . , s i n  1    711J ,1 J ,1  m J

ZnZn

i i
0 0

w  ku , k+1 , k+2 ,f ( x +  — , y ) - 2 f ( x +  -----  ? r , y ) + f ( x +    7t,y)m m m s i n  j x  c o s  l y  dxdy

2ti 2tt
n ;  f f f ( x , y ) ( s i n  j ( x -  —  ) - 2 s i n  j ( x -  K l ł 7I) + s i n j ( x -  K Ki r )  ) c o s l y d x d y  
z j j m m m

0 0

271 2ti
■K J J f(x,y)(-4) sin2j ^  sin j (x- i^injcos ly dxdy

0 0
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. 4 . = 16 sin j n [ 2  2. k+1 2 . 2. k+1 , . 2. k+1 ]b. , cos j    Ti + a . , sin j —  i - a. , b. . sin j    7t2m [ j, 1 m j, 1 J m j, 1 j, 1 m J

2u2n

‘-i,!’2-
0 o

k7i . k+1 . k+2 ,f(x+ — ,y)-2f(x+ ---  7i,y)+f(x+ — - 77,y)m m m sin jx sin ly dxdy

,, . 4 . TT [\2 2 . k+1 2 . 2 . k+1 , . 2 . k+1 116 s m  j d. . cos j   7t + c . , s m  j   ?t + c . , d. , sin j   jiJ 2m L J.l m j,l m j, 1 j, 1 m J

Stąd
277 277 CO 00

(Pm (x,y) dxdy = 16 7i2 (2m-l) ^ ^ Aj ^p2  ̂ sin4j 1_
2ra

0 0 1=0 j=l

Z nierówności 2 x s sin x dla 0 i x s 571 Z
otrzymujemy oszacowanie

00 m 00 00

B- ' ? £ £ v 4 ij l3- E E v 4 . sin4 --- > 0.2ra
1=0 j=l 1=0 j=l

Korzystając z nierówności Buniakowskiego-Schwarza mamy dalsze oszacowania

1=0 j=l 1=0 j=l j=l

to m

i=o  m j=l
-* 0, bo B --- » 0, a stądm ^

1 V "  •> 2 2
SUP ~2 ) X i lP i 1 j  * °-1 m m — > a.

Nierówność b) otrzymuje się analogicznie. 
Dla dowodu c) oznaczmy
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Wtedy

0 £ ip (x, y) £ sup
m’n 0sks2m-2

0sis2n-2

2n-2 f2m -2

A 2)lr kw k+2 iw i+2 ,|2 p lA (f;x+ — , x+ --- n,y + — ,y-+ --- 7r)xy m m J n n I

i= 0  =0

k+2 iw i+2 ,x+   w,y + •— , y + --- w)m n n

?2 Pl 

P1 P2
-» 0, gdy

m i n  --- > oo, 2-p, > 0  i —  s 1.
1 P2

Z założenia okresowości funkcji f ze względu na każdą zmienną i z ciągłości 
mamy oszacowanie

0 £ (f (x,y) s 16 sup m, n x,y
f(x, y)

2-p, P

Podobnie jak w dowodzie a), ze wzoru (6) dostajemy 
2w 2w oo

<Pm n (x,y) dxdy = w2(2m-l) (2n-l) 162 ^ p2 1 sin4 ĵw . 4 lwsin rr ■ 2m 2n
0 0 j. 1=1

Analogicznie jak w pierwszej części dowodu, całka po lewej stronie dąży do 
zera, przy m i n  — > oo, lsp2<p <2 oraz

Ili w

1 1 V "  V "  2 -4.4 , V ' 22 . 4 jw . 4 lw, sin sin =----- > 01 2m 2n
1=1 j=l 
n m

j . 1=1
n m

1= 1  j= i 1= 1  j= i

Twierdzenie 3 . Niech funkcja f będzie zadana w punktach 

m 2w 1
1 2m+l’ 1 = 0,1.... 2m, m = 1,2,. . .

n 2w s „ ,
ys = 2n+I’ s = 0-1- , ,2n, n = 1,2,
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Oznaczmy
2n 2m

m, n _ 2 2 V 1 V ' , m n
k, j 2m+l ' 2n+l / _  l’ys

s=0 1=0
2n 2m
^ ^ f(x™,yg) sin kx'}’
s=0 1=0
2n 2m
^ ^ f(Xj,y^) cos kx!

\ . ni nJ cos kx^ cos j ys>

,m, n 2 2
k, j 2m+l ' 2n+l

m . n cos j yg,

k, j 2m+l 2n+l
m ns m  j ys>

s=0 1=0
2n 2m

,m,n 2 2 i ' \ m n, . . m , n
V  J ~ 5 + T  ‘ 2H+T ( l'ys} Sln kxl Sln J ys’

s=0 1=0

gdzie k = 0,1,2,...m, j = 0,1,2 n.
Wtedy:
a) jeśli V (1)(f) < co, to

i •k, J
m, n

V j 'k, j

, ( 2 )b) jeśli V (f) < co, to

1 * I •k, J

,(3)

m, n 
’k.J

m, n 
'k, j

c) jeśli Vv ^(f) < a, to

,m, n 
k,J

,m, n 
dk,j

m, n ,m, n m, n ,m, n
dk,j * bk,j » °k, j » di •k, J

1 . 2 kit(2m+l) sin'

6V(2)(f)

2m+l

2n+l

9Vt3)(f)

(2n+l) 2 sin2 J71

(2m+l) 1(2n+l) 2 sin

j *

2 ku . 2  o— r sin 2m+l

0,

2n+l

k.j * 0.
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Dowód a). Oznaczmy h = r> t = oraz2m+l 2n+l

2n 2m
, 4 \ ' V T_, m , n. m n, m . n.l . m . n3k,j = (2m+l) (2n+l) ) ) I ̂ - h ,  ys)-2f (k^ ys)+f Cx1+h, ys) I-cos cos jys

s=0 1=0

Grupując odpowiednio wyrazy w Q . i korzystając ze wzoru na różnicąk, J
cosinusów i sinusów oraz z 2rt -okresowości funkcji f wzglądem x otrzymujemy 
(dla funkcji jednej zmiennej p. [3 ] s. 1 6)

„ „ . 2 kn m, n
Qk,j = “4 Sln 2S 4 ak,j'

Stosując nierówność Hóldera i korzystając z lematu 2 mamy oszacowania
1

V j
4 (2n+l) 2 V (l)(f;_ht 4i_5 +h)(2B+1)ql - 2 4 V (1)(f)

(2m+l)(2n+l) ’ ' 2n+l '' ' 1
P

(2m+l)

Analogicznie przebiega dowód dla oszacowania pozostałych współczynników. Stąd 
teza.

Dowód b) przebiega jak dowód a).

Dowód c). Oznaczmy
2n 2m

o 4 \ \ ' i. (2), _ m , m , n . n . ,] , m . n
Pk, j - ~(2m+l) (2n+l) [Axy V h> Xl+h> ys_t'ys+t 5J ,cos ^  cos jys.

s=0 1=0

Analogicznie jak w dowodzie a), po przekształceniu mamy

2n 2m
o - a kn 4 \ ' V T , m n . , m n % m n . ,1
Pk, j " _4 Sln 2 17 1 (2m+l) (2n+l) (xf  ys_t )"2f (*r  yg) +f <xr  Vs+t )J •

s=0 1=0
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Stąd

m, n
a*,j

+h, ■ ’ 2n+l

16 sin2 a---t sin2 (2m+l)(2n+l)2m+l 2n+l

(3)
9V ' (O-fi —   dla k, j * 0.

(2m+l)Pl(2n+l)Pl sin2 sin2 JjL-

Podobnie szacuje się pozostałe współczynniki.

Twierdzenie 4 . Niech f będzie funkcją ciągłą,

gdzie

m, n , m, n m,n n , . 0a, ’ b, c, d, . zdefiniowane są w tw. 3 . k,j k, j k, j k, j

f 3 1
Wtedy, jeśli V (f) < a>, 1 ^ < 2 ,
to

j=l k=l

" 4 4k 1   ) 0
m, n---

2 m n
1 m.n , 2
?  L  L  t*.j k J

j=l k=l
' — -> 0. 
m, n— ■— *xd

Dowód. Budujemy interpolacyjny wielomian trygonometryczny 
n m

j [ak,j C0S kx °OS Jy + bk,j Sln kX ŁOS Jy
j=l k=l

m, n , . ,m,n . , . .1
j  cos kx sin jy + d^ j  sin kx s m  jy I.
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Wielomian ten spełnia warunek

i / _ m n > w  m n, m . nL (f;x1, yj = f( x ., y ),  gdzie x. i y m,n 1 Js l Js & 1

dla 1 = 0 ,1,... ,2m i s = 0 ,1,...,2n zostały zdefiniowane z twierdzeniu 3 . 
Korzystając z tożsamości

L (T ; x, y) = T (x,y), m,n m,n m,n

gdzie n (x,y) jest dowolnym wielomianem trygonometrycznym, wykażemy wzór

2n2n

¡7 i I [T..» ‘"’y)
2n 2m

0 0
dxdy = (2m+l) (2n+l) Y  Y  [ W X"

s=0 1=0

(dla jednej zmiennej p. [2 ] s. 4 9 5).
Stosując wzór (6) oraz wzór cos a cos p + sin a sin (3 = cos (a-p) i wzory na
m,n ,m,n m, n ,m,n

ak,j’ bk,j’ ck,j' dk,j (tM- 3)- mamy

271 2tt 2n2u

co m

i k’J (2m+l)2 (2n+l)2

dxdy7  f J [Tm,n(x’y)]2 dxdy = h  I J [Lm,n(Tm,n;X-y)

2n 2m

Y  Y  [T».n(xl* ys)C°S kXl COS Jy^
LVS=0 1=0

f m n* . , m(x,, y )sxn kx, 1 s 1
m . ncos jyg

2n 2m
'S ' S 'T (x’”,yn )cos kx"1m,n l,ys 1

m . n sin jyg
s=0 1=0

+ Tm,n(xl-ys)sin kxl Sin Jy"
2

Ul

■ E E v j
j=0 k=0

16

(2m+l)2(2n+l)2

2n 2m

n Z [V n <4 i>]
s=0 1=0
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2n 2n 2m 2m
+ 2'̂  ^ ' y  y 'T (x™ ,yn )T (X1!1 ,yn )cosk(x1?’' -x™ )cosj(ym -ym )i

Z _ ,  lx S  m>n 12 %  li 12 S1 s2 j's.=0 s =0 1=0 1 _ =0 '1 ” 72 ” 1 2
S1 2 1 2

r • i*!* - Jj
) c, . e
L—  1 ’ ̂ 1

Podstawiając T (x,y) = ) ) c, . e do drugiego skład­ni, n 7 1
Ji=_n ki=_n

nika w nawiasie powyższego wyrażenia, otrzymujemy 
2m

\ ' rp / m n , . , m m) T(x , y ) cos k (x - x
{— * 1 si 1

m i = 0 .
ii=°

Stąd
271 2n

0 0
M  J [Tm,n(x’y)] dxdy =

n 2m
[_ / m n,T (x.,y )
m, n 1 s

( .1 1 k  2n 2m16 {mn + V— ' —̂ ’ r

(2m+l)2 (2n+l)2 T

2n 2m

(2m+l) (2n+l) ^  ^  [Tm,n(xl’ys) ' 
s=0 1=0

Korzystając z ostatniej równości oraz ze wzoru (6) i dowodu twierdzenia 2 

mamy

7 - 2  J J [Axy)(Lm,n(f;X’X+2h’y'y+2t))] dxdy =
0 0

2n 2m
1 \ \ ' r.(2),_ m m,_, n n

- (2m+l) (2n+l) |Axy (f: X1‘ Xl+2h-ys* ys+2t >_
s=0 1=0

2 ^ ^ o
(1 6) \ ' V ' f m, nl . 4 kh . 4 jt 
4 / / Tk, j Sln 2~ Sln 2~

J=1 k=l

. . .  2ir 2ngdzie h = t =2m+l’ 2n+l'
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Z ciągłości funkcji f, podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2 części c), 
otrzymujemy

sup
0sl^2m
0^si2n

.(2) , , m m n n ...A (f;x,,x,+2h,y ,y +2t) xy 1 1 s s
2-p

gdy m, n --> co, 2-Pj > 0,

a z założenia 
2n 2m

E rs=0 1=0 
Stąd

.(2),,. m m n n ...A (f;x,,x,+2h,y ,y +2 t) xy 1 1 Js s
P1 P ^ 4 < co dla —  £ 1.

(2m+l)
11 III _

'“ E L  K j] sin
j=l k=l

4 ^  sin4 El  > o dia 2-Pl >0, —  a 1.
m, n --- > co P2

Korzystając z nierówności § x - s n̂ x dla 0 - x - mamy
n m

D T E  [ i  3
j=l k=l 
n m

2 , 4 .4
> U _  < 

2 2 m n

E E  M W  ( & ) ’ ( &j=l k=l
0.

gdy m, n --- » oo.

Stosując nierówność Buniakowskiego-Schwarza dwa razy, otrzymamy

FI HI _ _ (O 11 III ¿1

( Ę E  c ;  S )  T ( E * " S )  E
J=1 k=l j=l k=l j=l

2 n 2 n

n m

j=l k=l

2 , 4 .4 k J
4 4 m n
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nPMME^EHME MMKCMPOBAHHbIX BAPMAHHft BTOPOrO nOPHflKA OTHOCMTEJlbHO CTEI1EHEM 

1 S Pi’P2<“ K P5!I1AM $ypt>E

Pe3i0Me. B pa5oTe A0Ka3aHW 4 TeopeMbi. IlepBaH M3 h m x no3BOJiaeT HaxoAHTb
oqeHKH K03S£MqHeHT0B pSUia Sypbe iyHKLlMM f (x,y) C nOMOUblO MMKCMpOBaH- 
Hbix BapMaijHM BToporo nopsHKa OTHOCMTeJTbHO CTeneHefi 1 s p; , p .<to. B'ropaa 
TeopeMa onpeneaeT oqeHKH HeKOTopwx cyMM aasi HenpepMBHbix xyHKqnfi. OcTajib- 
Hbie TeopeMM aHaaotmhw, ho AOKa3aHw ajisi HHTepnoAsiqHOHHNX MHoroHJTeHOB.

AN APPLICATION OF MIXED VARIATIONS OF THE SECOND ORDER 
IN RELATION TO POWERS 1 s p , p < oo TO FOURIER SERIES

S u m m a r y

In this paper we have proved four theorems. The first concerns the 
estimation for the Fourier coefficients, second one- certains sums for 
continuous and two last are analogical, but for the interpolation 
polynomials.


