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ZASTOSOWANIE WARIACJI MIESZANYCH RZEDU DRUGIEGO
WZGLEDEM POTEG i - pv 2 <” DO SZEREGOW FOURIERA

Streszczenie. W pracy zostaly udowodnione cztery twierdzenia, z
ktérych pierwsze dotyczy oszacowan wspodczynnikéw szeregu Fouriera
funkcji f(x,y) za pomoca wariacji mieszanych rzedu drugiego wzgledem
poteg 1 i pjJ, p~ < m, drugie podaje oszacowanie pewnych sum dla

funkcji ciggtych oraz dwa analogiczne dla wielomianéw interpolacyjnych.

2
Niech £ bedzie funkcja rzeczywista, okreslong na R , 2n - okresowa,
mierzalng.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

= fav yi) - 2f
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Niech ", T beda skonczonymi podziatami przedziatéw odpowiednio

la(a+27t], [b,b+2m] oraz [a,a+27i] x [b,b+2n] postaci

n (@=x_<X, < ... <X_ = at2n),

:rr, - =
a la, atZirj

<yl< ... <y b2re),

“b  wb.br2itg - P TY

nab = n,[a’ a+Znf’ X [b.b+27v]’ gdzie a i b sa skonczonymi liczbami rze-

czywistymi.
Definicja. Dla 1 s P1>P2 < *“ wariacjami mieszanymi rzedu drugiego
funkcji Ff nazywamy wyrazenia postaci
V. ) =sup sup [T |l A@x (F; xk_1,xk.y) IP1) . (1)
ay W e
V@M = sup sup li Ay  K.yr.y™  2j (2)
,X nb i=l
P7iP1 3
\ = R
(D = supsup iR@xy (F Xk-1Txkyi-Lyi] 1) @)
a,b i .
ab "i-1 k=1

Definujac wariacje mieszane na przedziatach dowolnych i oznaczajac

1
(fia. 0) °°
VAN a, = sup su .
] yp 7i[aF:p] Ek—ll [ VrV»)D ‘
gdzie: 71[a.p] = (a-= t0 < t1 <...<tm =
PolP2
- ,uP ,,p " I“ehf: ».1,.,.»,)! 2)
i=l
gdzie: w[r.«] = (r = Xo < 1I< Xn - 5)*
i |

sup
[a,p]1x[y.6] =i=l k=1

\Y (f;a,y.5)

otrzymujemy
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Lemat 1
Wariacje mieszane rzedu drugiego sa funkcjami monotonicznymi przedziatu,

@n.

a) sup VNAN(F; atotj, atPj) £ sup VA(F; ata, atp),

a a
b) sup V2 (F: bry. . b6 ) £ sup VL (F bry, bis),
b b

c) sup VA(F; ata®, at+pb+y”,b+6,) £ sup VA(F; ata, atp, b+y, b5),
a, b a,b

gdzie: a £ a™ <p £p i y Ey*<Sj £5.
Dow6éd a) Wezmy dowolne podziaty

ata = X <X,<...<x_ = atP),
C o m D

u [a+a,a+p] 1

ata = X _<X,<...<X = ata
( [¢] ?

Ti[a+a ,atal T 1
7':[:51+al>a+131): (a+a1= X0<Xg<"'<xm2: a+p?,

Traspj,atp] @R = XX --pg™ &P)-

Wtedy
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Podobnie dowodzi sie b)
Dowdéd c). Wezmy dowolne podziaty

[ory, bist™ (PFY = yosyls—= = bi5),

[o+yl>b+51 = Gy-j = y;<yi<---<y" = b+V >

Postepujac analogicznie jak w dowodzie czesci a) i1 korzystajac z oznaczeh

tam wprowadzonych, otrzymamy

sup VA(F; ata , a+tp”,b+y”,b+SN)

a, b
2 P9
n2 “2
sup sup -@.
- Y1 E  \i A*y"(F Xk-1,Xk"yi-1"yi
? [a+an,a+Px]x i=1 k=1
X [b+y”b+0"]
P* K
2 m
) POPI
i sup sup F F H B xk-rxiyi-tyi
a,b T _ =
[a+a,a+p]x 1=1 =1
X[b+y1>b+51]
2 m
2
~ sup sup -2,

17 E 1 Axy"if; xk-i’xk’yi-ryi
a’b H[ata, atp]x ~=1 k=l

x[b+y ,b+Sj]

= sup (f;ata, at+P,b+y,b+5).

Dla Kk, i1 1._ catkowitych i takich, ze 1j > k:] dla j - 1,2 zachodzi
J

a) sup VA(F; atkjTi, a+tlnNir) £ "2 g-—-3j -V CF),



Zastosowanie wariacji mieszanych. 103

b) sup V(2)(F; b+k27, b+12%) s "2 j-222 - 1j V)@,

o sup VOIF: awerc, atln, brk2it, beI2®
a, b

@ﬂl, -k, #1-, ) I), i2rjlf—lz(2+l

gdzie symbol [X] w powyzszych nieréwnosciach oznacza ceche x.
Dowdéd a). Niech [a,p] bedzie przedziatem osi Ox,

a N= (a=xq < <. ..< = p) Jjego dowolnym podziatem.

Ustalamy podziat N (A= tQ <t < ..< t =p). Oznaczmy

S = (kl-il 1™ a(@x (F; Xk-17Xk™y]

oraz utwérzmy uporzadkowane podzbiory dla v = 1,2,...,r zbioru
{0,1,2 m> w spos6b nastepujacy: 150 4 xj o AV 3esl|
\VARNY}
X. , X 1x 6 [t ,.,t]im si oraz niech A =6, jesli m =0
Jv V u+m v~ Y, Y, \Y v

lub jesli przedziat [tu—l ,tV] nie zawiera E)_unktéw Eodzia%u n’[a,p]

Dalej, niech C bedzie uporzadkowanym podzbiorem zbioru {0,1,2, ... ,m>

i takim, ze dwie kolejne liczhy m3.+t—l, mj.+teC, jesli  przedziat (me+t—l

N

X . - zawiera co najmniej jeden punkt podziatu 1, , .
j ) J ] ] p p it p J

1l0os¢ takich przedziatéw jest nie wieksza niz r-1.

Zapiszmy C = {mj,mj+I mi+rl” m2+r2""""7 ml” ml+riK

gdzie Moty *- .+, s r-1. o

Korzystajac z subaddytywnosci funkcji u oraz lematu 1 mamy oszacowania

—t! o aL
y=i j=jv+i isitE i i

O]



104 A. Laskowska

-
"

Qf;xm -1 m

Niech 11_klI badzie liczb4 parzystg oraz [a,0] = [a+*rr, a+~n], t-t"-271

i

- ©

Lo

dla P="1,2.....
Z okresowosci funkcji f wzgledem x dla 2ji < - x*._1 wynika istnienie

takich liczb d ~ dk> dla ktérych

O<dk -dk-1 32 1

*efi OV fV " etk

Poniewaz dla xk_1 i xk takich, ze 0 xft - xk_1 i 2rt oraz dla kazdego vy

ustalonego

vA(E), wiec korzystajac z (4), otrzymujem
1 Ax2)(F: Xk-1,Xk"y) S ¢ ystara @ ymuyeny

sup sup li Ai2)(F; Xk-1"Xk’y)| 1)
a’y WjH.a+1j*] k=l

ICH = Cli-ki1-1) VCI)(H) =

= Bp-T-\ - ) v
Frege

Dla 1J-k1 nieparzystego, 1j- = 1j-k~M1-1 =2 ~ 1-

Z lematu 1 oraz z ostatniej nieréwnosci mamy

sup VA(F; atkc, atljii) s sup VALN(Fatk™, a+dj+11n) S
a

a
s (kP vOH® =~ 1 Z—J - vaHm.

Nieréwnosci b) dowodzi sie analogicznie.

Dowéd c). Niech mfa pi i ifl’ra,pi beda zdefiniowane, jak w dowodzie
nieréwnosci a), [vy,5] niech bedzie przedziatem naosi oy, a n” dowolnym
podziatem postaci & =yQ <yj < .mm<yn = 06)oraz ni[y 5] podziatem
ustalonym postaci y =uq < ud < ... <ug = S). Niech i C bedg zde-
finiowane jak wyzej, a dla p =1,2....s beda uporzadkowanymi podzbio-

rami zbioru {0,1,2 n} takimi, ze in, T j e BN, jesli
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i i jesli =0
yi ) }//I " ’X'i n e [up—I'up] i np a 1 oraz niech Bp jesli nP
P P
lub jesli przedziat nie zawiera punktéw podziatu rr»
D niech bedzie uporzadkowanym podzbiorem zbioru {0,1,...,n} i takim, ze

n~+p-1, n*+P e D, jesSli przedziaty (yn.+p_,> yn’+p”~ zawierajg co najmniej

jeden punkt podziatu ~[y gj- ilos¢ takich przedziatéw jest nie wieksza niz

s—1. Oznaczmy D = {nj,n"+I n~+Zj ,ni,, ni,+l n2+z2 nk’nk+1, *” " ’nk+Zk*~
gdzie z"N+z2+...+z™ N s-1. Korzystajac z nieréwnosci Minkowskiego i subaddy-

tywnosci funkcji u mamy
S = » 1) Pl
4 ] > @ Vvi-Vyi-i-yi)
i=l1 k=1
n rr jv+mv

EoE 0 | 4’A)((3)’(f;xj._l,,x_,y_ "y_)P,tPI

10 PItPi
At trtel” ol vin G)
* | L 27 Axy xm?+t-1 xmj.+t yi-1,yi ")
Fi t=i 1
s 'hWh r vy
S z tn z c i i* A&xy)(f:xj-rxj’v Tyw)i -
A1 W=iﬂ:-1 =1 j=j +1
P2 P2
i_+n
s nn 1 J
: - =
L U %Axy (f’xm.’+t'—r’xm.’+f’yw—l’ ’yw}
p=1 w=i +1 j=1 t=1 J J
P
N P2
Pi

>
1l
-—
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< no A
E r b%)g-v;xny nij+t n~+p-1 n~+p

h=1 p=1 J=I t=

P2 P2

Niech teraz 1j”ki dla J=1>2 badzie parzyste, [a, B]= [akjTr, a+I~n], [y, 6]=
= [bﬂggt, b+|,2n], .tv_tv—l =2ti dla v = 1,2 é(ll_lf ) oraz up—up_i: 2n
dla p = 1,2........ 2

Korzystajac z okresowosci funkcji Ff ze wzgladu na obie zmienne, z nieréow-

@) . .
sV ), , nhieréwnosci Minkowskiego
I Axy) (Fixke I*XK "y i - ryi) .z 6. nierdunosci Minkowskieg

P=
i subaddytywnosci funkcji u 1 (i=1,2), otrzymujemy

_ P2
i+n J +m ?21
i AN2E f ;x X )11 P! +
> - A Xy N j"yw—l '}fw
p=1 1721 w=i +1 O™y + 3
. +n
S 1 r_] P P
1. ( 2 ,
L L 3 4 xy m7+t-1 "Xm > +t’yw-17 w
p=l j=1 =1 w=i 41 J J (6)
p
kK “n r Iz
<A ;
i AX)ZIEf ’Xj'—l ’Xj"yn"+p-1”ynl‘|+p)
h=1 p=I 1721 j—jl+1
k  Zhil  Tf
YL Yi @~ if;XRl+t-1"Xm’>+t’yn"+p-1°V + p )

h=1 p=l j=1 1721

sup VO atkr, atl Tt bkAn, bHdin -
a, b

5 (12_k2)(1r ki) vi3)(H) + i (@2-k2)(0 (@r k1) - DV (3)(H +

(%]

+ (g a2-k2) - D i (11-KLVER@M +(i (12-k2)-iD)( (1j-k - DHVERP=

1.-k,+In
(11-11-1) (12-k2-1)VI3) (D H AN I _ *(3)(f)-
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Dla nieparzystych, gdzie j=I lub j=2 korzystamy podobnie jak w do-
i,k +5
wodzie a) z whasnosci 2 dla wariacji oraz z réwnosci j N = 2 --mmm ~1

otrzymujac teze.
Niech
2it 2it
a.__ . = ;f Ji f(x,y)cos ixcos jy dx dy,
0 0

Zn Zn
fr
j J

0 0

f(x,y)sin ix cos jy dx dy,

Zn Zn

ci j =-2 f(x,y)cos ixsin jy dx dy,
00
271 Zn

y)cos ix sin jy dx dy,

g

dla 1i,j =0,1,2,... o0znaczajg wspotczynniki szeregu Fouriera f(x,y) oraz
i dla 1 = j =0
A, i dla i > 0, Jj=0 lub i=0, j >0
1]

1 dla i > 0, j=0

Twierdzenie 1. Niech f bedzie funkcja catkowalng,

. *n n I_.,cmncos:mx cosn¥+bmnsinmx cos n¥+

m, n=0

+ C cos mx sin ny + d
m,n m,n

sin mx sin ny,
jej szeregiem Fouriera, gdzie

A , a , b , C , d dla m,n=0,1,2,..

okreslone sa wyzej.
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a jesli V(@)@ <w, to

1-4-
am’n * |bm'n| * 1Qn,n dm,n 32 Pl V(l) ® dla m + 1,
b) jesli Vp)'(f) < ¢, tO
®m,n1 m, n m, n] dm,n 52 K VS?).(f) dla n -1,
c) jesli V(3)(f) < » to
Lol Pmn San Yn iiv+(3i)_(f)i— i dla mns

P1 P2 P1 P2
2 m n

Dowéd a). Dla funkcji 2n - okresowej g(x) mamy

2ir 2n
Tg(x) cos nxdx = (-1) kT g(x + I_(m) cos nxdx.
0 0
Korzystajac z zatozenia okresowosci f(x,y),z lematu 2, z nieréwnosci Hoéldera,
oraz podstawiajagc h = — dla m naturalnego, rh = 27t i x = u + kh otrzymamy
2n 2n
m.n| 2 | ~MOGY) - 2Ff(x +i,y) + F(x + y X cosmxcosnydxdy
a1 0 O
2n r-1 (k+1)h
[ 1 £F(X,y) -2F(x+h,y)+F(x+2h,y)j cosmxcosnydxdy
0 k=0 kh
1 1
2n h r-1
.PI7PI1 gl
—~2\] \] |f(u+kh,y)—2f(u+(k+l)h,y)+f(u+(k+2)h,y)|J r dudy s
0 0 k=0
i_ 1- —
i <,
s 2 2nh v(D (f;0> (r+1)h)rql s * Vv }(®» (@m) = 3v2
4n m i_
P1
dla m+ 1, 141 - m
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Dowéd dla pozostatych wspotczynnikéw przebiega analogicznie.
Korzystamy tam z réwnosci
2n Zn
R k f k _
g(x) sin nxdx = (-1) g(x + - n) sin nx dx.

Dowdd b) przebiega jak dowéd a),

Dla doivodu c) mamy h = o t = o rh = 2m, st = 2n, x - u+kh, y - v+it.
Wtedy:
Zn Zn
ﬁ(z)’(f:x,x+ Zn, y,y+ 2—tt;Joos mx cos ny dxdy <
m, n ir? in Xy m n
0
h/Ss-1 1 o t1
thsr P2 qt g,
VIt v(i+2)t) r s ’dudvs
0 0h=0 k=0
9 v(d®M oo 1 ~1 i-i,
i_Ni_ i £~ dla m-nt 1 - ~ 5:- 1" 1" 1,2¢
P1 P2 P1 P2
Twierdzenie 2. Niech f bedzie funkcja ciggla,
n, n:[l:gna, n 2+ (bm,ﬁ)2 + (Cm,ﬁ)2 * (dmA _—
gdzie am,n' bm,n Cm,n’ dm,n sa wspodczynnikami szeregu Fouriera,
Wtedy:
a) jesli VOO <m 1sPj <2, to
©® m m
j4a = 0(n,3) 1 j2 = otm2)>
1=0 j=I J (.3 =i i ))
b) jesli \ﬂf)\](f) <m lsp2<2 to
YN YN Xj,ipj,ii4 =°(n3) 1 sup Xj,ipj, ij2 = o(n2)”

1=1 j=0 J J=1
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c) jesli \ﬂ01 P <o 1<p2E= <2, to

m{#}_’l_lmiiym— *01 #m L L * -
mn 1=T j=i m m

_n-"° n

Dowéd. Oznaczmy
2m-2
D&Y =5 TR H g 2R+ Any) TG o - yH
k=0
Wtedy

2_pi Pij (1) i1
k+2 _PHZ i F’VEJ); !

0 s 9 X,y)s sup A)Ezj (!E;x+:1(11-t sxx T n,y) (fH —

m 05k”~2m-2

gdy m > k>, 2. Pj >
Poniewaz f jest funkcja ciaglg i okresowg ze wzgladu na x iy, wiec

4 sup f(x,y) F p</m V@M
£ X,y )

Z twierdzenia Lebesgue’a mamy

2rt 2n

lim. J i ~n/x’y)dxdy =
o o

Korzystajgac ze wzoru

2u 2n

2 J fr2cp) axdy =V A p. 6
[ .y y 7 1P 1 ©)
00 j.1=0

dostajemy

2t 2 71 2t 2m-2

J | *meyy dxay =J ] IF(x + ALy)-2F(x + A Ty) +

0 0 0 0 k=0

2m-2 co
f(x + Hi,y)L dxdy = X3, 1.1, 13

k=0 j, 1=0
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gdzie (Pj~)2 = AYy2+ Chj x)2+ dj™y2,

2n Znr
kit k+1 k+2 , :
<ills2- O i i f(x + ——,y) 2ﬁ£ + = Tt,y)+f(x + o n,y) cosjxcoslydxdy

Zn 2n

7 J I f(x,y)(cos j(x- o )-2cos Jj(x- Kﬁlr)+cos J(x- A%t) )coslydxdy

n 0 o
ar 2r
J S _ _ 4 LT
72 f(x,y)4 sin2j = cos j (x- "-7i)coslydxdy = 16 sin | g;
u B °
- cos2 - kil ir +b'2 sm” %'—-K—t-l 7 o+a b sin 2.kl
K Jm i Jm i Jm

Analogicznie

ZnZn

ku k+1 k+2 o
li'2 291 f(x+ —=,y)-2f(x+ == Ty)+f(x+ == 7Ty) cos jx sin

ly dxdy

16 sin j° N [%_ cosz'lk+l A+ d si% j et
J 25 [cj,l m

Fox+ ﬁ’,y) 2f(x+ '-‘-%}- 2r,y)+F(x+ k;z 7ty)

sin jx cos ly dxdy

f
n, i j f(x,y)(sin j(x- ﬁ_) 2sin j(x- KA+7D+S|n j(x- KKir) )coslydxdy
0 O

2711 24d

sk J ) FoGLy)(4) sin2j A sin j (x itinjcos ly dxdy
00
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= 16 sin4 jn 2 (:032"k+1 T+ a2 sinz' k1 i-a B sinz' k+l 7I;|

- Tonm i1 I §. 1 3 3.1 °5.1 T 5
2u2n

i1 FOx+ I%?',y)'—Zf(x+ '5%1— L YD+FOH '—‘;2- 7.yY sin jx sin ly dxdy

-1

2 _ k+1 2 .2 . k+l 2. k+1l .1

4 T 2 .
16 s 3o L[a:]_r cos'§ T +C .j:|sm J m T+ Cj',l cfj’1 sin'y n
Stad
277 277 co 00
@ (x,y) dxdy = 16 72 (2m-1) ~» n Aj "p2 N sindj _—
0 0 1=0 j=I

Z nieréwnosci % X s sin x dla 0 i x si

otrzymujemy oszacowanie

® m ® ®©
B 71% £| v 4”'3_ EEVvV 4.Sin42ra___>0'
=0 1= 1=0 j=I

Korzystajac z nierdéwnosci Buniakowskiego-Schwarza mamy dalsze oszacowania

1=0 j:| 1=0 j:l j=|
to m
-~ 0, bo B, —» o, a stad
izom j=I
1 v" » 2 2
-~ i i i * ©O_
SRPmZ) Xllplljm_ S

Nieréwnos¢ b) otrzymuje sie analogicznie.

Dla dowodu c) oznaczmy
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Wtedy

O£ &Yy £ sup A 2)l¥:x+ LU '5%2 n.y + —ix,y—+ —iﬁg 7i’)||2 Pl

m’n Osks2m-2 m
Osis2n-2
72 Pl
2n-2 f2m —2 Pl P2
X+ k+2 w + -iW + —i—+—2W’ - 0, gd
m sy n,y n 5 y
i=0 =0
min -—>am, 2-p, >0 i - s 1.
1 P2

Z zatozenia okresowosci funkcji f ze wzgledu na kazda zmienng i z ciaglosci
mamy oszacowanie
2-p, P

0 £ (I:n n(x,y) s 16 sup F(x,y)
L Y%

Podobnie jak w dowodzie a), ze wzoru (6) dostajemy
2w 2w 00
- - w4 lw
M n (X,y) dxdy = w2(@m-1)(2n-1)162 ~ p2 1 sin4d om Sin gL
00 j-1=1

Analogicznie jak w pierwszej czesci dowodu, caltka po lewej stronie dazy do

zera, przy min — >, Isp2<p <2 oraz
i w
1 1 v" Vv 2 -4.4 v "2 4 jw __ 4 dw
1 5" op >0
1=1 j=I j. 1=1
n m n m

1=1 j=i 1=1 j=i

Twierdzenie 3. Niech funkcja f bedzie zadana w punktach

m 2w 1
1 2+’ 1=0,1....2m, m=1,2,. ..
n 2w s v s

1,2,

i)
2
>

0

ys = 2n+l” s = 0-1-
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Oznaczmy
mn _ 2
K, J 2m+1
,m, n 2
K, J 2m+l1
K, J 2m+l
,m,n 2
V J~5+T
gdzie k =0,1,2,
Wtedy:
a) jesli vQ)® <
) m, n
k, J Vj
b) jesti V2 (P <
m, n
k3" o«

2n  2m

2 V 1v *©

2n+l / _
s=0 1-0
2n  2m
2
2n+1
s=0 1-0

2n  2m

- n}' cos kM cos j yr§>

1’ys

f(x™,yg) sin kx‘T’ cos jJ yB,

.y cos kd sm j yS

m n,

- Mm , N

( I"ys} SIn kx1 SIn J ys~

co, tO
m,n
K, j k,J
1 _. 2 kit
@m+h) sin™,
@, to
m, n Jam,n V(M
K, J dk,j
(2n+1) 2 sin2 %rz{&l
a, to

- 2 ku L2
@Cm+1) 1(2n+1) 2 sin g f Sin

k.j *o.

oVt3)(H

A. Laskowska

2n+l
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Dowéd a). Oznaczmy h = ome > t-= oraz

2n+1

2n  2m

_ 4 \ "V T, m, n. m n m . n.l .m - n
3k,j = @m+1)@n+1) ) ) F-h . ys)-2f (k" ys)+FCx1+h, ys)I-cos cos jys
s=0 1=0

Grupujac odpowiednio wyrazy w Qk 5 i korzystajac ze wzoru na réznica
cosinuséw i sinuséw oraz z 2rt —okres,owoéci funkcji f wzgladem x otrzymujemy

(dla funkcji jednej zmiennej p. [3] s- 16)

. . -2 kn m, n
Qk,j = “4 SIn 2S 4 ak,j"

Stosujac nieréwnos¢ Holdera i korzystajac z lematu 2 mamy oszacowania

1
4@n+1) 2V (I)(F_ht 4i_5 +h)(2B+1)ql - 24V QD
Vo @+ (2n+) - on¥l -~ . 1
P
(2m+)

Analogicznie przebiega dowdd dla oszacowania pozostatych wspétczynnikéw. Stad

teza.
Dowdd b) przebiega jak dowdd a).

Dowéd c¢). Oznaczmy

2n  2m
o 4 \ \ "iL®,_m, m, n.n.5} , m .n
Pk, j - €2m+1)(2n+l) [Axy V hmXI+h>ys tys+tw ,cos » cos jys.
s=0 1=0

Analogicznie jak w dowodzie a), po przeksztaktceniu mamy

2n  2m

,m n . ,m n% m n .1
F ys_t)"2F (*r yg)+F<xr Vs+t)J =

o] a kn 4 \
Pk,j ™ _4 SIn 2171 (2m+1)(2n+1)
s=0 1=0
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+h, m o+l
m, n
a*'- - -
J 16 sin2 =1 sin2 ontl @m+D2n+1)
©)
H € dla k. j * 0.
@m+ P11 (@2n+1)P1 sin2 sin2 JjL-

Podobnie szacuje sie pozostate wspotczynniki.

Twierdzenie 4 . Niech f bedzie funkcja ciagla,

gdzie

d, . . zdefiniowane sg w tw: 9

) R f31
Wtedy, jesli V (P < & 1~ <2,
to
Wi )0
j=1 k=l M n==
1 m.n ,2 _ o

R L L T K I x

Dowéd. Budujemy interpolacyjny wielomian trygonometryczny

n m

A. Laskowska

j [k.j COS kx °0S Jy + bk,j SIn kX tOS Jy

j=1 k=1

m'P cos kx sin jy + dﬂ”P sin kx sin jx}l
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Wielomian ten speknia warunek

(f rj]: =% Y 2 gdzie x; iy

117

dla 1=0,1,...,2m i s =0,1,...,2n zostaly zdefiniowane z twierdzeniu 3.

Korzystajac z tozsamosci

I‘m,n (Tm,n 3%Y) = Tm,n oY)
gdzie n(x,y) Jjest dowolnym wielomianem trygonometrycznym,
2n2n 2n  2m

7i | [T»"™y) daxdy = @mb@+Y v [ w X
00 s=0 1=0

(dla jednej zmiennej p- [21 s. 495).

Stosujac wzér (6) orazwzér cosa cos p + sin a sin @= cos
m,n ,m,n m, n >M,N
ak,j” bk,j” ck,j° dk,j (tM- 3)-mamy

271 21 2n2u

7 f J [Mm,n(xX’y)]2 dxdy = h 1 J [Lm,n(Tm,n;X-y) dxdy

® m 2n  2m

i k73 @2 @n+D2 g 1o

wykazemy wzor

(@-p)

i wzory na

[T».n(xP* ys)C°S kX1 COS Jyr

2n  2m
m n . ,om - n . - m . -.n
EX1, y Jgsxn Rx, cos jyg S *S Tm’n(xlzyg)cos kL sin jyg
s=0 1=0
2
+ Tm,n(xl-ys)sin kxl Sin Jy"
u 2n  2m
EE . Z[Vn<4is]
| Vj n n |
§=0 k=0 m+1)2 (2n+1)2 s=0 120
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2n 2n 2m 2m

N Ay y T  x" ,yn DT (XM ,yn )cosk(xP -x" )cosj(ym -ym )i
Z_ Ix S m>n 12 % n 12 S1 s2

s.=0 s =0 1=0 1_=0

1”7 727 1 2

S1 2 1 2

L r - i** - Jj )

Podstawiajac T“.’n(x,y) =) 3— c,l’r‘11 e do drugiego sk#ad-

Ji=_n ki=n

nika w nawiasie powyzszego wyrazenia, otrzymujemy

2m
\ ]P(/xm,yn)cosk(xm—xmi=0.
TR 1 si 1

Stad

271 2n

=
O < —aN

[Tm,n(x’y)] dxdy =
0

.1 1 k 2m m
16 {nn + V— "~

@n+2 (@2n+1)2

2n  2m

e+t @n+t) ~ A [Mm,n(x1’ys) -~
s=0 1-0

Korzystajac z ostatniej réwnosci oraz ze wzoru (6) i dowodu twierdzenia 2

mamy

7-2 3 J [Axy)(Lm,n(F;X’X+2h’y "y+2t))] dxdy =
0 0

2n  2m
1 \ \ "r.@,._ m m_, n n
- @m+D)(2n+D) JAxy (F: X1“X1+2h-ys*ys+2t >
s=0 1-0

2 A~ oA 0
@s) \ "V “fmnl .4kh .4 ]t
4 / / Tk,j SIn 2-SIn 2-

J=1 k=1
., _ ar _ 2n
gdzie " h = 5 s 7 onage
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Z ciagtosci funkcji f, podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2 czesci ©),

otrzymujemy
2-p
sup /-\'(2) (f;x,r,}(,m+2h,yn,yn+2t) gdy mn —>® 2-Pj >0,
Osl1”™2m y 1 s°s
0”si2n
a z zatozenia
2n  2m
(D, e MM n._n P1 . P _
E r Axy (f,x,,i(,+2h,¥]s,ys+2t) 4 <® dla £ 1
s=0 1=0
Stad
unoom _

@m+D) | ) _ 47~ sind El >0 dia 2-PI >0, - a 1
E_ L K J] Sin mn ——>c p2
j=1 k=1

Korzystajac z nieréwnosci 8 x - s™m x dla 0 - x - mamy
nom 2 .44

3 >U_2 <

D T E [i 2

j=1 k=l mn

n m

0.
M w & )’ &
. (&)
gdy mn —»a@

Stosujac nieréwnos¢ Buniakowskiego-Schwarza dwa razy, otrzymamy

(EE 0 8) leres) Tt
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NPMME"EHME MMKCMPOBAHHbIX BAPMAHHft BTOPOrO nOPHFIKA OTHOCMTEIbHO CTEILIEHEM

1S Pi’P2<* K PSHIAM $yptE

Pe3iOMe. B pa5o0Te AOKa3aHW 4 TeopeMbi. IlepBaH M3 hmx no3BOJiaeT HaxoAHTb

oqeHKH KO3SEMgHeHTOB pSUia Sypbe iyHKLIMM f (x,y) C nOMOUbIO MMKCMpOBaH-
Hbix BapMaijHM BToporo nopsHKa OTHOCMTeJTbHO CTeneHefi 1 s p;.,p <. B"ropaa
TeopeMa onpeneaeT ogeHKH HeKOTopwx cyMM aasi HenpepMBHbix xyHKgnfi. OcTajib-
Hbie TeopeMM aHaaotmhw, ho AOKa3aHw ajisi HHTepnoAsigHOHHNX MHoroHJTeHOB.

AN APPLICATION OF MIXED VARIATIONS OF THE SECOND ORDER
IN RELATION TO POWERS 1 s p ,p < @ TO FOURIER SERIES

Summary

In this paper we have proved four theorems. The Ffirst concerns the
estimation for the Fourier coefficients, second one- certains sums for
continuous and two last are analogical, but for the interpolation

polynomials.



