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KWANTOWE SYSTEMY INFORMATYKI

Streszczenie. W historii rozwoju informatyki jako dyscypliny naukowej wyko-
rzystywano w obszarze jej badan doswiadczalnych najpierw makrouktady, a wiec
przekazniki, pézniej lampy elektronowe, tranzystory, a nastepnie obwody scalone o
duzej ibardzo duzej skali integracji. Zwrdcenie uwagi na mozliwos¢ wykorzystania
obecnosci atoméw i molekut jako symboli do kodowania programéw informatyki dato
poczatek badaniom nad nanosystemami informatyki. W obecnie prowadzonych
pracach nad kwantowymi systemami informatyki bada sie mozliwosci wykorzystania
jako symboli do kodowania, a zarazem $rodka do wykonywania obliczen, kierunkéw
spinébw atomowych i zjawisk magnetycznego rezonansu jadrowego. W artykule
omoéwiono istote tych zjawisk i sposéb ich opisu przydatny na potrzeby informatyki
kwantowej. Omoéwiono dziatanie kwantowej bramki logicznej i podstawowych
elementéw komputera kwantowego. Podano matematyczne podstawy obliczen
kwantowych i zasady programowania.

QUANTUM COMPUTER SYSTEMS

Summary. In the development of computer science as a scientific discipline there
was a time period during which experimental research were based on macrosystems
like relays, then electronics tubes, transistors and recently large scale and very large
scale integrated systems. Research studies directed towards computer nanosystems
have been initiated by focusing attention on the possibility of using atoms and
molecules as coding symbols for computer programs. In the present studies on
quantum computer systems possibility of using direction of atomic spin and phenomena
of magnetic nuclear resonance as coding symbols is investigated. In the paper the
fundamentals of the magnetic nuclear resonance and possibilities of using them to data
coding and processing are discussed. Principles of quantum logic gates and basic
elements of a quantum computer are described. Mathematical bases of quantum
computation and principles of programming are also given.
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1. Jadrowy rezonans magnetyczny

Podstawowym zjawiskiem fizycznym branym pod uwage w aktualnie prowadzonych pra-
cach nad komputerami kwantowymi jest specyficzne, opisywane za pomocg mechaniki kwan-
towej, zachowanie si¢ jader atomdw, zwane jagdrowym rezonansem magnetycznym.

Zjawisko to polega na, zachodzacym w niektorych przypadkach, rezonansowym
pochfanianiu energii elektromagnetycznej w ciatach statych, cieczach i gazach, a zwigzane jest
z posiadaniem przez jadra pierwiastkdbw o nieparzystej liczbie protonéw lub neutronéw
wewnetrznego momentu pedu, zwanego spinem, oraz momentu magnetycznego.

Przy braku zewnetrznego pola magnetycznego kierunki momentéw magnetycznych jader
sg ustawione przypadkowo.

Jezeli badany obiekt umiescimy w statym polu magnetycznym o indukcji Bo, to niektére
zjader o poczatkowo przypadkowym ustawieniu kierunkdw momentdw magnetycznych
zostang uporzadkowane w odniesieniu do kierunku Bo, przyjmujac potozenie réwnolegte,
ktére oznacza¢ bedziemy symbolemf, lub antyréwnolegte, ktére oznaczaé bedziemy
symbolem j (rys. 1).

a) b)

Rys. 1 Potozenie wektorow momentéw magnetycznych jader przed i po wprowadzeniu
statego pola elektromagnetycznego BO

Fig. 1. Position of the nuclear magnetic momentum vectors before and after introduction of
constant magnetic field BO

Niezaleznie od tych dwdch mozliwych potozen wektor momentu pedu kazdego jadra
wykonuje w przestrzeni ruch obrotowy, zakres$lajac stozek, ktérego wierzchotek stanowi jadro
atomu. Ruch taki nosi nazwe precesji i jest wywotany dzialaniem zewnetrznej sity mag-
netycznej - rys. 2.
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Rys.2. Precesja wektora momentu magnetycznego
Fig. 2. Precession ofthe vector of magnetic momentum
Czestotliwo$¢ ruchu precesyjnegofo i zwigzana z nig predko$¢ katowa cozalezg od induk-
cji pola magnetycznego Boi okre$lone sg wzorem Larmora:
/o =yBo/ 2n lub  ocoo=yBo (D
gdzie: y - wspotczynnik zyromagnetyczny,
Bomierzone w teslach, 1T= 10 000 Gs.

W warunkach réwnowagi termodynamicznej liczba jgder ustawionych zgodnie z kierun-
kiem Bo(co odpowiada nizszemu poziomowi energetycznemu stanu magnetycznego) ozna-
czonych symbolem j jest wieksza od liczby jader ustawionych przeciwnie, antyréwnolegle
i 0znaczonych symbolem j.. W badanym obiekcie wystapi niewielkie, wypadkowe namagne-
sowanie (wypadkowy moment magnetyzacji) Mo, tak jak to ilustruje rys. 3.

Rys. 3. Wypadkowy wektor magnetyzacji obiektu jako wypadkowe wektorow momentoéw
magnetycznych jader

Fig. 3. Resultant vector of system magnetization as the resultant of the nuclear magnetic
momentum vectors
Taki uktad moze pochtong¢ energie dostarczong z zewnatrz, gdy czestotliwo$¢ zewnetrz-
nego wzbudzajgcego pola elektromagnetycznego jest réwna czestotliwosci Larmora.

Czestotliwo$¢ ta lezy w przedziale czestotliwosci radiowych, dlatego méwi sie potocznie
o impulsach radiowych.
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Po otrzymaniu impulsu zmiennego pola elektromagnetycznego o czestotliwosci Larmora
wypadkowy wektor magnetyzacji moze zmieni¢ potozenie w odniesieniu do zewnetrznego
pola magnetycznego BOi odchyli¢ sie od jego kierunku o pewien kat a. Wektor Mo mozna
wtedy roztozy¢ na dwie sktadowe Mz- réwnolegtg i prostopadta do linii pola Bo, tak jak to
pokazuje rys. 4.

Rys.4. Rozkfad wektora Mo na dwa wektory Mzoraz My
Fig. 4. Decomposition of the vector Mo onto two vectors Mzand Mxy

Po ustaniu pobudzenia moment Mo powraca do stanu poczatkowego, tak jak to ilustruje
rys. 5, a nagromadzona energia zostaje wyemitowana w postaci tak zwanego sygnatu swo-
bodnej relaksacji lub echa.

Proces powrotu wypadkowego momentu MOdo stanu wyjsciowego opisujg dla przypadku
odchylenia o kat a = 90° nastepujace funkcje:

Mt =MO(l -¢ ,,T")

2)
Mt- = MO0ed112
tak jak to ilustruje rys. 6.

Istotg metod opartych na wykorzystaniu jagdrowego rezonansu magnetycznego jest nada-
wanie, za pomocg cewki nadawczej, skierowanych na badany obiekt impulséw elektro-
magnetycznych o odpowiednio dobranych czestotliwosciach i czasach trwania oraz odbieranie
za pomoca cewki odbiorczej nadchodzacego z badanego obiektu echa, czyli sygnatow relaksa-
cji - takjak to ilustruje rys. 7.
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Rys.5. Powr6t momentu Mo do stanu poczatkowego
Fig. 5. Return ofthe momentum MOto the initial state

Rys.6. Proces powrotu do stanu wyjsciowego: a) Mz relaksacja podtuzna, b) Mxyrelaksa-
cja poprzeczna

Fig.6. Return process to the initial state: a) Mz longitudinal relaxation, b) Mxytransversal
relaxation

(impuls radiowy) (echo)

Rys.7. Sygnat pobudzajacy ijego echo
Fig. 7. Stimulating signal and its echo

W zastosowaniach jagdrowego rezonansu magnetycznego do badan materiatdw w technice
i fragmentéw organizméw zywych w medycynie chodzi o wnioskowanie o strukturze we-
wnetrznej badanych obiektow, na podstawie poréwnania sygnatéw pobudzajacych i otrzy-
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manych sygnatéw relaksacji, tak jak to ilustruje rys. 7. W informatyce natomiast prowadzi sie
badania nad mozliwosciami wykorzystania metod jagdrowego rezonansu magnetycznego do
realizacji wiasciwych informatyce proceséw obliczeniowych. W szczegdlnosci bada sie mozli-
wosci konstrukcji komputera kwantowego wedtug ogélnej idei przedstawionej na rys. 8.

Rys.8. Podstawowe elementy komputera opartego na wykorzystaniu jadrowego rezonansu
magnetycznego
Fig. 8. Basic elements ofa Computer based on the magnetic nuclear resonance

W ukfadzie doswiadczalnym przedstawionym na rys. 8 rurka z cieczg, o znanym sktadzie
i strukturze, umieszczona jest w statym polu magnetycznym o indukcyjnosci Bo Momenty
poszczegblnych atoméw molekut cieczy znajdujgcej sie w rurce traktuje sie jako symbole
elementarnych jednostek obliczeniowych (gubitéw), a proces obliczeniowy polega na realizacji
programu, ktérym jest wprowadzenie serii odpowiednio dobranych impulséw elektromag-
netycznych i odczytanie wyniku.

2. Dane z niektorych prac doswiadczalnych

W pracach doswiadczalnych N.Gershenfelda i I.Chuanga [32] cieczg byt chloroform
(CHCI3), a wiec ciecz o molekutach ztozonych z atoméw wegla (C), wodoru (H) i chloru (CI).
Z uwagi na to, ze jadro wegla 12 C ma spin zerowy, autorzy uzyli izotopu wegla 13 C z jed-
nym dodatkowym neutronem, ktéry dostarczyt jadru niezbedny spin.

Atomy C i H wystepuja w molekule chloroformu obok siebie, co powoduje wzajemne uza-
leznienie reakcji kazdego z nich od stanu sasiedniego.
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Przeprowadzono nastepujace eksperymenty: przy poczatkowym réwnolegtym, w stosunku
do kierunku BO spinie C, wprowadzono przy réznych potozeniach spinu H - jeden po drugim -
impulsy zmiennego pola magnetycznego, oddziatywujac na potozenie spinu C.

Pierwszy impuls odchyla potozenie spinu C o 90°, drugi natomiast odchyla go o dalszych
90°, ale do potozenia réwnolegtego lub antyréwnolegtego, w zaleznosci od kierunku spinu
wodoru (H). Mianowicie - przy réwnolegtym potozeniu spinu wodoru odwraca spin C o 180°
od jego potozenia wyjsciowego, za$ przy antyréwnolegtym potozeniu spinu H przywraca go
do potozenia wyjsciowego. Mozna to zilustrowaé nastepujaca tabelkg (rys. 9).

Zachowanie sie spinéw C i H mozna zapisa¢ za pomocg réwnan logicznych.

Oznaczmy np. stan spinu wodoru przez ,,2”, a stan spinu wegla przez ,,b” i przyjmijmy:

zeli stan spinu jest rownolegty

jezeli stan spinu jest antyrownolegty

i podobnie egla:

Jezeli stan spinu jest rownolegty

jezeli stan spinu jest antyréwnolegty

W zwigzku z tyMrbi, stan spinu wegla C po dwdch kolejnych 90° impulsach elektromagne-
tycznych, mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:
bl=b®a ®

gdzie symbol © oznacza sume modulo dwa.

Rys.9. Zalezno$¢ miedzy spinami wodoru H i wegta C w molekule chloroformu w reakcji
na dwa kolejne zewnetrzne impulsy

Fig. 9. Relations between spins of hydrogen H and carbon C in chloroform molecule as the
reaction for two successive external impulses
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Réwnanie (3) jest réwnaniem tak zwanej bramki logicznej XOR, oznaczanej réwniez
CNOT (tak zwana kontrolowana negacja), ktérg mozna zilustrowa¢ schematem przedstawio-
nym narys. 10.

Przedstawiona na rys.10. bramka XOR ma wikasnosci rewersyjne, to znaczy, ze gdy na jej
wejsciu wprowadzimy zmienne wyjsciowe, to na wyjsciu otrzymamy poprzednie wejscia, tak
jak to ilustruje rys. 11.

Rys. 10. Oznaczenie bramki XOR
Fig. 10. Notation ofthe XOR gate

Rys. 11. llustracja rewersyjnych wiasnosci bramki XOR
Fig. 11. Hlustration of the reversible properties ofthe XOR gate

Dowdd prawdziwosci relacji (b © a) © a = b mozna tatwo przeprowadzi¢, gdyz sa tu
tylko cztery nastepujace mozliwe sytuacje: (a= 1,b= 1), (a=1,b=0),(a=0,b=1), (a=1,
b = 0) i dla kazdej z nich zachodzi:

b©a©a=hb 4)

Wiasnosci bramek rewersyjnych mozna zilustrowac uktadem przedstawionym na rys. 12,

Rys. 12. tancuchowe potaczenie dwoch bramek o wiasnosciach rewersyjnych
Fig. 12. Chain connection of two gates with reversible properties
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Bramka XOR moze by¢ zrealizowana nie tylko przy wykorzystaniu zjawisk jadrowego re-
zonansu magnetycznego, czyli w sposéb kwantowy, ale rowniez w sposob klasyczny, tak jak
to ilustruje rys. 13.

Rys. 13. Bramka XOR w realizacji klasycznej
Fig. 13. XOR gate in classical realization

Poréwnujac dwa rozwigzania bramki XOR, a wiec kwantowe przedstawione na rys. 10
i klasyczne przedstawione na rys. 13 mozemy powiedzie¢, ze:
w rozwigzaniu Klasycznym potrzebne do zrealizowania takiej bramki operacje roz-
mieszcza sie w przestrzeni, a przeptyw do nich odpowiednich zmiennych binarnych re-
alizuje sie poprzez przeprowadzone przewody (Sciezki prowadzace),
- w rozwigzaniu kwantowym potrzebne do zrealizowania takiej bramki operacje roz-
mieszcza sie w czasie i realizuje sie przez kolejne impulsy o odpowiednich czestotliwo-
Sciach i czasach trwania.
Stad program w przypadku komputeréw kwantowych jest realizowany poprzez oddziaty-
wanie na uktad czasowym ciggiem impulséw zmiennego pola elektromagnetycznego.
W literaturze mozna spotka¢ propozycje réznych bramek, np w [27] - tréjaubitowg

bramke Toffoli przedstawiong na rys. 14.
a

c ce(aAb)
o €
Rys. 14. Trojqubitowa bramka Toffoli
Fig. 14. Three-qubit Toffoli gate



24 S. Wegrzyn, J. Klamka

3. Wiasnosci kwantowej bramki logicznej XORw zapisie analitycznym

Elementarna jednostka obliczeniowa, ktora w przypadku obliczen wykorzystujgcych me-
tody jadrowego rezonansu magnetycznego przyjeto nazywaé qubitem, moze by¢ w prostym
przypadku reprezentowana w przestrzeni dwuwymiarowej wektorem a o dhugosci 1 i skla-
dowych na osi x i_y odpowiednio ax: ay, tak jak to ilustruje rys. 15.

Rys. 15. llustracja qubitu w przestrzeni dwuwymiarowej
Fig. 15. Illustration ofthe qubit in two-dimensional space

Jest wieca = w szczegdlnych przypadkach:
d 1 v
ax=
gay 0
6]
gdy ay= 1 1

Zalozmy, ze stan wejscia dwuqubitowej bramki logicznej XOR zostat okreslony przez
wektory X, i x2

W?zajemnemu uzaleznieniu, czyli zawikkaniu (spleceniu) miedzy sobg tych dwdéch stanéw
w dziataniu bramki XOR damy wyraz przez przyjecie, ze sygnat wejsciowy X jest sygnatem
splecionym, reprezentowanym przez iloczyn tensorowy wektoréw X/ i x2. Jest wiec:
X =xi ®x2 (5)
gdzie: 8>o0znacza mnozenie tensorowe wektorow.
Wtedy spleciony sygnat wyjsciowy bramki jest okreslony przez wzor:
Y = U-X (6)

gdzie: U - tak zwana macierz unitarna, ktéra w przypadku dwuwej$ciowej bramki XOR
ma postac:
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0
10 0
1

U]

Dla dwdch sytuacji eksperymentu zilustrowanych na rys. 9 bedzie wiec odpowiednio:

0
. ‘0" ‘0" 0
Sytuacja L X= I " (8)
1
"y
Sytuacja 2: X :.f ® ot 9
0 1 0
0
a stad
dla Sytuacji L
~10 O 0 O
_ 0 10 0 o0 (10)
0 00 1 O 1
0 010 1 0
a dla Sytuacji 2:
“ 00 0 O O
100 1 1
0010 0O (12)
0 10 0 O

Otrzymane sygnaly wyjsciowe Y sg sygnatami splecionymi (zawiktanymi) z sygnatéw yi
orazy

Rozwiklanie polega na znalezieniu takich dwoch wektoréw dwuelementowych yi iy2
ktorych iloczyn tensorowy daje sygnat Y dla odpowiednich sytuacji.

Zauwazmy, ze bedzie:
dla Sytuacji L

. o uf
Y= = (12)
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bo O (13)

a dla Sytuacji 2:

W= i y3= . (14)

bo g (15)

awiec wyniki zgodne z wynikami podanymi na rys. 9.
Rozpatrywana w tym rozdziale bramka kwantowa XOR ma wiasnosci rewersyjne.

Zauwazmy, ze w takim przypadku iloczyn dwdch macierzy unitarnych jest réwny macierzy

jednostkowej.
Jest bowiem:
i 000 1 0O0oO I 00 o
0100 0100 0100
0001 O0O0OO0OT1 O0OO0OTZ1IO0 (16)
0010 0010 O0O0O0OT1:1

Jest to matematyczna ilustracja wkasnosci tancuchowego potaczenia dwéch bramek o wia-
snosciach rewersyjnych, przedstawionego na rys. 12.

4. Matematyczne podstawy informatyki kwantowej

4.1. Qubity

Podstawy teoretyczne informatyki kwantowej wynikaja bezposrednio z podstawowych za-
sad nierelatywistycznej mechaniki kwantowej. W klasycznej informatyce pojedynczy bit moze
przyjmowacé tylko dwie ustalone wartosci logiczne, to znaczy 0 lub 1. Natomiast elementarng
jednostka kwantowej informacji jest kwantowy bit, w skrocie zwany gubitem, ktdry w ogél-
nym przypadku moze by¢ traktowany jako element zespolonej przestrzeni Hilberta H2 Dwa
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ortogonalne stany pojedynczego qubitu maja posta¢ {|0),|1)} i tworzg one baze ortogonalng
rii roit
oJ’Li i przestrzen*

Tak wiec dowolny qubit [tj))eH 2 moze by¢ przedstawiony w postaci liniowej kombinacji
wektoréw bazowych [tj/)=a|0)+P|l), gdzie liczhy zespolone a oraz P nazywane sg amplituda-
mi stanu, a wektor ly) jest znormalizowany, to znaczy |a|2+\j32 = 1[1, 4, 5], Oznacza to, ze
qubit |\/>e//2 przyjmuje warto$¢ logiczng 0 z prawdopodobienstwem |a|2 oraz warto$¢ lo-
giczng 1z prawdopodobienstwem [P|2.

Stosowane tutaj oznaczenia sa zaczerpniete bezposrednio z terminologii stosowanej w me-

chanice kwantowej. Wektory bazowe |0) =  e//2oraz 1) = |. Je//2reprezentujq odpowied-

nio wartosci logiczne 0 oraz 1 klasycznego bitu. Zatem pojedynczy qubit jest superpozycja
tych dwdch wartosci logicznych.

W przypadku klasycznego bitu pomiar jego aktualnej wartodci logicznej, ktéra moze by¢
tylko 0 lub 1, nie nastrecza zadnych trudnosci. Natomiast inaczej jest w przypadku kwantowe-
go qubitu. Pomiar jego aktualnej warto$ci moze zniszczy¢ fizykalna strukture qubitu. Podczas
pomiaru warto$ci qubitu dokonuje sie ortogonalnej projekcji wektora |v)e//2 na wektory ba-
zowe [0)e//2oraz |l)e//2

Fundamentalna zasada mechaniki kwantowej jest to, ze przestrzenig stanéw kwantowych
dla dwoch qubitow jest iloczyn tensorowy przestrzeni stanéw kwantowych dla pojedynczych
qubitow. Zatem w przypadku dwéch qubitow jest to 4-wymiarowa zespolona przestrzen Hil-
berta H4&=H2®H2 Elementami tej przestrzeni sg wszystkie mozliwe superpozycje stanow
kwantowych reprezentowane iloczynami tensorowymi odpowiednich wektoréw.

Ogolnie, kwantowy ukfad ztozony z « qubitow mozna rozpatrywac jako element 2" -wy-
miarowej zespolonej przestrzeni Hilberta H2 bedacej iloczynem tensorowym n przestrzeni
H2 czyli:

H2':.H2®H2\§F§...®H;
n-razy

Zatem przestrzen stanéw dla « qubitow posiada 2* wzajemnie ortogonalnych stanéw po-
staci {!/>}, gdzie i jest «-bitowg liczbg binarng, /=0,1,2,.,.,.2n-l. Ponadto, wektory 2n
elementowe:

1) =10,0,-,0,1 0,0,-,0]reH 2
i-razy
tworzg baze ortogonalng w zespolonej przestrzeni Hilberta H 2 . Elementami tej przestrzeni sg
wszystkie mozliwe superpozycje stanéw kwantowych reprezentowane iloczynami tensoro-
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wymi odpowiednich wektorow. Poniewaz wszystkie stany kwantowe sg niezmiennicze wzgle-
dem mnozenia przez dowolny skalar, wiec bez utraty ogélnosci odpowiadajace im wektory
moga by¢ znormalizowane o normie 1.

Zatem uktad n gubitow jest znormalizowanym wektorem |/> w przestrzeni H1, ktéry
moze by¢ przedstawiony w postaci liniowej kombinacji 2" ortonormalnych wektoréw bazo-
wych 10X11), |2>,..., |2rHI>. Stad:

i=2~ i=2"l
k)= |2:0>’|O , gdzie |Z:0ki =1

Przyktadowo, dla uktadu kwantowego ztozonego z dwdch gubitéw cztery wektory bazo-
we wzajemnie ortonormalne {|00),/01),/10),|/11)} w zespolonej przestrzeni Hilberta H* majg
nastepujaca postac:

Y
® rn_®Y 0 tf4
00) = [0)®0) = i — e
[00) = [0)®]0) = _J® =
0
0"
Y roi i b
= = - e
[01)=10)® |]) ,,0-®ILI. 0
ol it
No)=1)®|o0) = elld
00
e H4
.1 1

lloczyn tensorowy dwdch dowolnych gubitow postaci |\(/)=al0)+P|l)ei* oraz
|<>)=y0}+5lje//*, bedacy wektorem w zespolonej przestrzeni Hilberta H4 dany jest nastepuja-
cym wzorem:
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Tay
| aS

Ng>= N> ® [0) = 000) + 08101) + pyl10) + [381) = o e H4

Lps
Natomiast dla uktadu ztozonego z trzech gubitéw bazowe stany wzajemnie ortonor-
malne w zespolong przestrzeni HilbertaH 3maja posta¢ {P00)j001)j010)j011)J100)J101)J110)J111)}.
Przyktadowo, bazowy stan kwantowy [010) jest reprezentowany w przestrzeni Hilberta H3
nastepujacym wektorem 8-elementowym:

0

0

o 1

C Ti] fol fil Til o _o
[0i0) = |0)<s>|i><s>|0)= i GO =[s , _ ¢ HI

0j o

0

0.

W podobny sposéb mozna przedstawi¢ pozostate ortonormalne wektory bazowe w zespo-
lonej przestrzeni Hilberta H8.

4.2. Bramki kwantowe

Podstawowe operacje wykonywane na pojedynczym qubicie, nazywane kwantowymi
bramkami logicznymi, reprezentowane sg 2x2 -wymiarowymi macierzami unitarnymi U beda-
cymi liniowymi bijekcjami w zespolonej przestrzeni Hilberta H2 Macierze unitarne spetniaja
nastepujaca podstawowg réwnos¢: U1l = U*, gdzie U* oznacza transponowang macierz
sprzezong. Ponadto, macierze te reprezentujg w zespolonej przestrzeni Hilberta H2 obroty
wokot poczatku uktadu wspétrzednych, ktére nie zmieniaja dtugosci wektorow. Zatem, dla
pojedynczego gubitu teoretycznie istnieje nieskonczenie wiele réznych kwantowych bramek
logicznych, odpowiadajacych poszczegélnym macierzom unitarnym U realizujgcych zadang
kwantowg operacje matematyczng [1, 28, 29, 31],

W praktyce wystarczy jednak postugiwac sie kilkoma odpowiednio wybranymi podsta-
wowymi kwantowymi bramkami logicznymi, ktérym odpowiadajg pewne macierze unitarne.
Poniewaz macierze U reprezentujgce poszczegolne operacje kwantowe sa macierzami unitar-
nymi, a wiec z definicji sg one odwracalne, a zatem odpowiadajace im operacje kwantowe sg
operacjami rewersyjnymi.
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Nalezy zaznaczy¢, ze w przypadku klasycznej algebry Boole’a w odniesieniu do jednego
bitu istniejg tylko dwie operacje logiczne, to znaczy identyczno$¢ / oraz negacja NOT.
W ukfadach kwantowych operacje te sg reprezentowane odpowiednio nastepujagcymi ma-
cierzami unitarnymi:

Ti o
tr- |_O i dla operacji identycznosci /, oraz

To il

dl ji ji NOT.
N> a operacji negacji

Przyktadowo, dziatanie bramki NOT dla ortogonalnych wektoréw bazowych |0)e//2 oraz
[1)e//2mozna przedstawi¢ nastepujgco: |0)—>|1) oraz |1)—>|0). Ogodlnie, dziatanie bramki NOT
dla dowolnego znormalizowanego stanu kwantowego |v|/)=a|0)+P|l)ei72 reprezentowanego
wektorem o wspotczynnikach zespolonych a, P, mozna przedstawi¢ nastepujaco:

M= ct|0) + P|I) ->a|l> + PI0>=hy)

gdzie symbol -i oznacza negacje.

Bioragc pod uwage posta¢ macierzy unitarnej U reprezentujgcej operacje negacji oraz sto-
sujac zapis wektorowy, otrzymuje sie nastepujaca zaleznos¢:

‘o f a A

1 0 A a

Do podstawowych operacji kwantowych wykonywanych na jednym gubicie, oprécz opi-
sanych powyzej operacji identycznosci | oraz operacji negacji NOT, nalezy takze operacja
realizowana przez tak zwang bramke Hadamarda i oznaczong w skrocie symbolem H. Bramka

kwantowa Hadamarda jest reprezentowana nastepujaca macierza unitarng o wymiarach 2x2:

1 1

_ 4l 2
Uu="1
L4i ~4i)

Przykladowo, dziatanie bramki Hadamarda H dla ortogonalnych wektoréw bazowych
P)eA oraz llje//2mozna przedstawi¢ nastepujaco: (p™ljje# 2oraz |1>-»,~ (WIHIjje//2
Ogolnie, dziatanie bramki Hadamarda H dla dowolnego znormalizowanego stanu kwan-
towego |\[/>=al0)+p|l)e//2 reprezentowanego wektorem o wspdtczynnikach zespolonych a,
(3 mozna przedstawi¢ nastepujaco:
M>=al0> + PII) - /& (a + P>+ a-pli>

Bioragc pod uwage specyficzng posta¢ macierzy unitarnej U reprezentujacej kwantowg
bramke Hadamarda oraz stosujac zapis wektorowy, otrzymuje sie nastepujaca zaleznosc:
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1 1 \ 1 1 4\
42 4i 4 E “+/[F #
i op
42 258 —45P

W przypadku uktadu kwantowego ztozonego z dwdch gubitow podstawowe operacje re-
prezentowane sg macierzami unitarnymi o wymiarach 4x4. W tym przypadku spos$rod wszyst-
kich mozliwych podstawowych operacji wykonywanych na parze gubitow w przestrzeni H*
szczegOlne znaczenie ma operacja, ktdrej dziatanie mozna matematycznie przedstawic¢ jako
|0) (Oj®/ + |1) <1|®7/, gdzie symbol ® oznacza iloczyn tensorowy, / jest operacjg identyczno-
$ciowg na pojedynczym qubicie oraz U jest dowolng operacja na pojedynczym qubicie repre-
zentowang przez unitarng macierz U o wymiarach 2x2. Operacja ta nosi nazwe “sterowalnej
bramki U”, gdyz operacja wykonywana na drugim qubicie zalezy od tego, czy pierwszy qubit
jest w stanie kwantowym |0)e//2 czy tez w stanie kwantowym [1)eH 2.

W szczeg6lnym przypadku, gdy macierz unitarna U jest macierzg odpowiadajaca operacji
negacji NOT, uzyskuje sie bramke kwantowg o nazwie sterowalna negacja, oznaczang
symbolem CNOT (ang. controlled NOT). Przykfadowo, dziatanie 2-qubitowej bramki
kwantowej CNOT dla czterech ortonormalnych wektoréw bazowych 100)6#*, |01)e#*,
|101e#*, |11) 6//* mozna przedstawi¢ nastepujgco:

|00)—{00), [01)—»|01), |10)—>|11), |11)—>|10)

Ogdlnie, dziatanie 2-qubitowej bramki CNOT dla dowolnego znormalizowanego stanu

kwantowego

PP) = a|00) + P|01) +y|10) + 5]I1)e//*
reprezentowanego wektorem odpowiednio o wspdiczynnikach zespolonych cc,P,y,5, mozna
przedstawi¢ nastepujaco:

PP) = a|00) + p|01) + y|10) + 5|11) —a|00) + P|01) + 8|10) +y|I 1)

Zatem macierz unitarna U o wymiarach 4x4, odpowiadajaca operacji CNOT jest postaci
nastepujacej:

T 0 0 o
0 100
Y=o 0 0 1
Lo 0 1 0.

Bioragc pod uwage specyficzng posta¢ macierzy unitarnej U reprezentujacej kwantowg
bramke CNOT oraz stosujac zapis wektorowy, otrzymuje sie nastepujacg zaleznos¢:
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0 00 a a
010 0 p P

01 r 8
00 10 8 y

Elementarne operacje mozna réwniez zdefiniowac dla dowolnej liczby gubitéw, powiek-
szajac odpowiednio wymiary unitarnych macierzy U reprezentujgcych poszczeg6lne operacje
kwantowe. W przypadku ukfadu kwantowego zawierajacego n gubitéw beda to unitarne ma-
cierze o wymiarach 2"x2°. Macierze te zatem zawierajg tyle wierszy oraz tyle kolumn, ile jest
wzajemnie ortogonalnych stanéw kwantowych w 2" -wymiarowej zespolonej przestrzeni Hil-
berta.

Nalezy wyraznie podkresli¢, ze w odrdznieniu od klasycznego nierewersyjnego boolow-
skiego funktora logicznego o n wejsciach posiadajacego jedno wyjscie, kwantowa bramka
logiczna o n wejSciach jest elementem rewersyjnym, posiadajagcym n wyjs¢. Zatem kwantowa
bramka logiczna w przypadku podania na jej wejscie stanéw kwantowych odpowiadajgcych
wartosciom logicznym 0 lub 1 moze realizowac¢ jednoczes$nie n funkcji logicznych «-argumen-
towych.

Podobnie jak w przypadku jednego aubitu, takze w przypadku ukfadu n gubitéw teore-
tycznie istnieje nieskonczenie wiele réznych kwantowych bramek logicznych reprezentowa-
nych odpowiednio macierzami unitarnymi o wymiarach 2nx2". Niemniej podstawowg kwato-
wa bramka logiczng dla uktadu kwantowego zawierajacego n gubitéw jest tak zwana bramka
Toffoli reprezentowana nastepujaca macierza unitarng o wymiarach 2"x2°:

i 0 0 0 o

0 1 0 0 0
u_

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

Niech xi,x2...,Xh-x,, 0znacza n wej$¢, natomiastyi,y2—,yk,-,ynodpowiednio n wyjs¢ bramki
Toffoli, wowczas: y* - Xtdla£=1,2,..., n-1, oraz

¥, = (Xi ax2a ...a xka ...a x,,.i)© x,,

Zatem w przypadku n=2 bramka Toffoli dla dowolnych wektoréw bazowych realizuje na
drugim wyjsciu znana klasyczng funkcje logiczng dwdéch zmiennych “suma modulo dwa”
x,©X2, zwang inaczej kontrolowang negacjg CNOT lub w skrécie bramka XOR.

W przypadku gdy X, - 1, woéwczas wyjscie  zachowuje sie. jak klasyczny funktor logicz-
ny NAND. Natomiast w przypadku, gdy x,, = 0, wéwczas wyjsciey,, reprezentuje funktor lo-
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giczny AND. Zatem «-wej$ciowa kwantowa bramka logiczna Toffoli jest bramka uniwersalng,
za pomocg ktérej mozna zrealizowa¢ dowolng «-argumentowa funkcje logiczna. Szczeg6lnym
przypadkiem bramki Toffoli dla n = 2 jest, jak wspomniano uprzednio, bramka sterowalnej
negacji CNOT.

Uogolnieniem bramki Toffoli jest kwantowa bramka oznaczona symbolem ua, ktorej dzia-

fanie reprezentuje macierz unitarna o wymiarach 2'"x2

1 0 .. 0 0 0

0 1 .. 0 0 0
ub-

0 0 .. 1 0 0

0 0 .. 0 yu »12

0 0 .. 0 2 s20-

gdzie liczby zespolone uj, ij—1,2 tworzg macierz unitarng o wymiarach 2x2, reprezentujgca
wybrang kwantowg bramke logiczng dla jednego gubitu. Przyktadowo, moga to by¢ macierze
0 nastepujacej postaci:

eM<cos(tt/8) €% sin(2r/8) ']

sin(-r/8) e~K4cos(tt/ 8)J
[cos(7r/8) -sin(ff/8)
G=Lsin(/r/8) cos(;r/8).

H=
0
m 0
J=[O -«r/4
Kazda z przedstawionych macierzy unitarnych reprezentuje obrét o pewien ustalony kat
wokot poczatku uktadu wspotrzednych w zespolonej przestrzeni Hilberta H2. Ogdlnie, dowol-
ny obrdt (rotacja) w przestrzeni H2 moze by¢ przedstawiony za pomocg nastepujacej macierzy
unitarnej o wymiarach 2x2:
cos(0/2) -ie"* sin(0/ 2)

VOO = ewsiner2)  coso12)

Dziatanie ciggu kolejnych «-gubitowych operacji kwantowych mozna przedstawi¢ w po-
staci iloczynu macierzy unitarnych odpowiadajacych poszczeg6lnym operacjom lub - podobnie
jak w klasycznej teorii automatéw - w postaci schematu potgczen.

llustracja powyzszych rozwazan teoretycznych niech beda dwa ponizsze proste przyktady
liczbowe. Rozpatrzmy efekt dziatania bramki kwantowej Uh reprezentowanej macierza:
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C
T
1
Oowr
© O

y &
o X ~XI2]

Zatozmy, ze stan kwantowy |v|/)eiT1jest superpozycjq stanéw kwantowych |10)e//1oraz
|11je//4 o0 postaci:

k)=/7 d io)+iii))=/* d )®io>+ii)®ii))=

+ =
« 1 13
6H4
Dziatanie bramki kwantowej Uh na stan kwantowy odpowiada wykonaniu
mnozenia:
10 i
01 °
0 0
u =10) e /le*
A X2 00 v ys 1 110
i 0

Rozpatrzmy teraz dziatanie tej samej bramki kwantowej un., lecz tym razem na inny stan

kwantowy |<&)€#", ktory jest superpozycja stanéw kwantowych |10)e//' oraz [14je//40 po-
staci:

K)=1% di°>-iii»=/* d i>®i°)-ii)®ii))=

=X 12

Dziatanie bramki kwantowej UHna stan kwantowy |0 )g” 4 odpowiada wykonaniu mnoze-
nia:
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170 0 0 v iy
01 0 0 5 o
., . = = !/
U 00 Xj2 X2 170 nlel/ls
00 %12 ~Xn.-'|— !

Powyzsze dwa przyktady ilustrujg bardzo istotny dla konstrukcji algorytméw obliczen
kwantowych efekt redukcji pewnych stanéw kwantowych w wyniku wykonywania operacji
kwantowych reprezentowanych bramkami kwantowymi.

Istotnym pojeciem zwigzanym z dowolnym ukfadem n gubitéw jest tak zwane zawiktanie
(ang. entcuiglement) [2,13, 22], Zawiktanie zwane rowniez splgtaniem jest bezposrednim efek-
tem wykonania iloczynu tensorowego na 2-wymiarowych wektorach reprezentujgcych po-
szczeg6lne qubity. Ze znanych wiasnosci iloczynu tensorowego wynika, ze na podstawie zna-
jomosci wektora bedacego iloczynem tensorowym dwdch lub wiecej wektoréw nie mozna,
poza szczegolnymi przypadkami (ortonormalne wektory bazowe), jednoznacznie wyznaczy¢
wektoréw stanowigcych czynniki tego iloczynu tensorowego.

Zawik}anie oznacza zatem, ze dany stan kwantowy |v(/)e/f2* nie moze by¢ przedstawiony
jednoznacznie w postaci iloczynu tensorowego n stanéw kwantowych \yj)eH2 /=12,
Oznacza to, ze miedzy poszczegbélnymi stanami kwantowymi |\/;) istniejg wzajemne korelacje.
Przyktadowo, niech:

|A>=1/V 2(/01>-i10) ) e // 4

Wektor ten reprezentuje stan kwantowy bedacy wynikiem zawiktania, gdyz nie mozna

znalez¢ dwoch stanéw kwantowych oraz Wi2)€H 2 takich ze:

M) = N2>® /2>

Pojecie zawiktania wigze sie bezposrednio z tak zwang bazg ortogonalng Bella, ktdrg
w zespolonej przestrzeni Hilberta H4 tworzg nastepujace cztery wzajemnie ortogonalne wek-
tory bazowe:

[00>+[1 1)€7r™,]00)-|1 i01)+| 10)G/f’jO1)-| 10e/f*.

Dowolny ukfad kwantowy ztozony z dwoch qubitéw jest zawiklany poprzez pewng ma-
cierz unitarng o wymiarach 4x4. Mozna dowie$¢, ze zawiktanie uktadu kwantowego ztozone-
go z trzech lub og6lnie z wiekszej liczby qubitdw moze by¢ zawsze rozpatrywane jako super-
pozycja zawiktan uktadéw kwantowych ztozonych z dwoch qubitow.

Kwantowa bramka logiczna oddzialujgca na caty ukfad n qubitow moze by¢ przed-
stawiona jako macierz unitarna o wymiarach 2”x2n bedaca iloczynem tensorowym macierzy

unitarnych o wymiarach 4x4. Macierz ta zawiera podmacierz jednostkowg o wymiarach
2"2x2"2
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Informacje dotyczace kwantowych bramek logicznych zamieszczone sg takze w pracach
[40, 42, 46, 60],

4.3. Kwantowa teleportacja

Kwantowa teleportacja zwigzana jest z przesytem wektoréw odpowiadajgcych uktadom n
aubitéw. Zat6zmy, ze dany wektor jest superpozycja dwdch wektoréw sktadowych, to znaczy
powstat w wyniku wykonania iloczynu tensorowego na dwoéch wektorach sktadowych.
Nadawca oraz odbiorca informacji znajg jeden ze sktadowych wektoréw. W procesie tele-
portacji nadawca przesyta jedynie drugi ze skladnikéw iloczynu tensorowego ten, ktory nie
jest znany odbiorcy. Odbiorca informacji dokonuje superpozycji obu wektoroéw, to znaczy wy-
znacza iloczyn tensorowy tych wektoréw, otrzymujac w efekcie caty wektor. Zatem, w kwan-
towej teleportacji zrédtem informacji jest zjawisko zawiklania.

Zjawisko kwantowej teleportacji przedstawimy na nastepujacym przykladzie. Zatézmy, ze
nadawca oraz odbiorca informacji dysponujg tym samym wektorem odpowiadajgcym stanowi
kwantowemu |wy) = j00) + |II)eH J. Wektor ten jest superpozycja, czyli iloczynem tenso-
rowym dwdch wektoréw odpowiadajacych dwom pojedynczym qubitom. Nadawca informacji
chce przesta¢ do odbiorcy informacje zawartg w pojedynczym qubicie bedacym w stanie
kwantowym |§9= a]0) + b|l) e H2 gdzie a oraz b sg dowolnymi zespolonymi wspotczynnikami.
Nadawca informacji dysponuje stanem poczatkowym ktéry jest superpozycja
trzech qubitow, to znaczy iloczynem tensorowym wektoréw |\j/) oraz |4 o postaci nastepuja-
cej:

o> = [V>® [4) = (J00) + j11» ® (aj0) + b|I>) =

= a|000>+ b|100>+ aj011>+ b|l 11>

Nadawca informacji dokonuje pomiaru w bazie ortogonalnej Bella dwéch qubitow, a mia-
nowicie, qubitu |4 oraz jednego qubitu wystepujgcego w stanie kwantowym |\jr>, wykorzystu-
jac w tym celu bramki kontrolowanej negacji CNOT oraz bramki Hadamarda H. Nastepnie
dwa qubity sa mierzone i przesytane do odbiorcy informacji, ktéry za pomocg takich samych
bramek kwantowych przetwarza je uzyskujac w efekcie qubit [45). Zjawisko teleportacji kwan-
towej jest szczeg6lnie uzyteczne w przypadku przesytania informacji w obecnosci zewnetrz-
nych zaktocen. Informacje dotyczace teleportacji kwantowej zamieszczone sa w pracach [12,
14, 15,16],
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5. Perspektywiczny uniwersalny komputer kwantowy

Perspektywiczny uniwersalny komputer kwantowy przedstawiony ogdlnie na rys.8 po-
winien umozliwi¢ analize i przetwarzanie informacji kwantowej zawartej w uktadach gubitow.
Formalnie kwantowy komputer jest ukfadem « gubitéw, na ktdrych mozna przeprowadzaé
odpowiednie operacje kwantowe reprezentowane bramkami kwantowymi lub macierzami uni-
tarnymi odpowiednich wymiaréw. Teoretyczne podstawy dziatania komputera kwantowego
oparte sg na nastepujacych ogélnych zasadach [6, 20, 23, 39, 45, 54, 59]:

1. Kazdy pojedynczy qubit moze by¢ przedstawiony za pomocg znanego stanu zmierzo-

nego w bazie ortonormalnej {|0),|1)}.

2. Kazda uniwersalna bramka kwantowa o odpowiedniej liczbie wejs$¢, reprezentowana
macierza unitarng, moze by¢ uzyta do przetworzenia dowolnego ustalonego podzbioru
aubitow.

3. Qubity mogg by¢ przetwarzane jedynie za pomocg uniwersalnych bramek kwanto-
wych.

Z powyzszych ogélnych zasad dziatania komputera kwantowego wynika, ze jego mo-
delem matematycznym jest model sieciowy, w ktérym cigg kwantowych uniwersalnych bra-
mek logicznych przetwarza pewne podzbiory «-elementowego zbioru gubitéw. Bez utraty
ogdlnosci mozna zatozy¢, ze poczatkowy stan kwantowy «-elementowego zbioru gubitow

odpowiada wektorowi bazowemu [0,0,0,...,0)e //r , ktory nastepnie jest sekwencyjnie prze-
twarzany przez dowolny cigg uniwersalnych kwantowych bramek logicznych.

Ogdlnie mozna tez przyja¢, ze poczatkowy stan «-elementowego zbioru gubitéw odpo-
wiada pewnemu wektorowi bazowemu o postaci |1,1,...,1,0,0,...,0)e/72, to znaczy, ze po-
czatkowy wektor bazowy zawiera jedynki na k pierwszych pozycjach oraz zera na (n-k) ostat-
nich pozycjach.

W wyniku dziatania ciggu odpowiednio dobranych kwantowych bramek logicznych na po-
czatkowy stan kwantowy otrzymuje sie w efekcie «-qubitowy koncowy stan kwantowy

We/ /2, ktéry jest wektorem o normie 1w 2° -wymiarowej zespolonej przestrzeni Hilberta.

Wektor W= "Y_a,v, . gdzie indeks s przebiega zbior wszystkich mozliwych 2" -wymiarowych

stanow bazowych, vse H2 jest 2”7 -wymiarowym wektorem bazowym, wspotczynniki a,eC,

oraz  \all2 = 1. Kazda kwantowa bramka logiczna reprezentowana jest odpowiednig macie-

rzg unitarng, a caty proces obliczeniowy mozna przedstawi¢ za pomoca jednej macierzy uni-
tarnej bedacej iloczynem poszczegdlnych macierzy sktadowych.
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Wspotczynniki zespolone a, noszg nazwe amplitud prawdopodobienstwa, natomiast wek-
tor W jest kombinacja liniowa wektorow bazowych V,. Projekcja ortogonalna wektora W na
wektor V, zachodzi z prawdopodobienistwem | a,!2. Po wykonaniu wszystkich kwantowych
operacji przeprowadza sie pomiar koncowego stanu kwantowego reprezentowanego wek-
torem W e//2*, natomiast nie dokonuje si¢ pomiaréw posrednich wynikéw obliczen kwanto-
wych.

Nalezy wyraznie zaznaczy¢, ze kwantowe obliczenia majg charakter probabilistyczny, gdyz
mimo deterministycznego dziatania poszczegdlnych bramek kwantowych koricowy pomiar
wektora W daje nam informacje probabilistyczne.

Nalezy zaznaczy¢, ze w trakcie wykonywania operacji za pomocg bramek kwantowych
najczesciej dochodzi do zawiktania wynikowego wektora W. Jest to istotna cecha operacji
kwantowych.

Informacje dotyczace ogolnej struktury komputeréw kwantowych oraz obliczen kwan-
towych zamieszczone sq w pracach [3, 11, 24, 25, 26, 27, 32, 39, 44, 47, 52, 57, 58], Nato-
miast szeroko rozumiane zagadnienia kodowania informacji kwantowej poruszane sg miedzy
innymi w nastepujacych pracach: [8, 9, 16, 17, 18, 19, 21, 25, 29, 30, 31, 35, 36, 37, 40, 42,
48, 49, 53, 55, 56],

6. Algorytmy kwantowe

W niniejszym rozdziale przedstawimy dwa wybrane algorytmy kwantowe: algorytm po-
szukiwan Grovera oraz algorytm faktoryzacji Shora. Omoéwimy tez dyskretng transformacje

Fouriera.

6.1. Algorytm poszukiwah Grovera

W roku 1997 Grover zaproponowat [34, 35] kwantowy algorytm wyszukiwania informacji
w duzych zbiorach danych. Problem polega na wyszukaniu w nieuporzgdkowanym zbiorze
danych {*, /=1,2,3,...,//} okreslonego elementu Xj=v. Przykfadowo, moze to by¢ wyszukanie
w spisie telefonéw danego numeru telefonu, nie znajac nazwiska abonenta.

Klasyczne algorytmy poszukiwan potrzebuja $rednio krokéw na wyszukanie danej in-
formacji w zbiorze danych zawierajagcym N elementéw. Algorytm kwantowy poszukiwan za-
proponowany przez Grovera jest w tym przypadku znacznie bardziej efektywny i potrzebuje

na wyszukanie wiasciwego elementu $rednio jedynie -In  krokow.
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O ogromnej efektywnosci algorytmu poszukiwarn Grovera najlepiej $wiadczy nastepujacy
przyktad. W zagadnieniach klasycznej kryptografii przy dekodowaniu nieznanych szyfrow
wystepuje konieczno$¢ wyszukiwania zadanych elementéw w zbiorze zawierajacym okoto
iV=1056nieuporzadkowanych elementéw. Najszybszy z istniejacych klasycznych komputeréw
wykonatby takg czynno$¢ w czasie okoto tysigca lat. Natomiast komputer kwantowy wy-
korzystujacy wspomniany powyzej algorytm poszukiwan Grovera wyznaczytby poszukiwany
element zbioru w ciggu okoto czterech minut.

Algorytm Grovera moze by¢ uogélniony i zastosowany do jednoczesnego poszukiwania
kilku wybranych elementéw w nieuporzagdkowanym zbiorze danych, oraz do wyszukiwania
najwiekszego lub najmniejszego elementu w zbiorze danych.

6.2. Algorytm faktoryzacji Shora

W roku 1993 Shor zaproponowat [10, 30, 41, 46, 49, 50, 51, 52] kwantowy algorytm
umozliwiajacy faktoryzacje liczb naturalnych o wielomianowej ztozonosci obliczeniowej. Jest
to najwazniejszy algorytm kwantowej informatyki, umozliwiajacy znaczne przyspieszenie wie-
lu proceséw obliczeniowych. Podstawg tego algorytmu jest fakt, ze problem faktoryzacji jest
rownowazny wyznaczaniu okresow pewnej funkcji okresowej. Niech N bedzie dowolng liczbg
naturalng. Nalezy wyznaczyc jej rozktad na czynniki pierwsze N=pg. Zagadnienie to redukuje
sie do wyznaczania okresu nastepujacej funkcji/ Q.v(x) = ctmod N, gdzie a jest przypadkowo
wybrang liczbg naturalng mniejsza od N, nie posiadajaca wspolnych czynnikdéw z liczbg N.
W szczegblnym przypadku, gdy liczba a posiada wspdlny dzielnik z liczbg N, wowczas wy-
znaczajac najwiekszy wspdlny dzielnik nwd(ajd) liczb a oraz N dokonuje sie faktoryzacji licz-
by N.

Mozna wykazac, ze przewaga algorytmu kwantowego nad algorytmem klasycznym wzra-
sta wraz ze wzrostem liczby N, ktéra podlega faktoryzacji.

6.3. Kwantowa transformacja Fouriera

Kwantowa dyskretna transformacja Fouriera nalezy do podstawowych kwantowych ope-
racji [7, 50, 51], Niech a bedzie liczbg naturalng taka, ze 0<a<q dla pewnej liczby naturalnej
g. Dyskretna transformacja Fouriera reprezentowana jest macierzg unitarng Ag o wymiarach
gxq, ktérej element o indeksie das ma postac:

dac—q'l'Zxp(2niac/q) c=0,1,2,...,i/-l

Dyskretna kwantowa transformacja Fouriera przetwarza stan kwantowy \a) na stan kwan-

towy:
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[e=r
|w) = < 12 *|c)exp (20Tacli7)

Obecnie przedstawimy konstrukcje macierzy unitarnej Aq reprezentujacej dyskretng kwan-
towg transformacje Fouriera. Niech g=2moraz stan kwantowy |a) odpowiadajgcy liczbie natu-
ralnej a ma nastepujace przedstawienie binarne: |amiam2..aia0). Macierz Aqgjest zbudowana
jedynie z dwdch podstawowych rodzajéw bramek kwantowych, a mianowicie:

1) kwantowych bramek Hadamarda Hj dziatajgcych naj -ty qubit oraz reprezentowanyc

macierzg unitarng o wymiarach 2x2

1 i
&
o 5
&
2) kwantowych bramek Sk dziatajacych na pare gubitow o indeksachj oraz k dlaj<k or

reprezentowanych macierzg unitarng o wymiarach 4x4 nastepujgcej postaci:

0o

gdzie Q/cj- n/2KJ.
Kwantowa transformacja Fouriera realizowana jest za pomocg nastepujacej sekwencji
bramek kwantowych stosowanych w kierunku od prawej do lewe;j.

Zatem bramki kwantowe Hj stosuje sie w odwrotnej kolejnosci, zaczynajac od bramki
kwantowej Hm.i, a koriczac na bramce kwantowej Ho. Natomiast bramki kwantowe SjJ( wyste-
puja pomiedzy bramkami kwantowymi Hj*i oraz Hj dla indeksow k>j.
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Abstract

The particular behavior of atomie spin called nuclear magnetic resonance is a fundamental
physical phenomenon taken into account in recent research on quantum computers. This phe-
nomenon is based on resonance absorbency of electromagnetic energy taking place in some
solid bodies, liquids and gases placed in constant external magnetic field and perturbed by im-
pulsive varying magnetic field with properly chosen frequencies. In the case of atoms creating
molecules, the behavior of their spins depends on the neighboring atoms. It enables to create
logic gates, which are used to organize quantum computation processes in quantum compu-
ters.

The subject of quantum computing brings together ideas from classical information theory,
computer science and quantum physics. In the paper fundamental elements of quantum com-
puter and mathematical backgrounds of quantum computation processes are presented. The
elementary unit of quantum information is quantum bit called shortly qubit. A quantum system
of n qubits can be considered as an element of a complex Hilbert space of appropriate dimen-
sion. Simple unitary operations on a given set of qubits are called quantum logic gates. The
universal quantum gate is the quantum equivalent of the well known classical universal logic
gate. The universal quantum gate can be represented by a suitable defined unitary matrix of
appropriate dimensions. Especially Toffoli gate and Hadamard gate are two fundamental quan-
tum logic gates. These two quantum gates play a central role in networks for quantum compu-
tations. A quantum computer is a finite set of qubits and a network of quantum fundamental
operations. Computation algorithms for such a quantum computer should be specially con-
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structed, for example for finding the period of a function, prime factorization, and searching a

random list.



