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O P T Y M A L N Y  R E G U L A T O R  L I N I O W O - K W A D R A T O W Y  

D L A  U K Ł A D U  2 -D

S tr e s z c z e n ie . W pracy rozważa się zagadnienie wyznaczenia sterowania opty
malnego dla ogólnego liniowego, dyskretnego układu dwuwymiarowego przy kwa
dratowym wskaźniku jakości, z ograniczeniami na trajektorię układu i sterowanie. 
W ykorzystuje się idee programowania kwadratowego.

L IN E A R  Q U A D R A T IC  P R O B L E M  F O R  2 -D  S Y S T E M

S u m m a r y . T he quadratic optim al control problem for the general m odel of 2-D  
system , w ith constraints of control and state vector in fixed rectangle is considered. 
This problem , by transformation for system and performance index, is reduced to  
equivalent m athem atical programming problem. The sim ple numerical exam ple il
lustrates the presented method.

O n T H M A J I L H L I H  J I H H E M H O -K B A Ü P A T H b lM  P E r Y J L H T O P  A J IH  
C H C T E M b I  T H I I A  2 -A

Pe3K»Me. B HacToniqeü paóoT e penieHa npo6neM a onTHMaJibHoro yn -  
paBJieroiH flJiH flByxMepHoft, .gncxpcTHoft c h c tcm u  Tuna 2 -H , c yueTOM 
K BagparaxH oro KanecTBeHHoro KprrcepHH h  flono j i h h t c  jibHbix orpam m eHiiH  
TpasKTopHH h  ynpaBJieHHH. 3a ,gauy pemeHO nojib3ynqb cooTBeijTBeHHoft 
TpaHcijjopManneii CHCTeMH u  noKa3aTejin KauecTBa b pasHOBepeMyio 3a^;antj 
KBaflpaTHoro n porp an m h p ob aman.
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1. P o s ta ć  za d a n ia  stero w a n ia  o p ty m a ln e g o

Dany jest obiekt dynamiczny opisany równaniem różnicowym o postaci [3]:

*(* +  l .J  +  1) =  A0x ( i , j )  +  A!x(i  +  l , j )  +  A 2x ( i , j  +  1) +

+  B0u { i , j )  + B i u ( i  +  l , i )  +  B 2u ( i , j  +  1) (1)

gdzie x ( i , j )  E Rn, u (i, j )  6  Rm, i , j  6  N x N (N  - zbiór liczb naturalnych wraz z zerem ),
A;, Bi (i — 0 ,1 ,2 )  są macierzami rzeczywistymi odpowiednich wymiarów.

D la takiego m odelu sformułujemy następujące zadanie sterowania optymalnego:

W yznaczyć sekwencję sterowań

Q ( i , j )  są macierzami n x n  wymiarowymi, symetrycznymi, nieujemnie określonymi, P ( i , j ) 

są m acierzam i m X  m  wymiarowymi, symetrycznymi, dodatnio określonymi. 
M inim alizacja ta przeprowadzona jest przy następujących ograniczeniach:

a) ograniczenia sterowania : składowe wektora sterowania u / ( i , j ) spełniają warunek:

7r,s(u) =  z  Y i  +

(4)

gdzie:

(5)

gdzie ttą, w 2 E ( oo, oo) dla (i, j )  E D r,, t

b ) ograniczenia trajektorii układu: składowe wektora stanu x i ( i , j )  spełniają warunek:

(6)

gdzie ki ,  k2 E ( - o o ,  oo) dla (t, j )  G D r,„
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c) ograniczenie stanu końcowego
x(r, s) =  Ck €  R" (7)

oraz zadane są  następujące warunki brzegowe:

r ( i ,0 )  =  Xi0 €  R",

a:(0, j )  =  x0j  6  R". (8)

Dodatkowo konieczne jest założenie lokalnej sterowalności [4] w prostokącie czyli 
możliwości osiągnięcia z dowolnych warunków brzegowych dowolnego stanu końcowego 
x ( r , s )  poprzez odpowiedni dobór sekwencji sterującej u.

2. M e to d a  r o zw ią za n ia  za g a d n ien ia

Postawiony w rozdziale 1 problem zostanie sprowadzony do równoważnego mu pro
blemu programowania kwadratowego z ograniczeniami nierównościowymi.

Zadanie programowania kwadratowego z ograniczeniami [2]: 

Zminimalizować funkcję

f ( z )  =  ^ ( z , H z )  ( ( ,)  oznacza iloczyn skalarny wektorów)

przy ograniczeniach R z  =  c oraz a  ^  z  ^  P,  przy czym H  jest macierzą sym etryczną  
nieujemnie określoną, o wymiarze k x  k, R  jest macierzą o wymiarze / x  k oraz a  i p  
są wektorami z przestrzeni R*, których składowe mogą przyjmować dowolne wartości 

z przedziału (—00 , + 00).
Warunek konieczny i wystarczający optymalności dla zadania programowania kwadra

towego z ograniczeniami ma postać następującą [2]:

T w ie r d z e n ie  1 . Niech z  będzie rozwiązaniem dopuszczalnym, tzn. spełnia ogranicze

nia R z  =  c oraz a  ^  z  ^  0.  Wówczas z jest  rozwiązaniem optymalnym wtedy i tylko 

wtedy, gdy istnieje wektor  0 ,  \¡)T - [^1, 02 ) • ■ •»V’t] €  R*, taki że dla i =  1 , 2 , . . . ,  k zacho
dzi:

(r¿, i/») -  (ki ,  z) =  0, jeśli  a , <  z¿ <  p¡

(r, , ip) -  (hi, z) ś  0, jeśli  z,- =  a ,

(n , i )  ~  (ki, z) ^  0, jeśli  Zi =  Pi

przy czym dla i =  1 , 2 , . . . ,  k r¡ jes t  i - tą kolumną macierzy R, hi jes t  i - tą  kolumną macie

rzy H .
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Dokonam y transformacji układu (1) i wskaźnika jakości (4) do postaci przedstawio
nego zadania programowania kwadratowego z ograniczeniami. W tym  celu wprowadzimy 
pom ocniczo wektor 2 zdefiniowany następująco:

z1 =  [xT(0,0), xT(0,1),... ,xr (0,a),xr( l ,0 ) , . . . ,  xr (r, s),ur(0,0),

uT( 0 ,1 ) , . . . ,  uT(0 ,s ) , uT( l ,  0 ) , . . . , uT(r -  l , a ) , . . . , uT(r , s  -  1 )], (9)

z  jest wektorem [(r +  l ) ( s  +  l)n  +  (r +  sr  +  s)m ] wymiarowym.
Przekształćm y wskaźnik jakości (4) do interesującej nas postaci | z TH z . W  tym  celu 

przedstawm y x ( i , j )  jako liniową funkcję wektora z

x ( i , j )  =  w ( i , j ) z  (10)

gdzie macierz

w { i , j )  =  [ 0 , . . . , 0 ,7 n, 0 , . . . , 0 ] ; (11)

tzn. macierz jednostkowa n-tego stopnia stawiana jest w odpowiednim miejscu wynikają
cym  z przyjęcia wektora z.  Zatem można zapisać

xT( i , j ) Q ( i , j ) x ( i , j )  =  2 Tw T{ i J ) Q { i , j ) w ( i , j ) z  =  z TL ( i , j ) z .  (12)

A nalogicznie dla sterowań

uT{ i , j ) P { i , j ) u ( i , j )  =  z Tw T( i , j ) P ( i , j ) w ( i , j ) z  -  z TŁ { i , j ) z  (13)

oraz

Ir,. =  ^ 2r [ i (0 ,0 ) ,  ¿ (0 ,1 ) ,.  • -, ¿ (0 , s ) ,Z ,( l ,0 ) , . .  . , L ( r  — l , s ) ,

. . . ,  L(r,  3 -  1), 0, ¿ (0 ,0 ) , ¿ ( 0 ,1), . . . ,  ¿ (0 , s), 2(1,0), . . . ,

2 ( r  — l , s ) , . . .  ,2 ( r ,  a — l) ] z .  (14)

Zatem  macierz H  ma postać następującą:

H  =  [¿(0,0), 1(0 ,1 ) , . . . ,  L(0,s),£(l,0), . . . ,  L(r  — l , s ) ,  

. . .  , i ( r ,s  -  1 ),0, 2(0,0), 2(0,1 ) , . . .  ,2(0, s), 2(1,0), . . . ,

2 (r  — 1, s ) , . . . ,  2(r, s — 1)] • (15)

Aby określić macierz R  i wektor c w równaniu ograniczeń Rz =  c oraz q ^  2 Sj /3 

skorzystam y z dynamicznego opisu układu. Do ograniczeń równościowych będą należeć 
równania różnicowe (1) rozpisane w każdym punkcie dyskretnym prostokąta D T i . Warunki 
brzegowe i końcowe podciągniem y pod ograniczenia nierównościowe.
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Wektor c oraz macierz R  przyjmiemy następująco:

CT  =  [ 0 , . . . , 0 ]  e  R r i ,

R =  [Ri \R2]

gdzie
Ft Fi 0  . 0 0 ■

R \ =
0 Ft Fi . . 0 0

. 0 0 0  . ■ Fx Fi.

przy czym  Fi  i Fi  są określone następująco:

Ft =  -

Fo =

0 0 0

Ri  =

G  i Gi 0 

0  G i  G 2

0 0 0

przy czym G i i Gi  są określone następująco:

’ A o A i 0 0 o  ■

0 A o  Ai 0 0

. 0 0 0 A o A i .

“ A r In 0 0

0 - A i In 0

r(a+l)

-Ar l n \

0 0 
0 o

G\ G i .

Bo Bi 0  . . .  0 0  ‘ Bt 0 . 0  •

G\ — —
0 B0 Bi . . 0 0

, G 2 -  —
0 Bt . . 0

. 0 0 0  . . .  Bo Bi. s x ( » + l ) . 0 0 . B t.

(16)

(17)

(18)

(19)

(2 0 )

(21)
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a , =

Co do ograniczeń nierównościowych, współrzędne wektorów ograniczających a  i ¡5 
m ają postać następującą:

x0j dla i =  1 ,2 , . ..,(« +  l)n ,
i ,o  dla t =  (a +  l)n  +  1 , . . . ,  (s +  2)n,

t  =  2 (s +  l)n  +  1 , . . . ,  (25 +  3)n,

< =  r (s  +  l)n  +  1 , . . . ,  (rs +  r +  l)n ,  
fci dla t = . ( s  +  2)n +  l , . . . , 2 ( s  +  l)n , (22)

t  =  (2s +  3)n -f 1, • - - , 3(s +  l)n ,

i =  (rs +  r +  l)n  +  1 , . . . , (rs +  r +  s)n , 
ck dla t =  ( rs  +  r +  s)n  -f 1 , . . . ,  (r +  l ) ( s  +  l)n ,
u;, dla t =  (r +  l ) ( s  +  l)n  +  1 , . . .  , (r +  l ) ( s  +  l)n  -f (r +  sr  +  s )m ,

x 0j  dla t =  1 , 2 , . . . ,  (s +  l)n ,
x i0 dla t  =  (s +  l)n  +  1 , . . . ,  (s +  2)n,

t  — 2 ( i  -f l)n  +  1 , . . . ,  (2s +  3)n,

t  =  r(s +  l)n  +  1 , . . .  ,(rs +  r +  l)n ,
k2 dla < =  (s +  2)n +  l , . . . , 2 ( s  +  l)n , (23)

t  =  (2s +  3 )n +  1 , . . . ,  3(s +  l)n ,

t  =  (rs  +  r -f l)n  +  1 , , . . ,  (rs -f r  +  s)n , 
ck dla i  =  (rs +  r +  s)n  +  1 , . . . ,  (r +  l)(a  +  l)n ,
w 2 dla t  =  (r +  l ) ( s  +  l)n  +  1 , . . .  ,(r  -f l ) ( s  +  l)n  +  (r -f s r  +  s )m.

Pt =

Zatem dokonaliśmy transformacji postawionego w rozdziale 1 zagadnienia do równo
ważnego mu zadania programowania kwadratowego z ograniczeniami nierównościowymi. 
Zacytowane w rozdziale 2 twierdzenie, stanowiące warunek konieczny i w ystarczający  

optym alności, pozwala wyznaczyć sterowanie optymalne dla przetransformowanego pro
blemu.
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3. P r z y k ła d  lic z b o w y

Rozważmy m odel ogólny układu 2 — D  opisany równaniem (1), w którym:

Ao —  A \ =  A2 — Bo — B\ — B i =  1,

n = m =  1, (r,s) = (1,2)

Macierze Q ( i , j )  i P { i , j )  występujące we wskaźniku jakości 71 2 danym wzorem (4) 
m ają zadaną postać:

Q ( i , j )  =  P( i ,  j )  =  1 dla ( i , j )  e  Di , 2- 

Warunki brzegowe są dane równościami:

Stan końcowy:

oraz ograniczenia

* (0 ,0 ) -  Zoo =  * (1 ,0 ) =  Z10 =  2,
z ( 0 , l )  =  io i =  x (0 ,2) =  Z02 =  0.

* (1 ,2 ) =  cic =  2

ki =  —2, ki =  2, u>i =  —1, W2 =  1.

Zgodnie ze wzorem (9) przyjmujemy wektor z w postaci następującej:

zr  = [*(0,0),*(0,l),*(0,2)1*(l,0)1* (l , l) ,z ( l ,2 ) ,

u(0,0),ti(0,l),u(0,2),u(l,0),u(l,l)].

W yznaczam y wektor c i macierz R  według wzorów (16) i (17):

R  =
- 1 - 1 0 - 1 1  0 - 1  - 1 0 - 1 0  
0 - 1 - 1  0 - 1 1  0 - 1 - 1  0 - 1

Macierz H  jest macierzą jednostkową stopnia Ll-tego

H  =  In ,

[ z o o ,  * 0 1 ,  * 02 , * 10, h , c k ,  U l i , U l i , W j ,  W !  , w x

[2,0,0,2, - 2,2,-1,-1,-1,-1,-1],

0 T = [ * 00 , * 0 1 ,  * 0 2 ,  Z , o ,  k i ,  Cle, W 2 , W 2 , W i , W 2 ,  i n 2]

= [2,0,0,2,2,2,1,1,1,1,1].
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D la wyznaczenia sterowania optymalnego wprowadźmy pom ocniczo wektor

2T =

Wektor z  m a być rozwiązaniem dopuszczalnym, tzn. R z  =  c i a  ^  z  ^  /3, co w naszej 
sytuacji prowadzi do rozwiązania układu równań i nierówności:

- 4  +  z5 — Z7 — zs -  ^io =  0 - 2  ^  z5 <  2,

2 -  z5 -  «8 -  z9 -  z u  =  0 - K  z7 i  1,

Z1 =  Z4 = 2  - 1  <  z8 ^  1,

z i  =  z3 =  0 - 1  <  z9 <  1,

Zg =  2 — 1 ^  Z10 1,

1 Z \ \  ^  1 ,

z jest równocześnie rozwiązaniem optymalnym, jeśli istnieje wektor 1pT =  [0  1, 0 2], taki że 
spełniony jest następujący układ warunków:

01 -  0 2  ~  25 =  0 gdy —2 <  z5 <  2 ,

01 -  V>2 ~  25 ^  0 gdy - 2  =  z5,

01 -  0 2 ~  25 ^  0 gdy 25 =  2 ,

1 «- 1 0 N II O gdy - 1  <  z7 <  1,

- 0 1  -  27 ^  0 gdy - 1  =  z7,

- 0 1  -  27 ^  0 gdy 27 =  1,

- 0 1  -  0 2 -  2g =  0 gdy - 1  <  28 <  1 ,

- 0 1  -  0 2 -  2g <  0 gdy - 1  =  Zg,

- 0 1  -  0 2 -  28 ̂  0 gdy 28 =  1,

- 0 2  -  Z9 -  0 gdy - 1  <  29 <  1,

- 0 2  ~  29 <  0 gdy - 1  =  29,

- 0 2  -  29 ^  0 gdy 29 =  1,

OII0<71l gdy - 1  <  Z10 <  1,

- 0 1  -  2l0 ^  0 gdy —  1 =  Z 10,

- 0 1  ~  210 ̂  0 gdy 2]0 —  1,

- 0 2  -  2n  =  0 gdy - 1  <  zn  <  1,

- 0 2  -  2n  ^  0 gdy - 1  =  zn ,

- 0 2  -  Z,l ^  0 gdy 211 =  1.
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Dla tak zadanych warunków istnieje rozwiązanie optym alne w postaci

* (0 ,0 )  = 2 ,  * (0 ,1 ) =  0, *(0, 2) =  0,
* (1 ,0 )  = 2 ,  * (1 ,1 ) =  1, * (1 ,2 ) =  2,
u (0 ,0) =  —1, u( 0 ,1) =  —1, u (0 ,2 ) =  l ,

« (1 ,0 )  =  - 1 ,  « (1 ,1 ) =  1

dla wektora 1pT =  [2,1],
M inim alna wartość wskaźnika jakości i i i2 = <  z,  H z  > =  7.

U w a g a  1. Przedstawiona metoda może być stosowana również w przypadku mo
delu (1) i wskaźnika jakości  (4) o współczynnikach zmiennych zależnych od i oraz j .
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A b s tr a c t

T he main purpose of this note is to present a method for solving the linear-quadratic 

optim al regulator problem for discrete, linear general two-dimensional system  with con
stant coefficients. The quadratic optimal regulator problem can be formulated: find a se
quence of control vectors in fixed rectangle, which transfer the system  to given final state  
vector and m inim izes the quadratic performance index, with constraints of control and 
state vectors. This problem, by transformation for system  and performance index is re
duced to equivalent mathem atical programming problem. Necessary and sufficient condi
tions are established for the existence of a solution to this problem. T he simple numerical 
exam ple illustrates the presented method. With slight modifications the considerations 

can be extended for 2-D systems with variable coefficient and n-D linear system s.


