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OPTYMALNY REGULATOR LINIOWO-KWADRATOWY
DLA UKEADU 2-D

Streszczenie. W pracy rozwaza si¢ zagadnienie wyznaczenia sterowania opty-
malnego dla ogélnego liniowego, dyskretnego uktadu dwuwymiarowego przy kwa-
dratowym wskazniku jakosci, z ograniczeniami na trajektorie uktadu i sterowanie.
Wykorzystuje sie idee programowania kwadratowego.

LINEAR QUADRATIC PROBLEM FOR 2-D SYSTEM

Summary. The quadratic optimal control problem for the general model of 2-D
system, with constraints of control and state vector in fixed rectangle is considered.
This problem, by transformation for system and performance index, is reduced to
equivalent mathematical programming problem. The simple numerical example il-
lustrates the presented method.

ONTHMAJILHLIH JIHHEMHO-KBAUPATHbDIM PErYJLHTOP AJIH
CHCTEMDbDI THIIA 2-A

Pe3K»Me. B HacToniqeli paéoTe penieHa npo6neMa onTHMalibHoro yn-
paBJieroiH flJiH fIByxMepHoft, .gncxpcTHoft chctcmu Tuna 2-H, ¢ yueTOM
KBagparaxHoro KanecTBeHHoro KprrcepHH h flonojinntcjibHbix orpammeHiiH
TpasKTopHH n ynpaBJieHHH. 3a,gauy pemeHO nojib3yngb cooTBeijTBeHHoft
TpaHcijjopManneii CHCTeMH u noKa3aTejin KauecTBa b pasHOBepeMyio 3a”;antj
KBaflpaTHoro nporpanmhpobaman.
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1. Posta¢ zadania sterowania optymalnego

Dany jest obiekt dynamiczny opisany réwnaniem réznicowym o postaci [3]:

**+ 1.3+ 1) = AOx(i,j) + Alx(i + 1,j) + A2x(i,j + 1) +
+ BOu{i,j) +Biu(i + I,i) + B2u(i,j + 1) 1)

gdzie x(i,j) ERn, u(i,j) 6 Rm,i,j 6 N x N (N - zbiér liczb naturalnych wraz z zerem),
A;, Bi (i—0,1,2) sa macierzami rzeczywistymi odpowiednich wymiaréw.
Dla takiego modelu sformutujemy nastepujace zadanie sterowania optymalnego:

Wyznaczy¢ sekwencje sterowan

rs(u) = z Yi +

4

gdzie:

Q(i,j) sa macierzami nxn wymiarowymi, symetrycznymi, nieujemnie okreslonymi, P (i,j)
sg macierzami m x m wymiarowymi, symetrycznymi, dodatnio okreslonymi.
Minimalizacja ta przeprowadzona jest przy nastepujacych ograniczeniach:

a) ograniczenia sterowania : sktadowe wektora sterowania u/(i,j) spetniaja warunek:
®)
gdzie ttg, w2 E ( 00, 00) dla (i,j) EDr,,t
b) ograniczenia trajektorii uktadu: sktadowe wektora stanu xi(i,j) spetniaja warunek:

®
gdzie ki, k2 E (-00, 00) dla (t,j) GDr,,,
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c) ograniczenie stanu kohicowego
x(r,s) = &k € R" 7)

oraz zadane sg nastepujace warunki brzegowe:

r(i,0) = X0€ R",
a:(0,j) = x0 6 R". (8)
Dodatkowo konieczne jest zatozenie lokalnej sterowalnosci [4] w prostokacie czyli

mozliwos$ci osiggniecia z dowolnych warunkéw brzegowych dowolnego stanu koricowego
x(r,s) poprzez odpowiedni dobdr sekwencji sterujacej u.

2. Metoda rozwigzania zagadnienia

Postawiony w rozdziale 1 problem zostanie sprowadzony do ré6wnowaznego mu pro-
blemu programowania kwadratowego z ograniczeniami nieréwnosciowymi.

Zadanie programowania kwadratowego z ograniczeniami [2]:

Zminimalizowaé funkcje

f(z) = ~(z,Hz2) ((,) oznacza iloczyn skalarny wektoréow)

przy ograniczeniach Rz = coraz a ™~ z ™ P, przy czym H jest macierzg symetryczng
nieujemnie okres$long, o wymiarze k x k, R jest macierzg o wymiarze / x k oraz a i p
sag wektorami z przestrzeni R*, ktérych sktadowe moga przyjmowaé¢ dowolne wartosci
z przedziatu (—00,+ 00).

Warunek konieczny i wystarczajgcy optymalnosci dla zadania programowania kwadra-
towego z ograniczeniami ma posta¢ nastepujaca [2]:

Twierdzenie 1. Niech z bedzie rozwigzaniem dopuszczalnym, tzn. spetnia ogranicze-
nia Rz = coraza ~ z ~ 0. Wdéwczas z jest rozwigzaniem optymalnym wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje wektor 0, )T - [*1,02)+m»Vt] € R*, taki ze dlai = 1,2,..., k zacho-
dzi:

(r¢, i) - (ki,z) = 0, jesli a, < z,< pj
(r,,ip) - (hi,z)$ 0O, jesli z-= a,
(n,i) ~ (ki,z)~ 0, jesli Zi= Pi
przy czym dlai = 1,2,..., k rj jest i-tg kolumna macierzy R, hi jest i-tg kolumng macie-

rzy H.
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Dokonamy transformacji uktadu (1) i wskaZznika jakosci (4) do postaci przedstawio-
nego zadania programowania kwadratowego z ograniczeniami. W tym celu wprowadzimy
pomocniczo wektor 2 zdefiniowany nastepujgco:

z1 = [xT(0,0), xT(0,1),... ,xr(0,a),xr(l,0),..., xr(r,s),ur(0,0),
uT(0,1),...,uT(0,s),uT(l,0),...,uT(r - lL,a),...,uT(r,s - 1)], 9)
z jest wektorem [(r + 1)(s + I)n + (r + sr + s)m] wymiarowym.

Przeksztat¢my wskaznik jakosci (4) do interesujgcej nas postaci |zTHz. W tym celu
przedstawmy x(i,j) jako liniowg funkcje wektora z

x(i.j) = w(i.j)z (10)

gdzie macierz
w{i,j) = [0,...,0,7n,0,...,0]; (11)
tzn. macierz jednostkowa n-tego stopnia stawiana jest w odpowiednim miejscu wynikaja-

cym z przyjecia wektora z. Zatem mozna zapisac¢

xT(L)Q (L) x(1,]) = 2TwT{i)Q{i.jjw(i,j)z = zTL(i.j)z. (12)

Analogicznie dla sterowan
uT{i,j)P{i,ju(i,j) = zTwT(i,j)P(i,j)w(i,j)z - zTE{i,j)z (13)
oraz

Ir,, = ~72r[i(0,0), ;(0,1),. -, ¢(0,s),Z,(1,0),.. .,L(r —1,s),
e, L(r,3- 1),0,4(0,0), ¢(0,1),..., ¢(0,s),2(1,0),...,
2(r —1,8),...,2(r,a—1)]z. (14)

Zatem macierz H ma postaé¢ nastepujaca:

H = [¢(0,0),1(0,1),..., L(0,s),£(1,0),..., L(r —I,s),
.,i(r,s - 1),0,2(0,0), 2(0,1),... ,2(0, s), 2(1,0),...,
2(r —1,8),..., 2(r,s —D)]* (15)

Aby okreéli¢ macierz R i wektor ¢ w réwnaniu ograniczeh Rz = coraz q ~ 2 § 13
skorzystamy z dynamicznego opisu ukitadu. Do ograniczen réwnosciowych bedg nalezeé
réwnania réznicowe (1) rozpisane w kazdym punkcie dyskretnym prostokgta DTi. Warunki

brzegowe i koncowe podciggniemy pod ograniczenia nieréwnosciowe.
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Wektor ¢ oraz macierz R przyjmiemy nastepujgco:

cT = [o0,..., 0] e Rri,
R = [Ri \R2]
gdzie
Ft Fi 0 . 0 0 =
0 Ft Fi .. o 0
R\ =
) 0 o . s« Fx Fi.

przy czym Fi i Fi sg okreslone nastepujaco:

‘a0 Al o 0 o =
o Ao Ai 0 0
Ft = -
. 0 0 0 Ao Al ran
Ar In 0 0
0 -Ai In 0
Fo =
0 0 0 -Ar  In\
ci Gi o 0
) 0 Gi 62 0
Ri =
0 0 0 G\ Gi.

przy czym Gi i Gi sg okre$lone nastepujagco:

Bo Bi o ... o 0 ¢ Bt o

o BO Bi .. o 0 o Bt
G\ —— G2- —

.0 0 o ... Bo Bi. g .0 0

11

(16)
€3))

(18)

(19)

(20)

(21)

Bt.



12

B. Bity

Co do ograniczen nieréwnosciowych, wspétrzedne wektoréw ograniczajacych a i i5
majg postaé¢ nastepujaca:

x0j
i,0

ck

x0j
xi0

Pt = k2

ck

w2

Zatem dokonalismy

dla
dla

dla

dla
dla

dla
dla

dla

dla
dla

i= 1,2,...,(«+ I)n,

t=(a+ hn+1,..., (s + 2)n,

t=2(s+ In+1,...,(25+ 3)n,

<=r(s+Dn+1,.., (rs+ r+ I)n,

t=.(s +2)n+1,...,2(s + )n, (22)
t=(2s+ 3)n-f1e--3(s+ I)n,
i=(rs+r+Dn+1,...,(rs+r+s)n,
t=(rs+r+s)n-f1,...,(r+ 1)(s+ Dn,

t=(r+D(s+ Dhn+ 1,...,(r+ 1)(s+ Dn -f(r+ sr+ s)m,
t=1,2,..., (s+ Dn,

t=( +Dhn+ 1,...,(s+ 2)n,

t—=2(-fF)n+ 1,...,(2s+ 3)n,

t=r(s+ hn+1,. ,(rs+r+ n,

<= (s +2)n+1,...,2(s + D)n, (23)
t=@2s+3)n+1,...,3(s+ I)n,
t=(s+r-f)n+1,,..,(rs-fr + s)n,

i= (rs+r+s)n+1,...,(r+ I)(a+ I)n,

t=(r+D(s+ Dhn+1,... (r-f1)(s+ Dn + (r-fsr+ s)m.

transformacji postawionego w rozdziale 1 zagadnienia do réwno-

waznego mu zadania programowania kwadratowego z ograniczeniami nieréwnos$ciowymi.

Zacytowane w rozdziale 2 twierdzenie, stanowigce warunek konieczny i wystarczajgcy

optymalnosci, pozwala wyznaczy¢ sterowanie optymalne dla przetransformowanego pro-

blemu.
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3. Przyktad liczbowy

Rozwazmy model ogdlny ukiadu 2 —D opisany réwnaniem (1), w ktérym:

Ao- A\ = A2 —Bo—B\ —Bi = 1,

n=m=1 (r,s) = (1,2)

13

Macierze Q(i,j) i P{i,j) wystepujace we wskazniku jakosci 712 danym wzorem (4)

maja zadang postac:
Q(i,j) = P(i,j) =1 dla (i,j) e Di,2-
Warunki brzegowe sg dane réwnosciami:

*0,0) - Zoo = *(1,0) = Z1O = 2
z(0,1) = ioi = x(0,2) Z® = 0.

Stan koncowy:
*(1,2) = dc= 2

oraz ograniczenia
ki=—2, ki=2, wi=—, W= 1

Zgodnie ze wzorem (9) przyjmujemy wektor z w postaci nastepujacej:
zr = [*(0,0),%(0,1),*(0,2)1*(1,0)1*(1,1),z(1,2),
u(0,0),ti(0,1),u(0,2),u(1,0),u(l,N].
Wyznaczamy wektor ¢ i macierz R wedtug wzoréw (16) i (17):

-1 -10-11 o -1 - 10 -
0-1-1 0-11 0-1-1

R =
Macierz H jest macierzg jednostkowg stopnia LI-tego

H = In,

[zoo, *01, *02,* 10, h , ck, Uli, Uli, Wj, WI,wx

E1010121-2121-11-11-11-11-1]1

0T = [*00,*01, *02, Z,0, ki, Cle, W2,W2,Wi,W2, in2]

- E101012 1232514141541 11]'
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Dla wyznaczenia sterowania optymalnego wprowadZzmy pomocniczo wektor

2T =

Wektor z ma by¢ rozwiazaniem dopuszczalnym, tzn. Rz = cia ~ z ~ /3, co w naszej
sytuacji prowadzi do rozwigzania uktadu réwnan i nieréwnosci:

-4 + 25— Zi—zs- No= 0 -2 N z25<2,
2-25- & 129-zu=0 -K z71i 1,
Z1= Z4=2 -1 < 2871,

zi = z3= -1 < 29<1,

Zg= —1/ZI0 1,

1zZwn oA g,

z jest réwnoczes$nie rozwigzaniem optymalnym, jesli istnieje wektor pT = [01, 0 2], taki ze
spetniony jest nastepujacy uktad warunkoéw:

01 - 02~ 25

1
o

gdy —2 < 25< 2,
01- V2~ 25720 gdy -2 = 75,

01-02~2~0 gdy 25=2,

—

«-

=0 gdy -1 <z7<]

-01 - 27

>
o

gdy -1 = z7,
01 - 2720 gdy 27= 1,
-01 - 02-29g=0 gdy -1 <28<1,
-01 -02-29<0 gdy -1 =z,
-01 -02- 2870 gdy 28= 1,
-02 - 29-0 gdy -1 <29<1,
-02 ~29< 0 gdy -1 =29,
-02 - 29~ 0 gdy 29= 1,
— r~po=0 gdy -1 <z10< 1,
-01 - 210~ 0 gdy -1= zi0,
-01 ~ 210~ 0 gdy 2]0- 1,
-02 -2n =0 gdy -1 <zn <1,
-02 - 2n ~ 0 gdy -1 = zn,

-02 - Z1~0 gdy 2= 1.
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Dla tak zadanych warunkoéw istnieje rozwiazanie optymalne w postaci

*(0,0) =2, *(0,1) = 0, *(0,2) = 0,
*(1,0) =2, *(1,1) = 1, *(1,2) = 2,
u(0,0)= —1,  u(0,1)= —1, u(0,2) = I,
«(1,0) = -1,  «(1,1) = 1

dla wektora T = [2,1],
Minimalna warto$¢ wskaznika jakosci iii2=< z,Hz >= 7.

Uwaga 1. Przedstawiona metoda moze byé stosowana réwniez w przypadku mo-
delu (1) i wskaZnika jakosci (4) o wspoétczynnikach zmiennych zaleznych od i orazj .
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Abstract

The main purpose of this note is to present a method for solving the linear-quadratic
optimal regulator problem for discrete, linear general two-dimensional system with con-
stant coefficients. The quadratic optimal regulator problem can be formulated: find a se-
guence of control vectors in fixed rectangle, which transfer the system to given final state
vector and minimizes the quadratic performance index, with constraints of control and
state vectors. This problem, by transformation for system and performance index is re-
duced to equivalent mathematical programming problem. Necessary and sufficient condi-
tions are established for the existence of a solution to this problem. The simple numerical
example illustrates the presented method. With slight modifications the considerations

can be extended for 2-D systems with variable coefficient and n-D linear systems.



