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MORFOLOGIA MATEMATYCZNA - POJECIA PODSTAWOWE

Streszczenie. Morfologia matematyczna stanowi cze$¢ analizy obrazéw,
koncentrujacg sie na ksztatcie i strukturze obiektow na obrazie. Niniejsza praca
zawiera omoOwienie jej podstawowych operacji, takich jak dylatacja i erozja i ich
wiasnosci, jak roéwniez wskazanie roli Dodatnich Funkcji Boolowskich w morfologii
matematycznej.

MATHEMATICAL MORPHOLOGY - BASIC CONCEPTS

Summary. Mathematical morphology stands as a part of image analysis, focusing
on the shape and structure of objects within an image. This paper contains
a presentation of its basic operations such as dilation and erosion and their properties,
as well as indicates a role of Positive Boolean Functions in mathematical morphology.

1. Wprowadzenie

Proces przetwarzania obraz6w mozna podzieli€ na etap przetwarzania wstepnego,
w ramach ktérego dokonuje sie filtrowania szumow i upraszczania ksztattu; etap segmentacji,
progowania, po ktérym uzyskujemy obiekty wyroznione z ttal i wiasciwg analize obrazu.
Celem tej analizy jest opisanie obrazu za pomocg pewnych parametréw lub wyrazenie go
(przedstawienie) za pomocg syntetycznych modeli.

Do przetwarzania obrazu przed etapem analizy wykorzystuje sie r6zne metody," ktore
jednak moga by¢ zaklasyfikowane do dwoch podstawowych grup. Pierwsza opiera sie

na traktowaniu obrazu jako sygnatu i stosuje jego przetwarzanie za pomocg operatorow

1 Przyjmowane jest tutaj upraszczajgce zatozenie, ze rozpatrywana jest klasa obrazéw,
w ktérych mozliwe jest wyrdznienie tha i znajdujacych sie na nim obiektow.



28 U. Stanczyk

liniowych (takich jak transformata Fouriera, splot), druga postrzega obiekty jako zbiory
punktéw i wykorzystuje operatory nieliniowe. Morfologia matematyczna przyjmuje wiasnie to
drugie podejscie.

Podstawowymi operacjami morfologii matematycznej sg dylatacja {ang. dilation) i erozja
(ang. erosion). W duzym uproszczeniu mozna przyja¢, ze dylatacja powoduje zwiekszanie sie
obiektow w przestrzeni, podczas gdy erozja polega na ich zmniejszaniu. Te dwie podstawowe
operacje moga by¢ wykorzystywane rowniez do definiowania bardziej ztozonych, takich jak
przyktadowo otwieranie (ang. opening) i zamykanie obrazéw (ang. closing).

Ojcami morfologii matematycznej sa George Matheron [10] i Jean Serra [11], a jej
narodzin nalezy szuka¢ we wczesnych latach sze$¢dziesigtych tego wieku, kiedy to Jean Serra
prowadzit prace poswiecone ocenie rezerw rudy w ztozach zelaza i skonstruowat urzadzenie
cyfrowe zwane ,,analizatorem tekstury” (ang. texture analyser). Prace te nadzorowane byly
przez George’a Matherona, a ich wyniki daty podstawe do dalszych prac teoretycznych,
pozwalajagc na rozwiniecie calej dziedziny operacji morfologicznych, stosowanych
w przetwarzaniu i rozpoznawaniu obrazéw zaréwno binarnych, jak i w poziomach szarosci.

Z algebraicznego punktu widzenia morfologia matematyczna oparta zostata na teorii
algebr Boole’a, wiec swoje zastosowanie znalazty w niej rowniez funkcje boolowskie, bedace
alternatywng metodg definiowania operatoréw morfologicznych.

Niniejsza praca obejmuje omoéwienie podstawowych przeksztatcen binarnej morfologii
matematycznej i ich wiasnosci oraz niektére ich zastosowania w obrdbce obrazéw, wreszcie
odniesienie do nich dodatnich funkcji boolowskich.

2, Podstawy morfologii matematycznej

Morfologia matematyczna jest metodg analizy struktury obiektéw bazujgca na pojeciach
teorii zbioréw. Podstawowe jej zatozenie stwierdza, ze rzeczywiste obrazy mogag byc¢
postrzegane jako zbiory punktéw w przestrzeni o dowolnym wymiarze, przyktadowo
N -wymiarowej przestrzeni Euklidesowej EN. Grafika komputerowa uzywa cyfrowego
odpowiednika przestrzeni Euklidesowej - zbioréw liczb catkowitych podajacych wspotrzedne
punktu oraz jego ,warto$¢” - dla obrazéw binarnych jest to ,,0” lub ,1”, dla obrazow
z gradacja poziomow szarosci jest to poziom szarosci.

Dla obrazow binarnych zazwyczaj przyjmuje sie zatozenie, ze punkty nalezace do obiektu
majg wartos$¢ ,,1”, podczas gdy piksele tta majg warto$¢ ,,0”. Tto obrazu stanowi jednoczes$nie
dopetnienie zbioru punktéw tworzacych obiekt. Kazdy obraz ma tzw. punkt centralny (ang.

origin) o wspoétrzednych (0,0). W zaleznosci od przyjetej konwencji punkt ten moze
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znajdowac sie w gornym lub dolnym rogu obrazu, zazwyczaj po lewej stronie. W ponizszych
przykfadach bedzie on oznaczany za pomocg strzatek -i* w lewym gérnym rogu obrazu.
Wspotrzedne kazdego punktu traktowane sg jako wiersz, kolumna i liczone od gory w dét
oraz od lewej ku prawej stronie obrazu.

Podstawowg zasadg morfologii matematycznej jest analizowanie obrazu za pomocg innego
(zazwyczaj znacznie mniejszego) obrazu, zwanego elementem strukturalnyml (ang.
structuring element), bedacego swego rodzaju wzorcem, maska, ktérej szukamy
w oryginalnym obrazie, co pozwala na uzyskanie uzytecznych informacji o ksztatcie r6znych
czesci obrazu i ich wzajemnych relacjach. Element strukturalny stanowi swego rodzaju
geometryczny parametr przeksztatcen morfologii matematycznej. Ma swoj wiasny, lokalny
punkt centralny, wzgledem ktérego okreslane sg wspétrzedne punktéw wchodzacych w jego
sktad. Punkt ten moze nie naleze¢ do tego elementu, jednakze zawsze odpowiada on aktualnie
rozpatrywanemu pikselowi obrazu przy przeksztatceniach.

Podstawowe operacje morfologiczne to dylatacja i erozja, zdefiniowane w nastepnych
podpunktach pracy.

2.1. Dylatacja

Dylatacja jest przeksztatceniem morfologicznym, ktére sktada dwa zbiory (z ktérych jeden
jest elementem strukturalnym) stosujagc dodawanie wektorowe elementéw zbioru.

Jezeli A i S sag zbiorami w .V -wymiarowej przestrzeni Euklidesowej (Er ) z elementami
a i A'odpowiednio a =(ai,alt...,aN) i a=(ai,a,,...,aw), bedagcymi wspotrzednymi punktéw,
wtedy dylatacja A poprzez S, gdzie S jest elementem strukturalnym, jest zbiorem wszystkich
mozliwych sum wektorowych par elementdéw, jednego pochodzacego z A i jednego
pochodzacego z S .

Definicja 2.1.1
Niech z+.~¢ EN. Dylatacja A poprzez S jest oznaczana przez A@ S i definiowana jako

A(BS ={ce En\c=a +sdla ae A ias 0}.

1 Angielska nazwa structuring element' w tlumaczeniu na jezyk polski nie daje wprost
pojecia ,,element strukturalny”, a raczej ,,element strukturyzujgcy” albo ,,strukturujgcy” Takie
ttumaczenie odzwierciedlatoby rdwniez wptyw tego elementu na obraz oryginalny. Jednakze w
polskiej literaturze egzystuje juz to pierwsze pojecie, wiec dla celéw zgodnosci w pracy tej
zastosowano wiasnie takg nazwe.
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Przyktad 2.1.1
Operacja dylatacji zbioru A = {(0,1),(1,1),(2,1),(2,2),(3,0)} poprzez element strukturalny
S ={(0,0),(0,1)} pokazanajest na rysunku rys. 1

A A(BS
Rys. 1. Przykiad dylatacji
Fig. 1 An example of dilation

Operacja ta jako dziatanie na zbiorach zostata zaproponowana przez Minkowskiego
i dlatego nazywana jest ,,dodawaniem Minkowskiego” (lub ,,sumg Minkowskiego™).

Dylatacja z elementem strukturalnym o rozmiarze 3x3 jest izotropowg (zachowujacg sie
tak samo we wszystkich kierunkach) operacjg na sasiedztwie, zwang czesto ,wypetnianiem”
(ang. fili) lub ,rod$nieciem” (artg. grow), ktérej przyktad pokazuje rys. 2. (piksele o kolorze
szarym oznaczajg punkty dodane w wyniku dylatacji).

Rys. 2. Dylatacja z izotropowym elementem strukturalnym
Fig. 2. Dilation with the isotropic structuring element

Ze wzgledu na charakter operacji dodawania, dokonywanej w przeksztatceniu dylatacji,

role zbioréw A i S sg symetryczne, co oznacza, ze dylatacja posiada wtasno$¢ przemiennosci.

Twierdzenie 2.1.1

1©.8’=50© /i (1)
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Dowaod

A©5 = {ceiE;N| c=a +s dla aeA ise&}t={cefw c=s+a dla aeA i .sei)

=S®A.

Dodawanie posiada oczywiscie réwniez witasno$é tacznosci, ktéra przechodzac na
dylatacje pozwala na realizowanie przeksztatcenia A poprzez D, gdzie D jest dylatacjg B
poprzez C, w nastepujacy sposéb: A®D =A(B(B(BC) =(A(BB)(&C.

Liczba operacji do przeprowadzenia przy dylatacji A poprzez D zalezy od liczby
punktéw tworzacych ten element. Poniewaz D jest wynikiem dylatacji B poprzez C, liczba
ta moze odpowiadaé¢ nawet iloczynowi liczb punktéw tworzacych B i C . Z kolei dylatacja
najpierw poprzez B, a nastepnie poprzez C wymaga co najwyzej liczby operacji réwnej
sumie punktdw wchodzacych w skfad B i C . Taka forma moze wiec pozwoli¢ na znaczaca

oszczednos$¢ w liczbie operacji i wptyna¢ na zmniejszenie ztozonosci obliczeniowej.

Twierdzenie 2.1.2

1O (50 C)=(li0o£)®C ()

Dowdd

xe AB(B@C) wtedy i tylko wtedy, jezeli istnieje aeA, beB, ceC takie, ze
x=a+(b+c). xe(A(BB)(BC wtedy i tylko wtedy, jezeli istnieje aeA, beB, ceC
takie, ze x=(a+b)+c. Ale a+(6+c)=(a+08)+c, poniewaz operacja dodawania jest

taczna. Dlatego tez A© (B®C)=(A©B)®C .

Do tego twierdzenia czesto odwotujemy sie jako do ,,zasady tancucha” dylatacji. Poniewaz
dylatacja jest przemienna, kolejno$¢ stosowania dylatacji sktadowych jest nieistotna Przyktad

stosowania fancucha dylatacji pokazuje rys. 3.

B D=B®C
A®B A®D =(A®B)®C

Rys. 3. tancuch dylatacji
Fig. 3. Chain of dilations
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Przeksztatcenie obrazu poprzez tancuch dylatacji nie zawsze jest mozliwe, gdyz nie
wszystkie elementy strukturalne moga by¢ roziozone na kolejne dylatacje. Alternatywne

podejscie pocigga za sobg postrzeganie dylatacji jako przeksztatcenia przesuniecia.

Definicja 2.1.2
Niech A czEn i xe EN. Przesuniecie A o x jest oznaczane przez (A)x i definiowane

jako (A)x ={c€ Ew| c =a +x dla aeA).

Przyktad 2.1.2
Operacja przesuniecia danego zbioru A = {(0,1),(1,1),(2,1),(2,2),(3,0)} o x =(0,I) dajaca
("O(0.i) = {(0,2), (1,2),(2,2),(2,3),(3,1)} pokazana jest na rysunku rys.4.

A (A)x
Rys. 4. Przyktad przesuniecia
Fig. 4. An example oftranslation

Dylatacja A poprzez S moze by¢ teraz okre$lona jako suma wszystkich przesunie¢ A
o elementy S .

Twierdzenie 2.1.3

¢©'S = Ut6 (2f), 3)

Dowdd

Zatézmy, ze xe/t© 5. Wtedy dla jakiego§ asA i szS, x=a+s. Stad mozemy
napisa¢ x&(A)t idlatego x e

Zatozmy, ze re U KI(A . Wtedy dlajakiego$ se S ,xe(/f)t. Ale*£(,4), oznacza, ze

istnieje takie ae A, ze x-a + s.Z definicji dylatacji zaSae A, seS i x =a +a- implikuja,
ze xe AOS.

Wazng wiasnoscia dylatacji jest rdwniez tzw. ,niezmienniczo$¢ wzgledem przesuniecia”

(ang. translation invariance), ktérg okresla ponizsze twierdzenie.
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Twierdzenie 2.1.4

(4)

Dowdd

>e(/1);t©5 wtedy i tylko wtedy, jezeli dla jakiego$ ze(A)x i seS, y =z+s. Ale
ze(A)x wtedy i tylko wtedy, gdy z=a+x dla a&A. Stad " =(a+x)+j =a + (i +x).
Z definicji dylatacji i przesuniecia ye (A® S)x.

Przypominajac mozliwos$¢ ,tancuchowania” dylatacji, dochodzimy do ponizszej zaleznosci.

Zaleznos$¢ 2.1.1
zIffiS, ® ...® (SN)x®...® SN=(A®SI®...®Sn®...@SN)x

Przesuniecie obrazu moze by¢ skompensowane w definicji elementu strukturalnego.
W szczeg6lnosci element strukturalny S moze rdwnowazy¢ przesuniecie obrazu A poprzez

branie S przesunietego w przeciwnym kierunku.

Twierdzenie 2.1.5

(A)X®(S)_X=A®S (5)

Dowad

(A)x© (5)., =(A® (S).X)x =(A®S)xx-A®S

Podobnie réwnowazgce przesuniecia wewnatrz sekwencji dylatacji z dekomponowanymi
elementami strukturalnymi moga wyréwnac przesuniecie obrazu i spowodowaé wynik bez

przesuniecia.

Zaleznos¢ 2.1.2

(A)X®St®...®{Sn),x®...@SN=A®St®...®Sn®...®SN

Jezeli punkt centralny nalezy do elementu strukturalnego, dylatacja staje sie
przeksztatceniem ekstensywnym (ang. extensive), co oznacza, ze wynik przeprowadzonej

operacji zawiera oryginalny obraz.
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Jezeli punkt centralny nie nalezy do elementu strukturalnego, to moze si¢ zdarzy¢, ze
cze$¢ wspolna wyniku dylatacji z obrazem oryginalnym jest zbiorem pustym, czego przyktad

pokazuje rys. 5.

[*LEE
S

A A(BS
Rys. 5. Dylatacja z elementem strukturalnym, do ktdrego nie nalezy jego punkt centralny
Fig. 5. Dilation with the structuring element, which does not contain its origin

Twierdzenie 2.1.6

Jezeli (0,0)eS,to Ae A0 S. (6)

Dowdd
Zatozmy, ze x e A© S . Wtedy dla pewnego aeA iseS, x=a+s Skoro(0,0)e S, to

w szczegblnosci v=0 i x=a+s=a+0=a,co oznacza, ze XeA.

Zaleznos¢ 2.1.3 do twierdzenia 2.1.6 stwierdza, ze jezeli punkt centralny nalezy do
kazdego elementu strukturalnego w dekompozycji dylatacji, to kazdy sktadowy element

strukturalny musi by¢ zawarty w oryginalnym elemencie strukturalnym.

Zaleznos¢ 2.1.3

Jezeli (0,0)eS,,...,SN,t0o Sme §j ®...®SN, gdzie m=1...,N .

Przeksztatcenie dylatacji jest monotoniczne, co oznacza, ze zachowujeonozaleznosci
wzajemne typu zawierania sie

Twierdzenie 2.1.7

Jezeli AczB,to A®SczB(BS oraz S©AezS®B . @)

Dow6d
Zatozmy, ze Ae.B. Niech xe A©S. Wtedy dla pewnego aeA i seS, x=a+s.
Poniewaz aeA i AcB,to aeB. Ale aeB i seS implikuje, zZe xe BO©S . Z kolei

S© AczS © B wynika wprost oczywiscie z wiasnosci przemiennosci dylatacji.



Morfologia matematyczna - pojecia podstawowe 35

W przypadku operacji czesci wspolnej obrazu i przeksztatcenia dylatacji ich kolejnos¢ nie
moze zosta¢ zamieniona. Jednakze wynik uzyskania czesci wspélnej obrazéw z nastepujaca po

niej dylatacjg zawarty jest w czesci wspdlnej dylatacji tych obrazéw.

Twierdzenie 2.1.8
(zinJ3)©CE(/l©C)n(£0C) (8)
/i© (i?nc)c(zi©ion(4#¢c)

Dowdd

Zatozmy, ze XE£(Af)B)(BC. Wtedy dla pewnego y&AC\B iceC, x =y +c. Teraz
y e AfiB implikuje, ze ye AiyeB.AleyeA, ceC ix=y+c oznacza, ze XEAOC ;
yzB,ceC ix=y+c oznacza za$, ze xeB(BC. Stad xe (/I© C)rt(#© C).

/t© (J?f|C)e (~©jBjfIC-dffiC) pochodzi natomiast wprost z poprzedniego wyniku,

poniewaz dylatacja jest przemienna.

Z drugiej strony, kolejno$¢ sumy obrazdw i dylatacji moze byé zamieniona. Dylatacja sumy

obrazow jest rowna sumie ich dylatacji.

Twierdzenie 2.1.9

(2HJJ?)®5 = (210 &)U (B © &) (9)

Dowod
(AUB)©5 = UxeMB(S)x =[Urztf)x]U[LU (5)J =(A©S) U(B®S)

Przemienno$¢ dylatacji daje réwniez natychmiast nastepujaca zaleznosc¢.

Zaleznos$é 2.1.4
/i© ceuc) =040fi)U (/fOC)

Zalezno$¢ ta pozwala na dalsza dekompozycje elementu strukturalnego na sume
elementéw strukturalnych.

Tak jak dekompozycja elementu strukturalnego na dylatacje elementarnych elementéw
strukturalnych prowadzi do zasady ,tancuchowania” dylatacji, tak dekompozycja elementu
strukturalnego na sume elementarnych elementéw strukturalnych pozwala na inng ocene

dylatacji.



36 U. Stanczyk

Ro6znica pomiedzy dekompozycja elementu strukturalnego poprzez dylatacje i poprzez
sume odzwierciedla sie w efektywnosci liczenia dylatacji. Wezmy pod rozwage element
strukturalny S przedstawiony na rysunku 6, sktadajacy sie z 16 punktow tworzgcych kwadrat.
Element ten moze zosta¢ roztozony na sume 16 elementdw strukturalnych, z ktérych kazdy
bedzie sie sktadat z pojedynczego punktu. Dylatacja poprzez element strukturalny takiego typu
jest po prostu przesunieciem obrazu oryginalnego, stad twierdzenie 2.1.9 staje sie
odpowiednikiem wyrazenia z twierdzenia 2.1.3, wymagajac 15 przesunie¢ i 15 sum.

Dla kontrastu, dekompozycja elementu strukturalnego S na cztery podstawowe elementy
strukturalne pokazane réwniez na rys. 6. pozwala na dylatacje na zasadzie tancucha

z twierdzenia 2.1.2. W tym przypadku wymagane sa tylko 4 przesuniecia i 4 sumy.

Irf-1 v I el
g s2 g3 sa 5-5052 s*-SeS3 sS.-s"'®s4

Rys. 6. Element strukturalny ijego dekompozycja
Fig. 6. Structuring element and its decomposition

=
o o o
o o

o o o=

¢ r

Pod wzgledem obliczeniowym r6znica oznacza przesuniecie i sume poprzednio
wyliczonego wyniku w przypadku stosowania zasady fancucha twierdzenia 2.1.2, podczas gdy
dekompozycja poprzez sume jak w twierdzeniu 2.1.9 zlicza poszczeg6lne przesuniecia

oryginalnego obrazu niezaleznie.

2.2. Erozja

Erozjajest morfologicznym przeksztatceniem dualnym do dylatacji. Jest to operacja, ktéra
sktada dwa zbiory (z ktérych jeden jest elementem strukturalnym), stosujgc odejmowanie
wektorowe elementéw zbioru.

Jezeli A i S sa zbiorami w N -wymiarowej przestrzeni Euklidesowej (E u) z elementami
a i s odpowiednio a = (al,a2,...,aN) i s =(sl,si,...,st/), bedagcymi wspotrzednymi punktéw,
to erozja A poprzez 5, gdzie 5 jest elementem strukturalnym, jest zbiorem wszystkich takich
elementéw x, dla ktérych x +.ve/l dla kazdego seS. Erozja bywa tez nazywana
»kurczeniem” (ang. shrink) lub redukowaniem (ang. reduce).

Definicja 2.2.1
Niech A,Sq Es. Erozja A poprzez S jest oznaczana przez AQS i definiowana jako

AOS ={xe E'v| x +s € A dla kazdego s e 5}.



Morfologia matematyczna - pojecia podstawowe 37

Przyktad 2.2.1
Operacja erozji zbioru A - {(1,0),(1,1),(1,2), (1,3),(1,4),(2,1),(3,1),(4,1)} poprzez element
strukturalny S = {(0,0), (0,1)}, /100’ = {(1,0), (1,1), (1,2), (1,3)} pokazana jest na rysunku 7.

A AQS
Rys. 7. Przyktad operacji erozji
Fig. 7. An example of erosion

Wyrazonajako réznica zbiorow definicja erozji wyglada nastepujgco:
={xe EN| dla kazdego se S istnieje takie aeA,ze x-a-s}.
Przeksztatcenie erozji moze by¢ rowniez wyrazone w innej formie. Erozja obrazu A
poprzez element strukturalny S jest zbiorem wszystkich elementéw re f", dla ktérych S

przesuniete o x jest zawarte w A . Dowdd tego stwierdzenia pochodzi wprost z definicji
erozji i definicji przesuniecia.

Lemat 2.2.1
¢0S ={xe£w|(S),ezl}

Przy takiej definicji element strukturalny S moze by¢ traktowany jak sonda, ktora
przesuwa sie poprzez obraz A . Tam, gdzie S przesunigte 0 x moze by¢ zawarte w A
poprzez umieszczenie punktu centralnego S w x, tam x nalezy do erozji AQS .

W literaturze (przyktadowo [11]) symbol O stosowany jest czasami do oznaczania tzw.
odejmowania Minkowskiego, bedacego operacjg na zbiorach dualng do wspomnianego juz
dodawania Minkowskiego, ktora daje cze$¢ wspolng wszystkich przesunie¢ A o elementy
se S. O ile przeksztatcenie dylatacji i dodawanie Minkowskiego sg identyczne, to operacja
erozji i odejmowanie Minkowskiego réznig sie w znaczacy sposob. Erozja obrazu A poprzez
element strukturalny S jest cze$cig wsp6lng wszystkich przesunie¢ A o elementy —s, gdzie
sesS.

Twierdzenie 2.2.1

zf05=nKI*"),, (10)
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Dowod

Niech xe A0OS. Wtedy dla kazdego seS, x+s€A. Ale x+se A oznacza, ze
xe(A)_s. Stad dla kazdego se S, xe(/lI)_J,co implikuje, ze

Niech Wtedy dla kazdego seS, xe(A)”. Stad dla kazdego seS,

X +se A.Z definicji erozji dochodzimy wiec do xe A&S.

Przyktad 2.2.2
Rysunek 8 ilustruje, w jaki sposéb erozja moze byé wyliczona jako cze$¢ wspoélna
przesunie¢ obrazu A .

EG

N —"000) ("ol AOS - (10.0) D (zO-(O.l)
Rys. 8. Erozja wyliczana jako cze$¢ wspdlna przesunie¢ obrazu
Fig. 8. Erosion computed as an intersection of translates of an image

Przeksztatcenie erozji jest popularnie odbierane jako zmniejszanie oryginalnego obrazu.
W terminologii zbior6w o zbiorze, na ktérym dokonano erozji, czesto mysli sie jako
0 zawartym w oryginalnym obrazie. Przeksztatcenia takiego typu nazywa sie anty-
ekstensywnymi (ang. anti-extensive). Jednakze operacja erozji jest antyekstensywna, o ile
punkt centralny nalezy do elementu strukturalnego.

Twierdzenie 2.2.2

Jezeli (0,0)eS,to AGSeA. (11)

Dowaod

Zatézmy, ze xeA&S. Wtedy x+seA dla kazdego seS. Poniewaz (0,0)eS,
x+0e A.Stad xe A.

Jezeli punkt centralny nie nalezy do elementu strukturalnego, to moze sie zdarzy¢, ze

czes¢ wspolna wyniku erozji z obrazem oryginalnym jest zbiorem pustym, co pokazuje rys. 9.
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A A&S
Rys. 9. Erozja z elementem strukturalnym nie zawierajgcym punktu centralnego
Fig. 9. Erosion with the structuring element not containing its origin

Tak jak dylatacja, erozjajest przeksztatceniem niezmienniczym wzgledem przesuniecia.

Twierdzenie 2.2.3
(A)XQS =(AQS)X (12)
AQ(S)X=(AQS)

Dowdd

>le(y4\0,S' wtedy itylko wtedy, jezeli dla kazdego seS, y +SG(A)x. Ale y +SG{A)x
wtedy i tylko wtedy, jezeli y+s-x&A. Teraz y +s- x =(y - x)+,v, Stad dla kazdego
sgS, (y-x) +se A .Z definicji erozji y - x e AQS idlatego y e (yJOS),.

ye "O(.S)* wtedy itylko wtedy, jezeli y +se A dla kazdego sg (S)x. Ale y+s&A dla
kazdego se(S)x wtedy i tylko wtedy, jezeli y - xg AQS. Wreszcie y- xe A0.Y wtedy
i tylko wtedy, gdy y e (/10S)_f.

Jezeli obraz A zawarty jest w obrazie B, to erozja A zawarta jest w erozji B poprzez

ten sam element strukturalny.

Twierdzenie 2.2.4

Jezeli Ac B,to AQSe B®S. (13)

Dowéd
Niech x g AQS. Wtedy x +sg A dla kazdego sg$S. Ale AczB, wiec x+sgB dla
kazdego s g S . Z definicji erozji x eBQS.

Przyktad 2.2.3

Rysunek 10 ilustruje wtasno$¢ monotonicznosci erozji.
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A B AQS BQS
Rys. 10. Wiasno$é monotonicznosci erozji
Fig. 10. Increasing property of erosion

Jezeli A i B sa elementami strukturalnymi i B jest zawarty w A, to erozja obrazu D
poprzez A bedzie silniejsza niz erozja poprzez B, tzn. obraz D poddawany erozji poprzez

A bedzie zawarty w wyniku erozji D poprzez B .

Twierdzenie 2.2.5

Jezeli A3 B ,to D@QAc DQB 14)

Dowdd

Niech xeD 0/i. Wtedy x+aef) dla kazdego aeA. Ale A"B, wiec x +aeD dla
kazdego a e B . Z definicji erozji x e DQB .

Przyktad 2.2.4

Rysunek 11. pokazuje, ze wieksze elementy strukturalne dokonuja silniejszej erozji niz
mniejsze.

D DQB DQA
Rys. 11. Erozja z elementami strukturalnymi o réznym rozmiarze
Fig. 11. Erosion with the different size structuring elements

Twierdzenie 2.2.5 prowadzi do naturalnego uporzadkowania erozji poprzez elementy
strukturalne, majace taki sam ksztatt, ale r6zne rozmiary.

Jak juz wspomniano wczesniej, operacje dylatacji i erozji sa do siebie podobne w sposdb,
ktéry moze by¢ sformalizowany jako zwiazek dualnodci, opisany w nastepnym punkcie tej
pracy.
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2.3. Dualno$¢ dylatacji i erozji

Dwa operatory nazywa sie dualnymi, kiedy negacja sformutowania stosujgcego pierwszy
operator jest rowna sformutowaniu stosujgcemu drugi operator na zanegowanych zmiennych.
Przyktadem jest prawo DeMorgana, ilustrujgce dualno$¢ sumy i iloczynu logicznego:

{A\JB)C=Ac ftBc.
Uzyta tutaj negacjg zbioru A jestjego dopetnienie
(A)c ={xe ENWx<tA).
W morfologii negacja zbioru traktowana jest réwniez w sensie geometrycznym jako

odwrdcenie orientacji zbioru wzgledem jego osi wspotrzednych. Takie odwrdcenie nazywane
jest odbiciem (ang. reflection).

Definicja 2.3.1
Niech S ezEN. Odbicie S jest oznaczane przez S idefiniowane jako
S={x dlaseS,x=-5}

Odbicie zbioru odbywa sie wzgledem jego punktu centralnego. Matheron [10] odwotuje
sie do S jako do ,zbioru symetrycznego do S wzgledem punktu centralnego”, Serra [11]
odnosi si¢ do S jako do ,transponowanego S"

Jak podano w nastepnym twierdzeniu, dualnos¢ dylatacji i erozji stosuje negacje zaréwno
logiczna, jak i geometryczng, z powodu roznych r6l obrazu i elementu strukturalnego

w wyrazeniu uzywajacym tych operatoréw morfologicznych

Twierdzenie 2.3.1

(A0S)c =AceS (15)

Dowadd

x e (zi0.S")c wtedy i tylko wtedy, jezeli x <AQS. x g .403 wtedy i tylko wtedy, jezeli
istnieje takie s<=S,zt x +s g A . Istnieje takie se S, ze x +,ve Ac wtedy i tylko wtedy, jesli
istnieje takie seS, ze te]/),,. Istnieje takie s6S, ze xe(Ac)_! wtedy i tylko wtedy,
gdy Teraz wtedy i tylko wtedy, jezeli xeU ,(J(zIL),

i wtedy i tylko wtedy, jezeli xszlcO i.

Ro6znice pomiedzy przeksztatceniami erozji i dylatacji w najbardziej widoczny sposob

wyrazone sg we witasciwosciach algebraicznych.



42 U. Stanczyk
Erozja czeSci wspolnej obrazow jest réwna czesci wspolnej ich erozji, co kontrastuje

z twierdzeniem 2.1.8 dla dylatacji, gdzie zwigzek jest typu zawierania sie.

Twierdzenie 2.3.2

(/inM)© 5=(/i05)n(506") (i6)

Dowad

xe(zIfI#)©S wtedy i tylko wtedy, jezeli dla kazdego rei', x+d6e/4fl5 Z kolei

X + wtedy i tylko wtedy, jezeli x+re/i i x+seB. x+.?e/t dla kazdego seS
wtedy i tylko wtedy, gdy xezt©S. x+seB dla kazdego re i wtedy i tylko wtedy, gdy
xeBQS. r+red i x+seB dla kazdego seS wtedy i tylko wtedy, jezeli

xe(i40S)ri(B0OS).

Z drugiej strony, podczas gdy dylatacja sumy obrazéw jest réwna sumie ich dylatacji
w twierdzeniu 2.1.9, to dla erozji zwigzek jest typu zawierania sie.

Twierdzenie 2.3.3

(AUB)05 a (/10S) U (BOS) 17

Dowdd
Niech xe(A0S)[J(B®S). Wtedy xeA®S lub xeB®S. Jezeli xe/106’, to poniewaz
AiJB"A, xe("U5)06". Jezeli xeBO0S, to poniewaz A\JB"B, xe(A\JB)QS.

Przeksztatcenie erozji nie jest przemienne, tzn. A0S *S0A, co prowadzi do nastepnego
twierdzenia.

Twierdzenie 2.3.4

/40(5UC) = (;40fl)n(i40C) (18)

Dowdéd

xel/40(£U C) wtedy i tylko wtedy, jezeli x +ye A dla kazdego yeB\JC. x+yeA
dla kazdego yeBijC wtedy itylko wtedy, jezeli x +ye A dla kazdego yeB i x+ye A
dla kazdego yeC. x+ye A dla kazdego ycB wtedy i tylko wtedy, jezeli xe AOB.
x+yeA dla kazdego yeC wtedy i tylko wtedy, jezeli xeAQC. Jezeli xeAOB
i xe/l10C,to xe(~"0C)D (/t© C).
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Twierdzenie 2.3.4 wskazuje, jak przeprowadzac erozje z elementami strukturalnymi, ktdre
moga zosta¢ roztozone na sume elementarnych elementéw strukturalnych.

Chociaz elementy strukturalne moga zosta¢ roztozone na sume prostszych elementéw dla
uproszczenia erozji, to dla ich czeSci wspélnej podobnej operacji przeprowadzi¢ sie nie da,

jesli ma by¢ zachowana réwno$¢. Zamiast tego otrzymuje sie zwigzek typu zawierania sie.

Twierdzenie 2.3.5

AQ{BfiC) 3 (AQB) U (AQC) (19)

Dowod
Niech xe(/t05)U (/10C). Wtedy xeAQB Ilub xe/10C. Jezeli xeAQB, to

x+be A dla kazdego beB . Jezeli xe A@C, to x+be A dla kazdego bsC  Stad
x+beA dlakazdego 6ei?nc, co zdefinicji erozji daje x e AQ{BV\C).

Jezeli element strukturalny moze by¢ dekomponowany jako dylatacja prostszych
elementdw, to dla erozji zachowana jest zasada tancucha, pozwalajgca na zmniejszenie

ztozonosci obliczeniowej.

Twierdzenie 2.3.6

(AQB)QC = AO(B © C) (0)

Dowaéd

Niech xe(zi0/i)0C. Wtedy dla kazdego ceC, x+ceA&B. Ale x+ceAQB
implikuje, ze x+c +bsA dla kazdego beB . Z kolei x+c+beA dla kazdego be B
iceC oznacza, ze x +d e A dla kazdego d eB® C .

Niech xe/10(£©C). Wtedy x +de A dla kazdego deB(BC. Stad x +b+ceA dla

kazdego b<=Bi ceC . Teraz (x+c)+ne/t dla kazdego bsB oznacza, ze x+ceAO0B

Z kolei x+ce/10S dla kazdego ce C implikuje xe(A&B)&C.

Ponizsza zalezno$¢ rozszerza ten wynik na elementy strukturalne dekomponowane jako

dylatacja k elementoéw strukturalnych.

Zaleznos$¢ 2.3.1

24© (S ,ffi...©St) = (+m(/!0S,)0...0A)
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Poniewaz dylatacja jest przemienna, oczywiste jest, ze kolejno$¢, w jakiej stosowane sg
nastepujace po sobie erozje, jest nieistotna.

Jezeli w twierdzeniu 2.3.6 zamienimy miejscami dylatacje i erozje, to uzyskany zwigzek nie
bedzie réwnoscig, lecz typu zawierania sie. Oznacza to, ze jezeli przeprowadzana jest
dylatacja ierozja, to przeprowadzenie najpierw erozji prowadzi do silniejszych zmian

w obrazie niz przy dylatacji jako pierwszej operacji.

Twierdzenie 2.3.7

z1© (flI0C)c(zi® fl)0C (21)

Dowdd
Niech xe/t© (f30C). Wtedy dla ae”™ i yeBOC, x=a+y. Ale yeBGC oznacza,
ze y +ceB dla kazdego ceC . Z kolei y +ceB i aeA implikuje, ze y +c+ae A@B.

Woreszcie y +c +a e AG) B dla kazdego c e C implikuje, ze x =y +ae (A®B)QC .

Chociaz operacje dylatacji i erozji sa dualne, nie oznacza to, ze w dowolny sposéb mozna
dokonywac ich usuwania z réwnan morfologicznych. Jezeli, przyktadowo, A=BQC, to
dylatacja obu stron poprzez wyrazenie C daje wynik w postaci A®C =BQC@C, *B
Jednakze zachowany jest zwigzek typu zawierania sie.

Twierdzenie 2.3.8

AC BQC wtedy itylko wtedy, jezeli B-d A@C. (22)

Dow6d
Zalézmy AczB®C. Ale aeA i Ac BQC implikuje, ze aeBQC . Stad dla kazdego
¢eB,a+c'eB .W szczegblnosci ceC .Wtedy a+ceB.Ale x-a +c, wiec xeB
Zatozmy BziA(BC. Niech xe/t iceC. Wtedy x+ce AG)C. Ale So/iffiC, wiec

x+ce B .Wreszcie x +ce B dla kazdego ceC implikuje xe BQC.
To zawieranie sie jest zachowane réwniez przy tancuchu erozji.

Zaleznos$¢ 2.3.2

Ag (- (BQS1)Q---)QSs ) <=jezeli fI3(-(if© $,)®...)© Sw
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2.4. Inne przeksztatcenia morfologiczne i ich wiasnosci

Pojedyncze operacje dylatacji czy erozji rzadko stosowane sg w praktyce, chociaz maja
one swoje zastosowanie w przetwarzaniu obrazéw.

Dylatacja z izotropowym elementem strukturalnym, operujgcym na bezposrednim
sgsiedztwie (pod uwage brane jest 8-sgsiedztwo, patrz rysunek 12) biezacego punktu daje
efekt zwiekszenia sie obiektu o szerokos¢ 1 piksela. W wyniku zastosowania erozji z takim
elementem strukturalnym nastepuje zmniejszenie si¢ obiektu o szeroko$¢ jednego pikselal
Takie przeksztatcenie mozna zastosowaé w celu uzyskania konturu obiektu poprzez odjecie
od obrazu oryginalnego wyniku jego erozji. Rysunek 12 przedstawia przyktad takiej operacji.
Na obrazie oryginalnym kolorem szarym zaznaczono piksele ulegajace erozji. Obraz

wynikowy to réznica obrazu ijego erozji, gdzie piksele o kolorze szarym to wynik erozji

A A/(AQS)
Rys. 12. Zastosowanie erozji do uzyskania konturéw obiektow
Fig. 12. Using erosion for getting contours of objects

Operacja erozji jest rowniez pomocna przy okreslaniu takiej witasnosci obiektéw na
obrazie (a przez to i catego obrazu), jak stopien potaczenia (patrz [12]).

Zazwyczaj przeksztatcenia erozji i dylatacji traktowane sg jako podstawowe, za pomoca
ktérych (oraz specjalnie zdefiniowanych elementéw strukturalnych) tworzy sie bardziej

ztozone operatory morfologiczne.

2.4.1. Morfologiczne otwieranie i zamykanie

Do bardziej ztozonych operacji morfologicznych nalezg dualne wzgledem siebie otwieranie

i zamykanie.

1Poniewaz zmniejszanie si¢ wystepuje we wszystkich kierunkach, jego wynikiem moze
by¢ w niektérych przypadkach catkowite znikniecie niektorych czesci obiektu lub jego podziat
na kilka nie potaczonych z sobg obiektow.
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Otwieranie obrazu jest erozja, po ktdrej nastepuje dylatacja poprzez taki sam element
strukturalny. Zamykanie obrazu jest dylatacjg, po ktorej nastepuje erozja z takim samym
elementem strukturalnym.

Definicja 2.4.1

Otwieranie obrazu A poprzez element strukturalny S jest oznaczane przez A°S
i definiowane jako
/i°S = (/[10S)®© S.

If
Rys. 13. Otwieranie obrazu
Fig. 13. Opening of an image

Definicja 2.4.2

Zamykanie obrazu A poprzez element strukturalny S jest oznaczane przez A-eS
i definiowane jako
/1.5 =("®5)05.

A A»S
Rys. 14. Zamykanie obrazu
Fig. 14. Closing of an image

Do waznych wiasnosci otwierania i zamykania (ktore nie bedg dowodzone w tej pracy -
zainteresowani mogg znalez¢ je przykladowo w [1]) nalezg ich monotoniczno$¢ oraz
niezmienniczo$¢ wzgledem przesuniecia, wynikajagce wprost z tych wiasnosci dylatacji i erozji.

W przeciwienstwie do dylatacji i erozji otwieranie i zamykanie sg niezmiennicze takze
wzgledem przesuniecia elementu strukturalnego.

Operacja otwierania jest antyekstensywna, a operacja zamykania ekstensywna niezaleznie
od tego, czy punkt centralny nalezy do elementu strukturalnego czy tez nie.

Przeksztatcenia te sg idempotentne, co oznacza, ze ich ponowne zastosowanie do

poprzednio uzyskanego wyniku operacji nie powoduje zadnych dalszych zmian. Ta
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wiasciwo$¢ otwierania i zamykania jest istotna z punktu widzenia filtrowania obrazéw, co

bedzie omowione w jednym z kolejnych punktow tej pracy.

2.4.2. Operatory typu ,,trafienie-lub-chybienie”

Inne spojrzenie na operacje morfologiczne daje operator typu ,trafienie-lub-chybienie”,
w skrécie HMT od angielskiego Hit-or-Miss Tramformation.

Jezeli stwierdzamy, ze element strukturalny S prdébkuje obraz A w kazdym punkcie x , to
przez termin ,prébkowanie” rozumiemy sprawdzanie, czy zbiér Sx trafia w obraz A (tzn.
SxflA*0), chybia w obraz A (tzn. Sxf}A =0) lub lezy catkowicie wewngatrz obrazu A
(tzn. Sxqg A). Oczywiscie Sx oznacza tutaj przesuniecie S o wektor x: Sx = {«+x.ve S\

Operator ,.trafienie-lub-chybienie” jest odwzorowaniem opierajgcym sie na tej zasadzie.

Definicja 2.4.2.1

Niech B,C ¢ EN beda dwoma elementami strukturalnymi takimi, ze Bf]JC=(2>, a A
obrazem, Ac E N. Operator morfologiczny ,trafienie-lub-chybienie” oznaczany jest przez
A® (B, C) idefiniowanyljako

zi®(j3,C) ={xef"| Bxe:A i C, g Ac).

Operatory HMT posiadaja wtasno$¢ niezmienniczosci wzgledem przesuniecia.

Wszystkie operatory dziatajgce na zbiorach, ktore sg niezmienne przy przesunigeciu, moga
by¢ przedstawione jako suma operatorow ,trafienie-lub-chybienie” (patrz [2]), co oznacza, ze
réwniez omoéwione w poprzednich punktach przeksztatcenia dylatacji, erozji, otwierania

i zamykania sg takimi operatorami.

3. Funkcje boolowskie w morfologii matematycznej

Jak juz wczes$niej stwierdzono, morfologia matematyczna bazuje na pojeciach teorii
zbiorébw i przeksztatceniach algebraicznych wykorzystujgcych algebry Boole’a. Z tego
powodu swoje zastosowanie znalazty tutaj rowniez funkcje boolowskie.

Jezeli przyktadowo chcemy przeprowadzi¢ operacje dylatacji z elementem strukturalnym
S w ksztatcie kwadratu o rozmiarze 3x3, to dla kazdego aktualnie rozpatrywanego piksela x

musimy przeprowadzi¢ sprawdzanie wartosci w punkcie x oraz jego o$miu sagsiadow. Jezeli

1 Warto tutaj zauwazyé, ze Jean Serra stosuje z kolei operacje dylatacji i erozji do
zdefiniowania przeksztatcenia typu ,trafienie-lub-chybienie” (patrz [2]).
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punkty te potraktujemy jako zmienne, odpowiednio jak pokazano na rys. 15, to dylatacja

polega¢ bedzie na okresleniu wartosci funkcji fb=x+x0+x, +x2+ x3+ x4+x5+Xx6+x7,

gdzie ,,+” oznacza sume logiczng (OR) dla biezacego x ijezeli funkcja tajest réwna jeden, to

punkt x nalezy do zbioru bedacego wynikiem dylatacji.

Rys. 15. Punkt ijego otoczenie jako zmienne
Fig. 15. A point and its neighbourhood as variables

Taka operacja moze by¢ uogdlniona dla dowolnej funkcji boolowskiej. Zat6zmy, ze S jest

elementem strukturalnym, zawierajacym n punktéw sl,s2,...,sn i fb jest funkcja boolowska

0 n zmiennych. Przy takich zatozeniach zdefiniujmy operator morfologiczny $h dziatajacy na

obrazie A .

Definicja 3.1
Niech S ¢ E N bedzie elementem strukturalnym, 5 = ; A obrazem, AezEN

1fb funkcjg boolowska o n zmiennych. Operator morfologiczny 4b jest definiowany jako

= AN EDAXES)), N (x i) =1 (23)

Zauwazmy, ze b zalezy rowniez od definicji elementu strukturalnego S .

O operatorze, ktory posiada wiasnos¢ niezmienniczosci wzgledem przesuniecia, moéwi sie,
ze jest operatorem o skoAczonym oknie (ang. fmite mndow operator), jezeli istnieje
skonczony zbiér S ezEN, taki ze

xe A0 X6 g>Af) SX)
dla kazdego xe EN, Aq En i SezS'.

Kazdy operator o skonczonym oknie da sie przedstawi¢ za pomocg definicji (23) (patrz
[13]).

Wezmy przyktadowy operator HMT A -> A®{B,C), gdzie Bf)C - 0. Operator ten
moze by¢ przedstawiony za pomocg funkcji boolowskiej, jak nastepuje.

Niech B ={dudl,...,dm) i C ={dmxUd mxl,...,dn). Zdefiniujmy D =B\JC oraz
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gdzie xy oznacza ,Xx AND y” (operacja iloczynu logicznego), x oznacza ,NOT Xx”
(operacja negacji logicznej). Stosujac podang wczesniej definicje operatora morfologicznego
(23) widzimy, ze xe<pt(A) wtedy i tylko wtedy, jezeli dt+x,d2+x,...,dm+xe A
> +x,dm2 +x,...,d,, +xeE A, tzn. Bxe A i CxC Ac. Stad Ob(A) =A®(B,C).

Jak pokazano wcze$niej, dylatacja moze by¢ przedstawiona za pomocg funkcji
boolowskiej fb w postaci f b(al,...,an) =a]+a2+... +an. Dla przedstawienia erozji zamiast
operacji sumy nalezy uzy¢ iloczynu logicznego, co daje funkcje gh(au...,an) = at a2meese«, m
Jezeli wartos¢ tej funkcji dla danego punktu x e A jest rdwna jeden, to punkt ten nalezy do
wyniku erozji.

Jezeli funkcja boolowska fb nie posiada w swojej postaci nieskracalnej negacji zadnego
z argumentéw (tzn. wszystkie zmienne sg w postaci prostej), to funkcja taka nazywana jest
dodatnig funkcja boolowska DFB (ang. Positive Boolean Function - PBF) ijest ona rosngcal
Wiasnos¢ ta przechodzi z kolei na definiowany za pomoca tej funkcji operator morfologiczny
K-

Rozpatrzmy jeszcze przykifad przetwarzania ze statystyka porzadkowg (ang. order
statistic). Niech rk, k$n bedzie dodatnig funkcja boolowska n zmiennych, ktéra jest rdwna
1, jezeli przynajmniej k zmiennych jest réwnych 1, a w przeciwnym wypadku przyjmuje
warto$¢ zero. Oczywiste jest, ze rl(al,...,all)=at+a2+... +a,, i r(ax...,an)=a, -a2s...ma,.
Jezeli S jest elementem strukturalnym o n punktach ijezeli k <n, to mozemy zdefiniowac

operator przetwarzania ze statystyka porzadkowa p sk jako operator dany przez definicje (23)
przy fb=rt. Oczywiste jest, ze ps,(A) =A©S i ps,,(A) =AQS . Co wiecej,

Ps.n ~ Ps.n-1 £ ... S Ps\

Jezeli mjest nieparzyste i k = (» +1)/2, to pst jest operatorem medianowym.

4. Filtry morfologiczne

Przyktadem przeksztatcenia morfologicznego jest filtr morfologiczny - M-filtr. Zgodnie
z definicjg Serry (podang w [2]) jest to takie odwzorowanie, ktdre jest zarbwno rosnace, jak
i idempotentne, aw przypadku operowania na N -wymiarowej przestrzeni Euklidesowej

réwniez niezmiennicze wzgledem przesuniecia.

10moéwienie i uzasadnienie wiasnosci takich funkcji nie jest tematem tej pracy, w zwigzku
z czym zainteresowani moga odnalez¢ je w odpowiedniej literaturze ([7], [16]).
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Stosujagc powyzsze wymagania do omowionych wczesniej operacji morfologicznych,
dochodzimy do stwierdzenia, ze szczeg6lnym przypadkiem M-filtrow sa przeksztatcenia
otwierania i zamykania.

W przypadku kazdej z tych dwoch operacji przeprowadzanych na obrazie wynikiem jest
eliminacja specyficznych szczegdtdw obrazu, mniejszych niz element strukturalny, bez zmiany
ogdlnych geometrycznych wiasciwosci tego obrazu.

Przeksztatcenie otwierania z izotropowym elementem strukturalnym powoduje
wygtadzenie konturéw obiektow, przerywa waskie ,przesmyki”, likwiduje mate ,wyspy”
i ostre ,,przyladki” obiektow (rys. 13.). Zamykanie rowniez wygtadza kontury, blokuje waskie
»kanaty” i mate Jeziora” (rys. 14).

Filtrowanie morfologiczne obrazu poprzez operacje otwierania i zamykania odpowiada
idealnym, nie realizowalnym filtrom $rodkowoprzepustowym (ang. band-pass filters)
z konwencjonalnego filtrowania liniowego. W przypadku takiego filtru dalsze jego stosowanie
po pierwszym przejsciu nie powoduje juz zadnych dalszych zmian w wynikowym obrazie.

Nie wszystkie definicje filtrow morfologicznych sag jednak takie same. Zgodnie
z definicjami Maragosa i Schafera idempotentno$¢ operatordw nie jest wymagana, za to
oprécz niezmienniczo$ci wzgledem przesuniecia M-filtr powinien by¢ niezmienniczy
wzgledem przeskalowania (ang. scale-invariant), zaleze¢ tylko od lokalnych informacji
o0 sygnale oraz posiada¢ wiasno$¢ tzw. ,,potciggtosci od géry” (ang. upper semi-continuous)1
Przy takich zatozeniach nie tylko operacje otwierania i zamykania sa filtrami morfologicznymi,
ale rowniez podstawowa dylatacja i erozja.

Jak pokazano w punkcie 3. tej pracy, takze przeksztatcenia innego typu moga byc
przedstawione za pomocg podstawowych operacji morfologicznych.

Skoro operatory morfologiczne moga by¢ definiowane poprzez odpowiednie funkcje
boolowskie, w szczegdlnosci takze dodatnie funkcje boolowskie, o ile majg posiada¢ wtasno$é
narastania (takie wymagania dla M-filtrow stawia Serra - patrz [2]), to mozliwe jest
realizowanie filtrow stosowych jako przeksztatcen morfologicznych. Filtry stosowe wprost
odpowiadaja funkcjom DFB, operujagcym na ciggach bitéw wejsciowych.

W punkcie 3. pokazano réwniez spos6b zdefiniowania filtru medianowego poprzez
operacje morfologiczne jako szczeg6lnego przypadku przeksztatcenia ze statystyka
porzadkowa.

Poniewaz omowienie wszystkich mozliwych filtrow realizowanych jako operatory
morfologiczne nie jest tematem tej pracy, zainteresowani odsytani sg do odpowiedniej
literatury (przyktadowo [14] i [15]).

1Patrz [14] i [15],
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5. Podsumowanie

Do najwazniejszych cech morfologicznego podejscia do analizy i przetwarzania obrazéw
nalezy wiasciwos¢ operacji morfologicznych, ktére pozwalajg na systematyczng zmiang
obrazu zachowujac jednak jego najwazniejsze charakterystyki geometryczne. Mozliwe jest
rébwniez wyrazenie ztozonych algorytméw operujacych na obrazie cyfrowym za pomoca
bardzo matej klasy podstawowych przeksztatcen morfologicznych. Wreszcie istniejg
twierdzenia, dzieki ktorym mozna uzyskaé przedstawienie filtrow morfologicznych w postaci
tych podstawowych operacji morfologicznych.

Ze wzgledu na swoja prostote i mozliwos$¢ rownolegtej realizacji operacji morfologicznych
znalazty one szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach. Chociaz poczatkowo operowano
wylacznie na obrazach binarnych, obecnie istnieje juz cata dziedzina morfologii matematycznej
ijej przeksztatcen zdefiniowanych dla obrazéw z wieloma poziomami szarosci

Mimo intensywnego rozwoju, jaki morfologia matematyczna przechodzita na przestrzeni
ostatnich lat, wiele z jej zastosowan nie jest jeszcze znanych, a wiele wiasnosci nie
docenionych. Jednakze wiasnie ze wzgledu na te mozliwo$¢ badan i aktualno$¢ aplikacji (co

wyraza sie duzg liczbg publikacji z tego zakresu) jest tak atrakcyjng dziedzina.
Wszelki kontakt ze strony zainteresowanych i zajmujacych sie tematem morfologii

matematycznej, jej przeksztatcen i zastosowan, jest mile widziany. Adres dla poczty

elektronicznej: ulas@ zeus.polsl.gliwice.pl.

LITERATURA

1 Haralick R. M., Stemberg S. R., Zhuang X.: Image analysis using mathematical
morphology. . IEEE Trans. onPAMI, July 1987.

2. Serra J.: Introduction to Mathematical Morphology. Computer Vision, Graphics and
Image Processing 35, pp. 283-305, 1986.

3. Heijmans H. J. A. M.: Mathematical morphology: A modern approach in image

processing based on algebra and geometry. SIAM Review, vol. 37, No. 1, pp. 1-36,
March 1995.

4. Pratt W. K.: Digital Image Processing. John Wiley and Sons, Inc., 1991.

5. Giardina Ch. R., Dougherty E, R.: Morphological Methods in Image and Signal
Processing. Prentice Hall, Inc., Englewood Cliffs, NJ, 1987.


mailto:ulas@zeus.polsl.gliwice.pl

52

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

U. Stanczyk

Chermant J. L., Coster M.: Role of mathematical morphology in filtering,
segmentation and analysis. Acta Stereologica 13, No.l, pp. 125-136, 1994.

Staficzyk U.: Dodatnie Funkcje Boolowskie. ZN Pol. Sl. s. Informatyka z.38, Gliwice
2000.

Traczyk T.: Wstep do teorii algebr Boole’a. PWN, Warszawa 1970.

Wojciechowski K., Ku$ Z.: Przetwarzanie stosowe. ZN Pol. SI. s. Automatyka z. 113,
Gliwice 1994.

Matheron G.: Random Sets and Integral Geometry. John Wiley and Sons, Inc., NY,
1975.

Serra J.: Image Analysis and Mathematical Morphology. Academic Press, London,
1982.

Chanda B , Haralick R. M.: Studies on properties of digital objects using mathematical
morphology. Indian J. on Pure and App. Math. 25, No. 1-2, pp. 181-203, 1994
Heijmans H. J. A. M.: Morphological Image operators. Academic Press, Boston,
1994.

Maragos P., Schafer R. W.: Morphological Filters - Part I: Their set-theoretic analysis
and relations to linear shift-invariant filters. IEEE Trans, on Acoust.,, Speech and
Signal Process., vol. 35, No. 8, August 1987.

Maragos P., Schafer R. W.: Morphological Filters - Part 1I: Their relations to Median,
order-statistic and stack filters. IEEE Trans, on Acoust., Speech and Signal Process.,
vol. 35, No. 8, August 1987.

Gilbert E. N.: Lattice-theoretic properties of frontal switching functions. J Math.
Phys., vol. 33. pp. 57-67, April 1954,

Nieniewski M.: Morfologia matematyczna w przetwarzaniu obrazéw. Akademicka
Oficyna Wydawnicza PLJ, Warszawa 1998.

Recenzent. Dr inz. Bogdan Smolka

Whptyneto do Redakcji 2 stycznia 2000 r.

Abstract

Mathematical morphology provides an approach to the processing of images, which is

based on shape Appropriately used, mathematical morphological operations tend to simplify

image data while preserving their essential shape characteristics and eliminating irrelevancies.



Morfologia matematyczna - pojecia podstawowe 53

The language of mathematical morphology is that of set theory. Sets in mathematical
morphology represent the shapes of objects.

The two basic morphological transformations are dilation and erosion. Both these
operations use a special single shape parameter, called a structuring element. Dilation is
a morphological transformation that combines two sets (the first is an image, the second is
a structuring element) using vector addition of sets elements (an example is shown in Fig. 1).
Erosion is the morphological transformation dual to dilation, which combines two sets (again
the first is an image, the second is a structuring element) using the vector subtraction of set
elements (an example is shown in Fig. 7.).

Dilation is commutative, associative, translation invariant, increasing and extensive
transform if an origin belongs to the structuring element, while erosion is anti-extensive if
an origin belongs to the structuring element, translation invariant and increasing operation.

Dilations and erosions are primary transforms that are used to define other morphological
operators, tor example such as openings and closings. Opening ofan image is erosion followed
by dilation with the same structuring element, while closing is dilation followed by erosion
with the same structuring element.

Morphological operators may be also defined by Boolean functions. If such a function is a
positive Boolean function, then its increasing property causes that the defined operator gives
an increasing transformation as well.

Anybody interested in the topic of Mathematical Morphology, its transforms and
applications is welcome to contact the author of this paper through e-mail The address is:

ulas@zeus.polsl.gliwice.pl.
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