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O PEW N Y M  RÓW NANIU RÓŻNICZKOWO-CAŁKOWYM  
ZW IĄZANYM Z PROBLEMEM TRANSPORTU  
NEUTRONU W  PŁASKIEJ PŁYTCE

S tre sz c z e n ie . Celem pracy jest zbadanie istnienia, jednoznaczności i asympto- 
tyki rozwiązań równania różniczkowo-całkowego o postaci:

3  3
— u ( x , y , t )  =  - f x( y ) — u { x , y , t )  +  f i { x , y , t ) u ( x , y , t )  +

+  E ( i , u ( z , y , < ) )  +  J l < ( x , y , t ) u ( x , y , t ) d y  +  h ( x , y , t )  

z odpowiednimi warunkami początkowymi.

O N  A  D IF F E R E N T IA L -IN T E G R A L  E Q U A T IO N  C O N N E C T E D  W I T H  
T H E  T R A N S P O R T  P R O B L E M  O F  N E U T R O N  IN  A  F L A T  P L A T E

S u m m a ry . We investigate the existence, uniqueness and asym ptotic properties 
of the solution of the differential-integral equation of the form:

3 3
— u ( x , y , t )  =  - h ( y ) — u ( x , y , t )  +  f i ( x , y , t ) u { x , y , t )  +

+  F ( t , u ( x , y , t ) )  +  J ^ K ( x , y , t ) u ( x , y , l ) d y  +  f 3{ x , y , t )  

w ith ap p ro p ria te  boundary and initial conditions.
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O HEKOTOPOM H H SfcEPEH IIH AJlbH O -H H TErPAJIbH O M  
y P A B H E H H H  CBH3AHHOM C nPOBJIEMOM IIEPEMEIHEHPIH  
H EH TPO H A B  IIJIOCKOH nJIACTMHKE

Pe3iOMe. I J e n b K i  cTaTŁH h b j i h c t c j i  H c c j i e ^ o n a m - i e  cymecTBoaaHHH, 0flH03- 
Ha^HOCTH H aCHMnTOTHKH p e m e H H H  AH<|)rł>ePeHL̂ HaJlt'HO_HHTerPaJIŁHOr°  y p a - B -  

H e H H H  B B H f le :

d  d
— u ( x , y , t )  =  —f i ( y ) — u(x, y , t )  +  f 2( x , y , l ) u ( x , y , t )  +

+  F ( ł ,u ( x , y , t ) )  +  J ̂ I < ( x , y , t ) u ( x , y , t ) d y  +  f 3{ x , y , t )

C C O O T B eT C T B y iO in ;H M H  K p a e B Ł IM H  VL H aM aJIB H M M H  y C JIO B H H M H .

1. W s tę p

Tradycyjnie przez N , R , R + i C będziemy oznaczać odpowiednio zbiory wszystkich 
liczb naturalnych, rzeczywistych, nieujemnych i zespolonych. Dla danej liczby dodatniej 
a  oznaczam y przez Ia przedział [—a ,a ] .

Niech a będzie ustaloną liczbą dodatnią i oznaczmy przez X  przestrzeń L2( Ia x Ii),  a  
przez X q jej podzbiór złożony ze wszystkich funkcji <f> spełniających warunki:

(a) <j>(-a,y) = 0 dla p.w. y <= (0,1];

(b) <f>(a,y) = 0 dla p.w. 2/ € [—1,0).
Oczywiście, zarówno całkowalność z kwadratem, jak i zwrot “prawie wszystkich” (w skró­
cie: “p .w .” ) są rozumiane tu ta j (jak i w dalszym ciągu pracy) w sensie m iary Lebesgue’a 
na odpowiednim zbiorze.

Będziemy zakładać ogólnie, że funkcje:

R, f 2, ¡3 , K : / « x / , - ł  R ,

F : R + x R  —> R , v0 : /„ x l i  —> R

są ustalonym i funkcjami mierzalnymi w sensie Lebesgue’a.
Rozważmy równanie o postaci:

d  d
— u(x ,  y,  i) = - f i ( y )  ^ ( x ,  y , t )  + h ( x ,  y,  t) u ( x , y , i)  +  

+ F [ t , u ( x , y , t ) )  + J ^ I < ( x , y , t ) u ( x , y , t ) d y + f 3( x , y , t )  (1)
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na zbiorze /„  x / j  x R +, przy czym szukana funkcja u(x,  y, t) =  u t(x, y) spełnia następujące 
warunki brzegowy i początkowy:

« ( • ,  ■ t) =  ut £ X 0 dla wszystkich t £  R +; (2)

u0 =  v0. (3)

Pochodne w równaniu (1) rozumiane są w sensie pochodnych uogólnionych.
Dla t  £  R + zdefiniujmy na A' następujące operatory liniowe:

( M ) ( x , y )  :=  - } i { y ) ~ 4 > { x , y ) ,  (4)

y) := j K(x,y, t)<f>(x,y)dy,  (5)

(Ct4>)(x,y) :=  h(x , y , t )4>(x,y) .  (6)

Oczywiście, dziedziną operatorów B t i Ct jest cała przestrzeń X ,  tzn. D ( B t ) =  D{Ct ) — 
X  (t > 0), a  dziedzinę operatora A  definiujemy:

D{A)  := {<f> £ X 0 ■ A(j> £  X }  = {<f> £ X  : Arf) £ X ,  <f> spełnia (a) -  (6)}.

Przeciw dziedziny wszystkich operatorów są podzbiorami przestrzeni X , tzn. R(A ) ,  R ( B t), 
R(Ct) C A  dla t > 0.

Używając zdefiniowanych w ten sposób operatorów liniowych i trak tu jąc u jako od­
wzorowanie R + t f u t{ ■ i •) € X ,  równanie (1) z warunkami (2) i (3) możemy zapisać w 
postaci następującego równania różniczkowego w przestrzeni H ilberta X:

— Ut = Aut  -fi Btut -fi CtUt -fi F(t ,ut)  -fi /¡( t )  (7)
at

z warunkiem początkowym
lim ut =  Vo, (8 )

gdzie zbieżność jest oczywiście rozumiana w sensie normy )| • || w przestrzeni X  induko­
wanej przez iloczyn skalarny ( • ,  ■) w tej przestrzeni.

W  dalszym ciągu przez /3(A) będziemy oznaczać przestrzeń operatorów liniowych 
ograniczonych na A , a przez y (A ) - przestrzeń operatorów liniowych domkniętych na X .  
Symbolem R (z ,  A)  oznaczać będziemy rezolwentę operatora A.

Naszym celem jest pokazanie, że operator A jest infinitezymalnym generatorem  silnie 
ciągłej pólgrupy opetratorów  liniowych ograniczonych na X  oraz zastosowanie tw ierdzenia 
Hille’a-Yoshidy do badanego równania.

O funkcji f i  będziemy zakładać, że

f i ( y )  > 0 dla y £  (0,1]; f f y )  < 0 dla G [—1,0) (9)

oraz że jest ciągła w rozpatrywanych przedziałach.
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2. L e m a ty

Udowodnimy teraz kilka lematów.

Lem at 1. Jeśli istnieją stałe dodatnie M  i L, takie że

\K ( x ,y , t ) \  < M; \ f2(x , y , t ) \  < L,  ( x, y)  e  L  x  h , t  € R + , (10)

to operatory B t i C t są ograniczone i istnieje wspólna stała Mi  >  0, taka że

||-0(|| <  Mi oraz \\C,\\ < Mi dla t ę  R +. (11)

D o w ó d . Na podstawie (10) i nierówności Schwarza mamy

||0 iu i | |2 =  f  (  \f K ( x , y , t ) u ( x , y , t ) d y  dxdy <J-a J -1 |y -l

-  L i dy / „  dx  ( L i  K ^ x ' y ' t ') d y )  ( / 1 u2(x ’y ' ^ dy)  -
<  4A/2||u | |2

oraz
||C(U£||2 =  j  ̂ dy J ^ f i ( x , y , t ) u 2( x , y , t ) d x  < £ 2||u ||2.

Przyjm ując M i  :=  m ax(2 M ,L ) ,  otrzymujemy (11). Q

L e m a t 2 . Jeśli funkcja ./) spełnia nierówności (9) oraz / f 1 jest  funkcją ograniczoną 
na zbiorze [—1,0) U (0,1], to:

(a) zbiór D(A)  jest gęsty w X ;
(5) operator A  jest  domknięty;
(c) ||R (z ,A )|| <  (.Re* ) ' 1 d l a R e z >  0 .

D o w ó d . Wprowadźmy oznaczenie fi (—a,a)  x ( — 1,1). Ponieważ Q j°(n) C D{A)  
oraz Co°(fl) =  X , więc D(A)  =  X ,  co dowodzi (a).

Rozważmy teraz równanie:

{z I  — A)  f  =  h, f , h ę . X ; z =  a  +  i/9 € C,

które m ożna zapisać w postaci:

lub, oznaczając

g : = ~ e X \  -0 ;=  i/>2 : = - i
J  i  J  i
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w postaci:

% + ' ! ’ / =  9- (12)

Równanie (12) posiada następujące rozwiązanie:

/ ( * ,  y )  =  c(y)£?[-v>(y)x] + - r j a £(-V>(!/)(z -  i ') I  9 ( x' ,  y) dx' ,  (13)

gdzie E[z] :=  exp (z), a  c(y) jest dowolną funkcją zmiennej y.
N akładając warunek, by /  £  D(A),  otrzymujemy:

o =  f ( - a , y )  = c(y)E[rl>(y) a] dla p.w. y £  (0,1],

a stąd
c(y) =  0 dla p.w. y £ (0,1].

Z kolei, dla p.w. y £ [—1,0),

0 =  / ( a ,  y) -  c(y)E[-ip{y)  a] + J_a E [ ~ H y ) ( a ~  *')] 9 (x ', y) dx \

czyli

c(ÿ) =  - - r /  dla p.w. y € [ -1 ,0 ) .  (14)
h  J~a

Podstawiając (14) do (13), otrzymujemy:

f ( x , y )  =  - 7 - /  £ ( - V » ( y ) x T y ( x ',y ) d x ' • £ H / > ( y ) x ]  +
/ l  «/-«
1 /*+— J ̂  E[- tp{y)(x  -  x ') | g(x ' , y )d x

f i

dla p.w. y £  [ -1 ,0 ) .
Zatem  rozwiązanie równania (12) należące do D(A)  m a postać:

/(* ,! / )  =  J_a E [ - t p ( y ) ( x - x ' ) ] g ( x ' , y ) d x '  dla p.w. y £  (0,1] (15)

oraz
/ ( * ,» )  =  - 7 - /  E [- ' l > ( y ) {* -x ' ) \g (x ' , y ) d x ’ dla p.w. y £  [ - 1, 0 ). (16)

/1

Niech y £ (0,1] oraz z =  a  +  t/l, gdzie a  >  0, ¡3 £ R. Mamy

1% )  =  7 T T  +  ^
h { y )  M y ) ’

więc oznaczając _ _ A
w )  :=  W y )  :=

/ . ( y ) ’
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dostajem y z (15), na mocy nierówności Schwarza,

l/(z ,a /)l <  x ')]9i.x ',y)<ix ' <

< y  {J_a E i ~ ^ y ) ( x -  *')]
1/2

1 / 2
f l
a x \ 1/2

'E[-il>(y)(x -  x' )]\g(x' ,y) \2dx ' j  (17)

Ale mamy:

/  E[-4>(y)(x -  * ')]dx> = E[-i>{y)x \ i  E[^{y)x'} d.x' =•/—a a

=  £ M [ l - £ [ - 0 (y)(a +  a ) ] ] < ^ M ,  (18)

toteż uwzlędniając (18) w nierówności (17), otrzymujemy:

\ f { x , y ) \2 <  Y Y y  J_a E[- i i>(y){x-x ' )]  \g(x' ,y)\2dx'.  (19)

Całkując nierówność (19) względem x,  uzyskujemy:

/  l /( ^ .y ) l2^  <
J —a

-  a""fi(y) L a  dx J-a E ^ ( y ^ x ~  x^  ^ ) |2 dx ' =

“  a  f i ( y )  L a  ^ x ’’y^ 2 ( L  E i ~ ^ y ^ x ~  ^  da:)  dx '' (20)

W podobny sposób jak w nierówności (18) można pokazać, że

f  E[- ip{y)(x - x ‘)]dx < (21)
J x '  a

i, wykorzystując (21) w (20), uzyskać nierówność:

J_a \ f {x ,y ) \2dx < ^  J ^  \g{x,y)\2dx.  (22)

C ałkując teraz nierówność (22) względem y po przedziale (0 ,1], otrzymujemy:

/  /  \ f { x ,y ) \2dx < ^  i  f  |g(a:,2/) |2d2:. (23)
JO J - a  a z J o  J - a

Przeprow adzając analogiczne rozumowanie dla przedziału [—1,0), uzyskamy:

/  /  \ f { x , y ) \2dx <  i  i  \g(x,y) \2 dx. (24)J — 1 J—a CV J—1 J — a
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Dodając stronam i nierówności (23) i (24), dostajemy nierówność:

ll/ll2 <  ¿ I M I 3, « > 0 .  (25)a 1

7j powyższych rozważań wynika, że dla a  > 0 równanie

(z I  — A) f  =  h

posiada jednoznaczne rozwiązanie /  € D(A)> spełniające warunek

ll/ll <  ^ 11*11,a

czyli

f  =  R ( z , A ) h ; ||ii(*,/4)fc|l <  ^ I H I .  < * = R e z >  0, (26)

co dowodzi (c).
Z (26) wynika, że operator R (z ,A )  jest ograniczony, tzn. R(z ,  A)  £  f l {X) .  Także 

—R(z ,  A)  jest ograniczony, więc

- R ( z , A ) e p ( X ) C v ( X )

i stąd
- ( z i - A ) e < p ( X ) .

na mocy tw ierdzenia o doinkniętości operatora, którego odwrotny operator jest domknięty. 
Zatem  operator A jako suma dwóch operatorów domkniętych jest operatorem  domknię­
tym , co oznacza (6). D

L e m a t 3 . Operator A  jest infinitezymalnym generatorem silnie pólciągłej półgrupy 
(Tt, t >  0) operatorów liniowych ograniczonych na X  orazTt( X +) C X + dla t >  0, gdzie 
X + jest  zbiorem nieujemnych elementów przestrzeni X .

D o w ó d . Na mocy Lematu 2 operator A spełnia założenia twierdzenia Hille’a-Yoshidy 
i jest generatorem  półgrupy operatorów posiadających własności wymienione w tezie.

Z rozważań zawartych w dowodzie Lematu 2 wynika, że

R ( X , A ) ( X +) C X + dla A >  0.

W szczególności
R ( j , A ) { X +) c X + dla t £ R +, n € N.

Zatem  z równości
lim ( ^ R £ , A ) ) n h = T th 

n—co \ t  t )
wynika druga część tezy. Q
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L e m a t 4.  Przy założeniach przyjętych w Lemacie 3 dla operatorów Tt (i >  0) oraz A  
zachodzą nierówności:

ll^tll < (Au, u) <  0 dla u €  X.

D o w ó d . Równanie różniczkowe

d

z warunkiem  początkowym

- u  =  Au (27)

u(0) =  u0,

gdzie u(t) =  Ut jest funkcją określoną na R + o wartościach w przestrzeni H ilberta X , 
a u0 €  -D(A), posiada zgodnie z twierdzeniem Hille’a-Yoshidy jednoznaczne rozwiązanie 
postaci:

u t =  Ttua. (28)

Mnożąc równanie (27) skalarnie przez u w A , otrzymujemy:

=  (Au, u ). (29)

Mamy
d \  1 d „ ,

KJ t UuUt)  =  2 d t l|u<11 (30)

oraz na mocy założeń przyjętych na wstępie:

f 1 f a d
(Au,, u ,) =  -  J  f i ( y)  ■ - ^ u ( x , y , t )  ■ u ( x , y , t ) d x d y  =

=Ą J j ^ { L Ł ui{x’y't)dx) dy=:
=  ~ 2  J  M y )  [u2( a > y< *) -  « 2( - a ,  y,  <)] dv  =

=  \ \ j _ J ^ u l M a^ y ^ ) d y  -  J h { y ) u l {a ,y , t ) dy  < 0. (31)

Kojarząc (29), (30) i (31), dostajemy:

| l h i r < 0 ,  tzn. ||u , | |2 <  ||uo||2. (32)

Z kolei (32) razem z (28) implikują

||T(U0|| <  ||u0||, tzn. ||T,|| <  1,

a  (31) im plikuje drugą część tezy. D
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3. G łó w n e  w y n ik i

O pierając się na wynikach części 2 udowodnimy obecnie dwa główne tw ierdzenia pracy.

T w ie rd z e n ie  1. Jeżeli istnieją funkcja K  na R +, laka że

(F ( t , u ) ,u )  < /ć ( t) ||u ||2, u 6  X ,  t > 0

i stała 7  >  0 , taka że

h ( x , y , t )  < - 7  dla ( x , y ) e f l , t >  0

oraz
¡|£?i|| — 7  +  K ( t )  < 0 dla dostatecznie dużych i, 

to rozwiązanie u t równania (1) 2 /3  =  0 spełnia warunek:

lim ||u,|| =  0 ,t—»OO

tzn. jest  stabilne w sensie Kozina.

D o w ó d . Mnożąc równanie (7) skalarnie przez u w X  otrzymujemy:

^ I M |2 =  (Aut l u t) +  (B tut, u t) +  {Ctu t , u t) +  ( F ( t , u t) , u t ) <

<  l l^ ll  • I K i r  -  7ll«t||2 +  ir ( i ) ||« t ||2. (33)

Dzieląc obustronnie nierówność (33) przez ||u(||2, a następnie całkując w granicach od 0 
do t, dostaniemy:

In ||« i ||2 <  In ||uo||2 +  2 /  k(t)dt ,
Jo

czyli

I M 2 <  | M 2exP (2 J ‘ k ( t ) d t ) ,  (34)

gdzie
* ( < ) := | |Ą | | - 7  +  /<'(t). (35)

Z założenia istnieje (dostatecznie duże) to, takie że k( t ) < 0 dla i >  t0, więc z (34) 
wynika, że u to jest ograniczone i

11« .II <  ll«t0||exp k( t )d t

gdy t ► 00 . q

0 ,
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Globalnym  słabym rozwiązaniem równania (1) nazywamy każde ciągłe rozwiązanie 
równania całkowo-operatorowego o postaci:

u t -  Ttu0 + i  Tt- , [B ,u ,  +  C,u,  +  F(s ,u )  +  f 3(s)],
Jo

jeśli istnieje i jest silnie ciągłą funkcją na wybranej przestrzeni X .
Stosując m etodę kolejnych przybliżeń można dowieść twierdzenia:

T w ie rd z e n ie  2. Jeśli dla t >  0 funkcja F(t ,  •) jest silnie ciągła na X ,  spełnia wa­
runek Lipschitza w normie przestrzeni X  ze stalą L > 0 oraz F(t ,  0) — 0, a funkcja 
h { ' i ' 10  jest  silnie ciągła na X ,  to równanie (1) ma dokładnie jedno słabe rozwiązanie 
dla t >  0 i u( •, ■ ,0) € D(A).  Q

4. U w a g i

W zm acniając założenia w stosunku do funkcji F  i / 3 można uzyskać wyniki dotyczące 
istnienia ścisłych rozwiązań badanego równania. Jeżeli dodatkowo założyć, że funkcja k 
zdefiniowana w (35) jest ograniczona, to otrzymamy następujący wynik:

Słabe rozwiązanie trywialne równania (1) jest asymptotycznie stabilne w sensie Łapa­
nowa.
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A b str a c t

We investigate the differential-integral equation of the form:

d d
— u ( x , y , t )  =  +  f 2( x , y , t ) u ( x , y , t )  +

+  F ( t , u ( x , y , t ) )  +  J  K ( x , y , t ) u ( x , y , t ) d y  +  f 3( x , y , t )

considered for x €  [—a, a], y S [—1, 1], t >  0 with the following boundary conditions:
(a) «( — a , y , t )  = 0 for almost all y E (0 , 1], t > 0 ;
(b) u ( a , y ) = 0  for almost all y €  [— 1, 0), t > 0 ;

and the initial condition:
(c) u(x , y ,Q)  = u0{x,y)  for x  € [ - a ,  a], y €  [ - 1, 1].

The equation, for certain values of /]  and J2, is connected with the transport problem 
of neutrons in a two-dimensional plate.

We study  the existence, uniqueness and asym ptotic properties of the solution of the 
above equation in the class of functions « such th a t iq =  u( ■, • f) g i 2([—a, a] x  [—1, 1]).

We prove the existence of a weak solution of the equation in the space L 2 defined above 
in case f 3 = 0 and give conditions for stability in the sense of Kozin. The key assum ption
for the non-linear function F  is the Lipschitz condition. In the proofs, we use th e  theory
of Ilille-Yoshida of semigroups of operators in Hilbert spaces.


