ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1995
Seria: MATEMATYKA-FIZYKA z. 72 Nr kol. 1279

Danuta JAMA, Adam CZECH

OPEWNYM ROWNANIU ROZNICZKOWO-CALKOWYM
ZWIAZANYM Z PROBLEMEM TRANSPORTU
NEUTRONU W PLASKIEJ PLYTCE

Streszczenie. Celem pracy jest zbadanie istnienia, jednoznacznosci i asympto-
tyki rozwigzan réwnania rézniczkowo-catkowego o postaci:

Eu(x,y,t) = -fx(y)—3 u{x,y,t) + fi{x,y,t)u(x,y,t) +
+ E(i,u(z,y,<)) + JI<(x,y,t)u(x,y,t)dy + h(x,y,t)

z odpowiednimi warunkami poczatkowymi.

ON A DIFFERENTIAL-INTEGRAL EQUATION CONNECTED WITH
THE TRANSPORT PROBLEM OF NEUTRON IN A FLAT PLATE

Summary. We investigate the existence, uniqueness and asymptotic properties
of the solution of the differential-integral equation of the form:

iU(X,y,t) = -h(y)EU(X,y,t) + fi(x,y.hu{x,y,t) +
+ F(t,u(x,y,t)) + IJ"K(x,y,t)u(x,y,l)dy + f3{x,y,t)

with appropriate boundary and initial conditions.
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O HEKOTOPOM HHSfcEPEHIIHAJIbHO-HHTErPAJIbDHOM
yPABHEHHH CBH3AHHOM C nPOBJIEMOM IIEPEMEIHEHPIH
HEHTPOHA B IIJIOCKOH nJIACTMHKE

Pe3iOMe. 1jenbki €TaTEH hbjinctcji Hccjieronam -ie cymecTBoaaHHH, 0flHO3-

Ha"HOCTH H aCHMNTOTHKH pemeHHH AH)de PeHL’'Hallt' HO_HHTerPaJILHOr® ypa-B-
HeHHH B BHfle:

gu(x,y,t) = —fi(y)E u(x, y,t) + f2(x,y,Du(x,y,t) +

F(hu(x,y,t)) + \]AI<(x,y,t)u(x,y,t)dy + f3{x,y,t)

+

C COOTBeTCTByiOin;HMH KpaeBtIMH W HaMaJIBHMMH yCJIOBHHMH.

1. Wstep

Tradycyjnie przez N, R, R+ i C bedziemy oznacza¢ odpowiednio zbiory wszystkich
liczb naturalnych, rzeczywistych, nieujemnych i zespolonych. Dla danej liczby dodatniej
a oznaczamy przez la przedziat [a,a].

Niech a bedzie ustalong liczbg dodatnig i oznaczmy przez X przestrzen L2(la x li), a
przez X qjej podzbior ztozony ze wszystkich funkcji $spetniajagcych warunki:

(@) <i>(-ay) = Odla pw. y <(0,1];
(b) <f~<@ay) =0 dla p.w.2€ [—1,0).
Oczywiscie, zar6wno catkowalno$¢ z kwadratem, jak i zwrot “prawie wszystkich” (w skro-

cie: “p.w.”) sg rozumiane tutaj (jak i w dalszym ciggu pracy) w sensie miary Lebesgue’a
na odpowiednim zbiorze.

Bedziemy zaktada¢ ogolnie, ze funkcje:
R,f2, i3, K: [«x/,-t R,

F:R+ xR — R, vo: /,, x li —R

sg ustalonymi funkcjami mierzalnymi w sensie Lebesgue’a.
Rozwazmy réwnanie o postaci:

d d
—u(x,y, i) = -fi(y) » (x, y,t) + h(x, y,t) u(x,y,i) +

+F[t,u(x,y,t)) + IJ*MI<(x,y,t)u(x,y,t)dy+f3(x,y,t) 1)
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nazhiorze /,, x Ij xR +, przy czym szukana funkcja u(x, y, t) = ut(x, y) spetnia nastepujace
warunki brzegowy i poczatkowy:

«(e, X) = ut £ X0 dla wszystkich t £ R +; 2)
uo = vo0. ?3)

Pochodne w réwnaniu (1) rozumiane sa w sensie pochodnych uog6lnionych.
Dlat £ R + zdefiniujmy na A' nastepujace operatory liniowe:

(M)(x.y) = -}ify)=4>{x.y), (4)
v =] Keeyn<t=yay, (5)
(Cta>)(xy) = h(x.y,D4>(x,y). (6)

Oczywiscie, dziedzing operatoréw Bt i Ct jest cata przestrzen X, tzn. D(Bt) = D{Ct) —
X (t > 0), a dziedzine operatora A definiujemy:

D{A) := £ X0mA>E£ X} = &£ X Af)£ X, $spetnia (a) - (6)}.

Przeciwdziedziny wszystkich operatorow sg podzbiorami przestrzeni X , tzn. R(A), R(Bt),
R(Ct) C A dlat>0.

Uzywajac zdefiniowanych w ten sposdb operatoréw liniowych i traktujagc u jako od-
wzorowanie R+t fut{mi ») € X, rownanie (1) z warunkami (2) i (3) mozemy zapisa¢ w
postaci nastepujgcego réwnania rozniczkowego w przestrzeni Hilberta X:

— U= Aut i Btut i CtUt i F(t,ut) i/i(1) @
al

z warunkiem poczatkowym
limut = Vo, (8)

gdzie zbieznos¢ jest oczywiscie rozumiana w sensie normy )| ¢ || w przestrzeni X induko-
wanej przez iloczyn skalarny (+, ®) w tej przestrzeni.

W dalszym ciagu przez /3(A) bedziemy oznacza¢ przestrzen operatorow liniowych
ograniczonych na A, a przez y(A) - przestrzen operatoréw liniowych domknietych na X.
Symbolem R(z, A) oznacza¢ bedziemy rezolwente operatora A.

Naszym celem jest pokazanie, ze operator A jest infinitezymalnym generatorem silnie
ciaggtej pdlgrupy opetratoréw liniowych ograniczonych na X oraz zastosowanie twierdzenia
Hille’a-Y oshidy do badanego réwnania.

O funkcji fi bedziemy zaktadaé, ze

fity) >0 dla y£ (0,1]; ffy) <0 dla G [—1,0) 9)

oraz ze jest ciggta w rozpatrywanych przedziatach.
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2. Lematy

Udowodnimy teraz kilka lematéw.

Lemat 1. Je$li istniejg state dodatnie M i L, takie ze
\K(x,y,t)\ < M; \f2(x,y,t)\ <L, (x,y) e L xh,t €R+, (10)
to operatory Bt i Ct sg ograniczone i istnieje wspdlna stata Mi > 0, taka ze
[[FO(] < Mi oraz \\C\\ < Mi dlate R+. (11)

Dowo6d. Na podstawie (10) i nieréwnosci Schwarza mamy
[|0iui||2= j—a J(_1 Nt K(x,y,t)u(x,y,t)dy dxdy <

- Lidy/, dx (Li KAx'y't)dy) (/ 1u2(x’y'”™ dy) -
< 4A/2||u||2

oraz .
[IC(Ug|2 = J Ay IMfi(x,y, t)u2(x,y,t)dx < £2]u]|2.

Przyjmujac Mi := max(2M,L), otrzymujemy (11). Q

Lemat 2. Jesli funkcja /) spetnia nieréwnosci (9) oraz /f 1jest funkcjg ograniczona
na zbiorze [—1,0) U (0,1], to:

(@) zbiér D(A) jest gesty w X ;

(5) operator A jest domkniety;

() |IR(z,A)|l < ((Re*)'1 dlaRez> 0.

Dowéd. WprowadZzmy oznaczenie fi (—a,a) x (—1,1). Poniewaz Qj°(n) C D{A)
oraz Co°(fl) = X, wiec D(A) = X, co dowodzi (a).
Rozwazmy teraz réwnanie:

{zI —A)f = h, f,he.X;z=a +i9€ C,

ktére mozna zapisa¢ w postaci:

lub, oznaczajac

g:=~eX\ 0= iR:=-i
Ji Ji
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w postaci:
% +'1"/= 0- (12)

Réwnanie (12) posiada nastepujace rozwigzanie:

1(*,y) = c(Y)E?[-v>(Y)X] + - r jaE(-V>()(z - i) 9(x',y) dx', (13)

gdzie E[z] := exp (2), a c(y) jest dowolng funkcjg zmiennej y.
Naktadajac warunek, by / £ D(A), otrzymujemy:

o= f(-a,y) = c(yElrl>(y)a] dlapw.y£ (01],

a stad
ciy) =0 dla pw. y £ (0,1].

Z kolei, dla p.w. y £ [—1,0),

0=1/(a,y) - c(y)E[-ip{y)al+ J_aE[~Hy)(a~ *)]9(x",y) dx\

czyli

cy)=--r/

(9] N
Podstawiajagc (14) do (13), otrzymujemy:

dla pw. y € [-1,0). (14)

fx,y) = -1 OBV (y)xTy(xy)dx' « £H/>(y)x] +

-7
/1 «/-«

‘o MEL-tp{y) (x - x)] g(x",y)dx

dlapw.y £ [-1,0).
Zatem rozwigzanie réwnania (12) nalezace do D(A) ma postac:
1ty = J_aE[-tp(y)(x-x")1g(x",y)dx’ dla p.w. y £ (0,1] (15)

oraz
[(*)») = - 71-/ E[-'I>(y){*-x")\g(x",y)dx’ dla p.w. y £ [-1,0). (16)

Niech y £ (0,1] oraz z = a + t/l, gdzie a > 0, {3£ R. Mamy

HIERLY T Yy

wiec oznaczajac

vV)::Wy):
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dostajemy z (15), na mocy nieréwnos$ci Schwarza,

I/(z,al)l < x")]9i.x"y)<ix' <
172
< Y {J_aEi~"y)(x - *)]
X \v2
& CE[-il>(y)(x - x)\g(x'y)\2dx']

Ale mamy:

J g E[-4>()(x - *)]ae= E[-i>{y)x\ i _E[*{y)x'} dx =

=£M [I-£[-0(y)a+a)]l<"M,

totez uwzledniajagc (18) w nieréwnosci (17), otrzymujemy:
Vi{x,y)\2< YYy J_aE[-ii>(y){x-x")] \g(x',y)\2dx".

Catkujac nierownos¢ (19) wzgledem x, uzyskujemy:

J/_a 1~y)ler <

- a™i(y) Ladx J-aEN (yrx ~ x? N2dk'=

“ afi(y) La”® x’y*2 (L Ei~"yr*x~"™ da) dx"
W podobny sposéb jak w nieréwnosci (18) mozna pokazac, ze

T ELip{y) (x - x 9Jdx <

i, wykorzystujac (21) w (20), uzyskaé nieréwnos¢:

J_a\f{x,y)\2dx <~ J~™ \g{x,y)\2dx.

Catkujac teraz nieréwnos¢ (22) wzgledem y po przedziale (0,1], otrzymujemy:

/T \f{x,y)\2dx <A 0 f 1,2)[2d2.
JO J-a {X y) X az Jol J-a |g(a )|

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla przedziatu [—1,0), uzyskamy:

j—l j_a\f{x,y)\2dx < W Jl—l Jl_a \g(x,y)\2dx.

(A7)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)
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Dodajgc stronami nieréwnos$ci (23) i (24), dostajemy nierownosc:

Hn/mz < %hM 13, «>0. (25)
7 powyzszych rozwazan wynika, ze dla a > 0 rownanie
(zI —A)f =h

posiada jednoznaczne rozwigzanie / € D(A)> spetniajace warunek

i < 2 e,
czyli
f = R(z,A)h; [lii(*,/4)fc|l < MHI. <*=Rez> 0, (26)
co dowodzi (c).

Z (26) wynika, ze operator R(z,A) jest ograniczony, tzn. R(z, A) £ fI{X). Takze
—R(z, A) jest ograniczony, wigc

-R(z,A)ep(X)Cv(X)
i stad
-(zi-A)e<p(X).

na mocy twierdzenia o doinknieto$ci operatora, ktdrego odwrotny operator jest domkniety.
Zatem operator A jako suma dwoéch operatordbw domknietych jest operatorem domknie-
tym, co oznacza (6). D

Lemat 3. Operator A jest infinitezymalnym generatorem silnie pdlciggtej pétgrupy
(Tt, t > 0) operatoréw liniowych ograniczonych na X orazTt(X+) C X + dlat > 0, gdzie
X + jest zbiorem nieujemnych elementéw przestrzeni X.

Dowo6d. Na mocy Lematu 2 operator A spetnia zatozenia twierdzenia Hille’a-Y oshidy
i jest generatorem potgrupy operatorow posiadajacych wiasnosci wymienione w tezie.
Z rozwazah zawartych w dowodzie Lematu 2 wynika, ze

R(X,A)(X+) C X+  dla A> 0.

W szczeg6lnosci
R(j,A){X+)c X + dla t £ R+,n € N.

Zatem z réwnosci
lim ("R£,A)gnh:Tth
n—eo\t t

wynika druga czes¢ tezy. Q
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Lemat 4. Przy zatozeniach przyjetych w Lemacie 3 dla operatoréw Tt (i > 0) oraz A
zachodzg nieréwnosci:

Il < (Au,u) <0 dla u € X.

Dowdd. Réwnanie rdzniczkowe
-u = Au 27)
z warunkiem poczatkowym
u(0) = uo,

gdzie u(t) = U jest funkcjg okreslong na R+ o warto$ciach w przestrzeni Hilberta X ,
a u0 € -D(A), posiada zgodnie z twierdzeniem Hille’a-Yoshidy jednoznaczne rozwigzanie
postaci:

ut= Ttua. (28)

Mnozac réwnanie (27) skalarnie przez u w A, otrzymujemy:

= (Au,u). (29)

Mamy
d \ 1d,, '
KitUuUt) = 2dtlutl (30)

oraz na mocy zatozeri przyjetych na wstepie:
fl1 fa . d
(Au,,u,) = - fi(y) m-~u(x,y,t) mu(x,y,t)dxdy =
=A I { Lt uRkytKdrm
= ~23 My) [u2(ax<®) - «2(-a,y, Jldv =

\ \j_J " ulMaryM)dy - Jh{y)ul{a,y,t)dy < 0. (31)

Kojarzac (29), (30) i (31),dostajemy:
|[Thir<o, tzn. [lu,j|2 < [Juol|2. (32)
Z kolei (32) razem z (28) implikuja
ITWOll < |uojl,  tzn. Tl < 1,

a (31) implikuje druga czes¢ tezy. D
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3. Gtdbwne wyniki

Opierajac sie na wynikach czesci 2 udowodnimy obecnie dwa gtdwne twierdzenia pracy.

Twierdzenie 1. Jezeli istniejg funkcja K na R+, laka ze
(F(t,u),u) < /¢é(t)]ul|2, ue X, t>0
istata 7 > 0, taka ze
h(x,y,t) < -7 dla (x,y)efl,t> 0

oraz
ilE?|| —7 + K(t) <0 dla dostatecznie duzych i,

to rozwigzanie ut réwnania (1) 2/3 = 0 spetnia warunek:

Jimpllull =0,

tzn. jest stabilne w sensie Kozina.

Dowdd. Mnozac réwnanie (7) skalarnie przez u w X otrzymujemy:

ANTM o2 = (Autlut) + (Btut,ut) + {Ctut,ut) + (F(t,ut),ut) <
< HALE o IKir - 7H«t]2+ ir(i)]]«t]|2. (33)
Dzielagc obustronnie nieréwno$¢ (33) przez |ju(]|2, a nastepnie catkujac w granicach od 0

do t, dostaniemy:
In||«il|2 < In |uo||2 + 2J/0 k(t)dt,

czyli
IM 2< |[M 2xP (23 “k(t)dt), (34)

gdzie
(<):=NAL-T + <), (35)

Z zatozenia istnieje (dostatecznie duze) to, takie ze k(t) < 0 dla i > t0, wiec z (34)
wynika, ze uto jest ograniczone i

.l < lltOllexp  k(t)dt 0,

gdyt »00.q
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Globalnym stabym rozwigzaniem réwnania (1) nazywamy kazde ciggte rozwigzanie
rownania catkowo-operatorowego o postaci:

ut- TtuO+ Ji Tt-,[B,u, + C,u, + F(s,u) + f3(s)],
fo

jesdli istnieje i jest silnie ciggtyg funkcjg na wybranej przestrzeni X.
Stosujgc metode kolejnych przyblizen mozna dowie$¢ twierdzenia:

Twierdzenie 2. Jesli dla t > 0 funkcja F(t, ¢) jest silnie ciagta na X, spetnia wa-
runek Lipschitza w normie przestrzeni X ze stala L > 0 oraz F(t,0) — 0, a funkcja
h {"i"'10 jest silnie ciggta na X, to réwnanie (1) ma doktadnie jedno stabe rozwigzanie
dlat>0iu(e m0) € D(A). Q

4. Uwagi

Wzmacniajgc zatozenia w stosunku do funkcji F i /3 mozna uzyska¢ wyniki dotyczace
istnienia $cistych rozwigzahn badanego réwnania. Jezeli dodatkowo zatozy¢, ze funkcja k
zdefiniowana w (35) jest ograniczona, to otrzymamy nastepujacy wynik:

Stabe rozwigzanie trywialne rownania (1) jest asymptotycznie stabilne w sensie tapa-
nowa.
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Abstract

We investigate the differential-integral equation of the form:

d

Eu(x,y,t) + f2(x,y,thu(x,y,t) +

+

F(t,u(x,y,t)) + J K(x,y,t)u(x,y,t)dy + f3(x,y,t)

considered for x € [—a,a], y S [,1], t > 0 with the following boundary conditions:
(@) «(—a,y,t) =0 for almost all y E (0,1], t > 0;
(b) u(a,y)=0 for almost all y€ [—1,0), t > 0;
and the initial condition:
(c) u(x,y,Q) = uo{x,y) for x € [-a,a],y € [-1,1].
The equation, for certain values of /] and J2, is connected with the transport problem
of neutrons in a two-dimensional plate.
We study the existence, uniqueness and asymptotic properties of the solution of the
above equation in the class of functions « such that iq = u( m *f) g i 2([—, a] x [, 1]).
We prove the existence of a weak solution of the equation in the space L2 defined above
in case f3 = 0 and give conditions for stability in the sense ofKozin.Thekeyassumption
for the non-linear function F is the Lipschitz condition. Inthe proofs, we use the theory
of Ilille-Yoshida of semigroups of operators in Hilbert spaces.



