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ELEMENTY TEORII LAPUNOWA-HSU

S tr e s z c z e n ie .  M etoda stosowana w tej pracy polega na konstrukcji funkcji La- 
punowa dla rozpatrywanego układu zapewniającego stabilność rozwiązania w sen
sie Mowczana. Interesują mnie warunki, przy których odpowiednio skonstruowana 
norma rozwiązania dąży do zera, przy t —> oo. Niech i l  będzie pew nym  obszarem  
w R" o dostatecznie gładkim brzegu dii .  Rozpatruję w 12 x (0, oo) układ równań 
różniczkowych cząstkowych postaci:

du( i
— -gj—  =  L(t ,  x)u( t ,  x)  dla x €  i l ,  t ^  0, (1)

G(i)u( i ,  x ) =  dla x £  di i ,  t ^  0, (2)

u(0, x) — ip(x) dla x €  i l ,  (3)

L ( t , x )  —  macierzowy operator różniczkowy liniowy o współczynnikach będących  
funkcjami zależnymi od (i, a:),

G( t)  —  operator różniczkowy o współczynnikach zależnych od t,

tpo{x ), C (0. u ( t , x )  —  funkcje wektorowe.

Zakładam, że operator G(t)  posiada ograniczony operator odwrotny i

r\{t ,x) =  G_1(t)C (i,i) .

Do badania stabilności rozwiązania trywialnego układu ( l)-(3 ) w ykorzystuję funk
cjonał o postaci:

Tl
V  (u ( t , x ) , t , r j ( t , z ) )  =  (u ( l , x )B ( t )u ( t , x ) )  +  22rf?( t ,x) .

1

Przy odpowiednich założeniach na operator B(t )  dowodzę asym ptotycznej stabilno
ści w sensie Kozina rozwiązania trywialnego układu (l)-(3 ).
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T H E  E L E M E N T S  O F  L A P U N O V -H S U  T H E O R Y

S u m m a r y . The method used in this work is based on Lapunov function con
struction for the investigated system providing stability of the solution in Mowczan 
sense. I have been interested in condition under which suitably constructed solution  
norm approaches zero with t  —► oo. Let ft be the first are a in R 7‘ w ith the boundary 
9 ft sm ooth enough. I investigate the partial differential equations system  of type:

— ^ —- =  L( t , x ) u ( t , x )  for x  6  ft, t  ^  0, (1)

G ( t ) u ( t , x )  =  £(£, x)  for x e  5 ft, t  ^  0, (2)

u(0, x)  =  <p(x) for x €  ft, (3)

where L i t , x ) is a  linear matrix differential operator whose coefficients are functions 
dependent on ( t , x ), G(t)  has a bound inverse operator, ifio(x), C(f)> u{ t , x )  -  vector 
functions and

j) {t ,x)  =  (<)£(£, x).

For investigation of the (l)-(3 ) system trivial solution stability the a following func
tional is used:

n
V  (u(f, x), t,Tj{t,x)) -  (u{t i x )B { t ) u { t , x )) -I-

;=i

I prove the asym ptotical stability in Kozin sense of system  (l)-(3 ) trivial solution  
by proper condition on the operator B{t ) .

B J lE M E H T b l  T E O P M H  J I H I iy H O B A - X C y

Pe3K>Me. M eTOfl npHM eHaeM wfí b b t o h  p a d o T e  ocHOBU BaeTipi Ha k o h -  
C TpyK proi (fiyHKprni J1 a n y h o b u  finn paccM aT p iiB aeM o ii cM creM U  obecn eM H - 
Biomeft ycTpoHHHBOCTb peineHMfl b cM iicJie  M oB ^iaH a. MeHH iiH T e p ec y w T  
yCJIOBMH n pH  KOTOpfcIX COOTBCUTBCHHO CKOHCTpy UpOBaHHaH HOpMa pCIUtHMH 
CTpeMHTi;H k  x y ju o  npH  i  —> oo . ITycxb f t  G y^eT  neK O TopuM  pañoH O M  b R n 
c flocTaTOMHO rna^K H M  KpaeM  9ft. P a c c M O T p »  CHCTeMy flH cfjcjjepeH ipranbH ux
lacTH H x ypaBHeHHH Bupa*eHMH:

—  ̂ =  L(t,  x )u { t , x )  flJIH X  £ ft, t  ^  0, (1)

G ( t )u { t , x )  =  £(£ ,x) fljin x g  9 ft, £ ^  0, (2)

u(0, x)  <p(x) flJIH x £  ft, (3)
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r,ąe L(t ,  x)  MaTpiraHŁifl .ąmjHjjepeHpHaJibHKiH JiHHeíÍHLiíi onepaT op c Koacjxpi-i- 
I^MeHTaMH nBJlJIKlIUHMKipr <j>yHKLpŁfTMM OT ( t , x ) ,  G(l)  flH<j>C¡>epeímHajILHHIÍÍ on- 
epaT op C 3 aBHCHMŁIMH K09(j)(t)HipieHTaMH OT t ,  <¿>o(x), £ ( t ), l l ( t , x)  -  BeKTOpHtie 
(jiyHKpHH.
rip e fln o jia ra io , mto onepaTop G(t)  HMeeT orparomeHHbiñ onepaT op u

rj ( t , x )  =  G_1(i)C (i,x ).

U jm  Hccjie^oBajiHa ycxpouMMBOCTH pemeHHH TpuBHanfcHoii ckctcmh ( l ) - ( 3 )  
HcnojiBsyM (jjyHKręHOHaji Bupa»<eHHfl

n

V {u( t , x ) , t , r f { i , x ) )  =  (u ( t , x )B ( t )u { t , x ) )  +  '^2ri ¡ { t , x) .
i=i

II pn  cooTBeTipTBKJLHHX npeflnocLiJiKax Ha onepaT op B(t)  noKa3tiBaK> acm.tn- 
TH îeCKyIO yCTpOMHHBOCTB B CMŁICJie Ko3HHa pCmCHMH TpHBHajILHOÜ CHCTeMfcJ
(l)-(3).

M etoda Lapunowa-Hsu była wprowadzona dla równań hiperbolicznych rzędu drugiego 
z zerowym  warunkiem brzegowym. Celem pracy jest rozszerzenie tych warunków na przy
padek niezerowych warunków brzegowych.

M etoda Lapunowa-Hsu polega na konstrukcji odpowiedniej funkcji Lapunowa dla roz
patrywanego układu zapewniającego stabilność rozwiązania w sensie Mowczana.

Niech fi będzie pewnym obszarem w R.” o dostatecznie gładkim brzegu di i .  Rozpa
trzm y układ równań różniczkowych cząstkowych o postaci:

du ( t , x )  U t , x ) u ( t , x )  dla x £ f i, < ^ 0 ,  (1)
ot

G( t )u( t ,  x)  =  £(<, x)  dla x 6  di i ,  t ^  0, (2)

u (0 ,x ) =  cp(x) dla x € fi, (3)

gdzie:

L ( t , x )  —  macierzowy operator różniczkowy liniowy o współczynnikach będących  
funkcjami zależnymi od ( t , x) ,

G( t )  —  operator różniczkowy o współczynnikach zależnych od t, posiadający ogra
niczony operator odwrotny G-1 (i),

ip0(x).  C(i), u(t ,  x)  —  funkcje wektorowe.



66 D. Jama

D la układu ( l)-(3 ) zakładam , że spełniony jest warunek zgodności warunku począt
kowego z warunkiem brzegowym w chwili t =  0.

Stosując operator odwrotny do G(t)  warunek (2) zapisujemy w postaci:

u( t , x )  — r)(t,x)  =  G_1 (<)£(<, x) =  ri(t ,x) x €  <9H t >  0. (4)

Zakładam, że istnieje i jest jednoznaczne rozwiązanie zagadnienia opisanego danym  
układem  równań różniczkowych cząstkowych, spełniające zadane warunki brzegowe jak  
i początkowe.

Przedm iotem  moich badań są jakościowe własności układów dynamicznych opisanych  

danym układem równań różniczkowych cząstkowych. Badania prowadzę w przestrzeniach 
wektorowych L 2(i l)  i L2(dfl).  Iloczyn dwóch funkcji wektorowych rozumiany jest w sen
sie iloczynu wektorowego. Oceny rozwiązań dokonuję na podstawie pojęcia normy [I], 
Indukowane normy są oznaczane przez || • ||; (i =  0 ,1 ,2 ) czy też przez || • ||.

Zakładam, że r)(t ,x)  G L 2( d fł) dla każdego t >  0 oraz || rj(t ,x)  ||an—* 0 przy t —> oo. 
Korzystam z norm o budowie:

II « (0 ,z )  ||o= (t i(0 ,i) ,A /t i(0 ,x ))  (5)

gdzie: M  -  liniowy, symetryczny, dodatnio określony operator macierzowy

rj(ł ,x)  ||i =  sup / 5 > ? ( * , * ) d ( a n )  (6)
an

| |^ ( i , x ) | |2 =  sup (u ( t , x ) ,B { t )u ( t , x ) )  (7)
o

gdzie:

R(t.) —  operator macierzowy o współczynnikach zależnych od i,

(•,•) —  iloczyn skalarny w L2(il).

B adam  stabilność rozwiązania trywialnego w sensie definicji Mowczana-Hsu oraz Ko
zina.

R ozwiązanie trywialne układu (l)-(3 ) jest stabilne w sensie Mowczana-Hsu, jeśli

A  V  II “ (0,®) llo + II ||i< 6 =4*11 u( t , x )  || <  £.
c>06>0

Rozwiązanie trywialne układu (l)-(3 ) jest stabilne w sensie Kozina, jeśli 

lim  | |« ( f ,x )  | |= 0 ,  || u ||2=  (u,u) .
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D o badania stabilności rozwiązania trywialnego układu (l)-(3 ) wykorzystuję funkcjo
nał

V  (•u( t , x ) , t ,T f ( t , x )) =  (u ( t , x )B ( t )u ( t , x ) )  +  ¿ p ? ( i , x ) .  (8)
i=1

^ - i i  x)  yt, rj(t, x)) . . .  . ,
Rozpatruję p o ch o d n ą  —  wzdłuz trajektorii rozwiązania

(u(<,x),<,77(<,a:)) {du( i , x )  , \ ( . d#(i) . A
   • ^ , g ( 0 « ( f , x ) j  +  U i , * ) , - ^ u ( < , * ) l  +

+ Li ,X),5 ( 0 ^ 1 ) ( 9 )
t=i

Z (1) i (9) otrzymuję:

(u ( t , x )J , r ] ( t , x ) )
dt

=  (¿ (¿ ,x )u (< ,x ) ,B ( i)u ( t ,x ))  +  ^u(i, x ), dB̂ ~ u(t ,x)^j  +

+  (u ( f ,x ) ,5 ( f ) I ,( i ,x ) t t ( i ,x ) )  +  J^»??(t,x). (10)

Równość (10) m ożna zapisać w postaci: 

d V  (u ( t , x ) , t , r i ( t , x ) )
d t  =  (^i i { t ,x) ,L' { t ,x)B( t )  +  B ( t ) L { t , x )  +  +

+  ] £  (n )

gdzie:
L *(t,x ) -  operator formalnie sprzężony do operatora L( t , x ) .

Z a k ła d a m :

A ,: zadanie na wartości własne o postaci:

N ( t ) u ( t ,  x)  =  x )B( t )  +  B ( t ) L ( t , x) H x)^j u ( i ,x )  =

A ( t )B ( t )u ( t , x )  

posiada rozwiązanie w L2(fi) i istnieje

-kmar(i) <  0 dla dostatecznie dużych i ,  (12)

A 2: istnieje sta ła  C >  0, taka że dla każdego x €  fi i t >  0

V  {u(t ,x), t ,T](t ,x))  > C  II u ( t ,x )  II . (13)
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T w ie r d z e n ie  1 . Jeśli

a) spełnione są założenia Aj  i A 2,

b ) istnieje stała D  taka, że dla każdego t

[u { t , x ) , B ( t )u ( t , x ) )  ^  D,

c)
1

lim -nĄt ,  x) =  O
t — »OO f

x £  dfl ,  i =  1 , 2 , . . .  , n  

to rozwiązanie trywialne układu ( l ) - (3)  jes t  stabilne w sensie Kozina.

D o w ó d . W ykorzystując wprowadzony funkcjonał V (u( t ,x ) , t , r ] { t , x ) ) ,  z (9) i z zało
żenia Aj  otrzymuję:

d t V  (u (f , x),  t, T,{t,x)) (u (i, x ) , N ( t )u ( t , x ) )  +  §- E L i  rif(t, z )
V  (u ( t ,x ) , t ,T] ( t ,x ) )  { u ( t , x ) , B ( t )u ( t , x ) )  +  'E,?=1T)f(t,x)

=  ( u ( t , x ) , \ ( t ) B { t ) u ( t , x ) ) +  § ¡ E U  <
(t i( i ,x ) , B( t )u ( t ,x ) )  + E?=1

Amai(<) X), B [ t )u ( t , Z)) +  §- E U  nl[ l ,  *)
(u ( t , x ) ,B { t ) u ( t , x ) )

U względniając założenie b) twierdzenia 1 z (14) dostajemy nierówność o postaci: 

§ iV (u( t ,x ) , t , r i { t , x ) )  1 8 2/j ,
-------------- di--------------*  +  D d ł * { t ’X)-

Po scałkowaniu nierówności (15) stronami otrzymuję:

V  (u( t , x) , t ,T] ( t , x) )  <

<  V  (u(0, z ) ,0 ,ę ( 0 ,z ) ) e x p / I
m̂ax (á)c/s 4* — li (̂5 5 

.0 * = 1

- / A max(s)ds +  —=  V (u (0 ,x ),0 ,7 7 (0 ,z ))ex p i

D la  dostatecznie dużych i wyrażenie

1 } 1 "
-  J  Iraai(s)ds  +  ^  r)i (<, z )  <  0.

o 1=1

Z (16) i (17) mamy:
l i m  U  ( u { t , x ) , t , r i ( t , x ) )  =  0 .

Z (18) na m ocy założenia A 2 otrzymujemy tezę twierdzenia..

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)
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T w ie r d z e n ie  2. Jeżeli

a) spełnione są  założenia A\ ,

b ) założenie b) twierdzenia 1,

c) 77(0, x) — 0 dla x £  fi,

to rozwiązanie trywialne układu ( l ) - (3)  jes t  stabilne w sensie Mowczana-Hsu.

Dowód tw ierdzenia przebiega podobnie jak dowód Twierdzenia 1.

Prezentowana m etoda badania stabilności daje dobre wyniki w przypadku, gdy

(u(t,  x) ,  L ( t , x )u ( t , x ) )  ^  0, 

p (t ,x ) 0 jednostajnie względem x

oraz
— t ] i ( t , x ) ^ o  x e d u ,  < > 0.

W ykorzystując funkcjonał o postaci:

n
V  (« ( i, x ) , t, T)(t, x) )  =  (u{t,  x),  u(t ,  x)) +  Vi(ł i x )

¡=1

na podstaw ie twierdzenia Lapunowa-Mowczana-Hsu otrzymuję poniższe twierdzenie.

T w ie r d z e n ie  3 . Jeżeli

a) założenie b) twierdzenia 1,

b) istnieje stała p  >  0 takat że dla każdego x £ fi i t ^  0

(u(0, x ), B(t )u(0, x) )  ^  P (ti(0, x), x ) ) ,

c) dla każdego t jz 0
tJ ̂ max(,s)ds ^  0,

O

to rozwiązanie trywialne układu ( l ) - ( 3 ) jes t  stabilne w sensie Mowczana-Hsu w  normach

II • Ho, II • 111, II • lis,

Dowód tw ierdzenia przebiega tak samo jak dowód Twierdzenia 1.
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A b str a c t

The m ethod used in this work is based on Lapunov function construction for the

interested in  condition under which suitably constructed solution norm approaches zero 

with t —> oo.
Let ft be the first are a in R n with the boundary 9ft smooth enough. I investigate the 

partial differential equations system  of type:

Recenzmt:  Prof. dr  hab. Janusz Szopa

investigated system  providing stability of the solution in Mowczan sense. I have been

for a: g  ft, t  Is 0, (1)

G ( t ) u ( t , x )  =  (  ( t , x) for X €  9ft, t ^  0, (2)

Tí(0, X) =  lfi(x) for X e  ft, (3)

where L ( t , x)  is a linear matrix differential operator whose coefficients are functions de
pendent on ( t , x ) ,  G[t )  has a bound inverse operator and
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For investigation o f the (l)-(3 ) system  trivial solution stability the a following functional 
is used:

n

V ( u ( t , x ) , t , i j ( t , x ) )  =  (u ( t , x ) B( t )u ( t , x ) )  +
;=i

I prove the asym ptotical stability in Kozin sense of system  (l)-(3 ) trivial solution by 
proper condition on the operator B(t) .

T h e o r e m . If constant L0 exists so that

V (u( t , x ) , t , r j { t , x ) )  ^  C  || u( t , x )  || .

The problem

N ( t ) u ( t , x )  — ^L ' { t , x ) B { i ) +  B { t ) L ( t , x )  +  — u ( t , x )  =

=  X(t )B( t )u( t , x)  

has a solution in L 2(Cl) and ^  0 exists

V  A  { u { t , x ) ,B ( t )u ( t , x ) )  >  D,
D  1> 0

lim -T)i(t ,x) =  0 ¿ =  1,2,  x €  O,t—*oo I

j/,(0 ,x ) =  0

then
lim || u ||=  0.t—oo " "


