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O Z A ST O SO W A N IU  C AŁEK  E N E R G II D O  B A D A N IA  
S T A B IL N O Ś C I R O Z W IĄ Z A Ń  P E W N Y C H  R Ó W N A Ń  
R Ó Ż N IC Z K O W Y C H  C Z Ą ST K O W Y C H

S tre sz c z e n ie . Tem atem  pracy jest badanie stabilności w sensie Lapunowa-Mow- 
czana rozwiązań równań różniczkowych cząstkowych o postaci:

d2u
—  =  L{t,x)u ,

gdzie L ( t , x )  jest operatorem  zawierającym pochodne cząstkowe rzędu pierwszego 
względem t i pochodne rzędu parzystego względem jednowymiarowej zmiennej prze
strzennej x. Rozważam zadanie początkowo-brzegowe. Celem pracy jest uzyskanie 
oszacowań a ’priori norm rozwiązania w odpowiednich przestrzeniach Sobolewa przy 
wykorzystaniu oszacowań energetycznych. Stabilność rozwiązań równań różniczko
wych cząstkowych badam  w sensie definicji sformułowanej przez Mowczana, będącej 
uogólnieniem klasycznego pojęcia stabilności wprowadzonego przez Lapunowa. Roz
wiązanie trywialne równania jest stabilne według Mowczana, jeżeli:

A V II u llo< 5 II u lli< £
£>0 6>0

gdzie: || u ||0 — norm a warunków początkowych, || u ||i — norm a rozwiązania. 
Różnica między definicją Lapunowa i Mowczana polega na wprowadzeniu różnych 
norm  (przez Mowczana) dla warunków początkowych i rozwiązania.
Jako norm ę || u ||0 będę brała pierwiastek z energii układu w chwili i = 0, a  jako 
normę rozwiązania —  normę przestrzeni L2{0,1).
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O N  A P P L IC A T IO N  O F  E N E R G Y  IN T E G R A T E S  T O  IN V E S T IG A T IO N  
O F  S O M E  P A R T IA L  D IF F E R E N T IA L  E Q U A T IO N S  S O L U T IO N S

S u m m a ry . Application of energy intergrates to  investigation of stability  of some 
partial differential equations has been a topic of my considerations. The stability  of 
partial differential equations in Mowczan’s definition sense which is a generalization 
of classic stability comprehension introduced by Lapunow. The equation solution is 
stable according to Mowczan if

A V II u llo< S II “ lli< e’
r>0{>0

where || u ||o — the initial condition norm, || u ||j — the solution norm. The 
difference between Lapunow and Mowczan definitions lies in using (by Mowczan) 
different norms for the initial conditions and for the solution. I will take a square 
root from the system ’s energy in the moment < =  0 as norms, and the norm  of space 
as the solution norm. Weakly nonlinear partial differential equations appear in m any 
m athem atical moments describing physical phenomena.

O nP H M E E H E H H H  MHTErPAJIOB 9HEPFMM Ü J1H  
MCCJIEHOBAHHH yCTPOH^IHBOCTM PEIHEHHM HEKOTOPbIX  
JIH $$E P E H IIH A JIbH M X  HACTHbIX yPABH EH M H

Pe3K)Me. TeMott paboTbi rmuHeTiyi Hccne^oBainre ycToibryBocTii b CMMCJie 
J IsnyHHBa-MoBnaHa peineHim flurjujjepeHpHajibHbix w t h h x  ypasHeHHii b u - 
paaceHHit:

d2u r /  ,
—  =

r^e: L( t , x )  HBJiiieTUjr onepaTopoM conepMiamwM nacTHue npon3BOAHbie nep- 
Boro nopHflKa oTHocMTejibno h  nporrsBOAHbie hc tho ito  nop.nAKa o th o c h tc jib h o  
OAHOMepHoir tipocTpaHCTBeHHoir nepeMeHHOH x.  ObAyMbiBaio HaMajitHo-Kpa- 
-eBoe 3aAaHire. Ilejibio paboTH HBJifleTipr noJiyneHHe opeHKH anpnopn HopM 
pemeHHii b cootbeTCTBchhmx npocTpaHCTBax CoboneBa, ncnojib3yn a irep re- 
TH'iecKyio
oneHKy. ycTpoHMHBocTt pememrfi AH4,4lePeHItIiajlbHI>IX uacTHbix ypaBHCHirit 
HCC.ieAyio b cMUCJie Ae<f)HHHAHH c4-)opMyJii-ipoBaHHo ir MomraHOM, nnjiHíoineü- 
cn o6o6iachhcm  KJiacciraecKoro iiohhtmh ycToifayBOCTH bbeAemroro JlrmyHo- 
bom. TpHBHajibHoe pem erae ypaBHeHHH ycTpoiWHBO no M oBnanu ecjm:

A V IMIo<¿ <=>| |u| | i<e,
£>0i>0

TAe: || u 11o —  HopMa HaManbHbix ycjiOBiiií, || u ||i —  HopMa pememun. Pa3HHii;a 
MejKAy Ae<f,HHHt<Heff JIflnyHOBa h  MoBHana ocHOBana Ha BBeAeHHir pa3HMX



O zastosowaniu całek energii.. 75

H opM  (M o B ^ a H O M ) f lj in  HaM anbHM X y c jio B H ii w peineHMH. B  K a ^ ie cT B e  H o p M H  

II U  ||o B 0 3 ŁM y KOpeHb C B H eprH H  CHCTeMbl BO B peM B  t =  0 , B K a^łeCTBe HOpM U 

p em eH K H  n p H M y  HopM bi n p o c T p a H C T B a  i 2( 0 , l ) .

W  licznych modelach matematycznych opisujących zjawiska fizyczne w ystępują słabo 
nieliniowe równania różniczkowo-cząstkowe.

Jednym  z nich jest zadanie początkowo brzegowe o postaci:

9 ^  = F ^ ^ y d ^  + f { t ) d h ^  dla x G [0, i] i > 0 .  (1)

u(i,O) =  u ( łł l)  =  ^ ^ ) = ^ 0 ^  =  O d l a i ^ O ,  (2)

u (0 ,x ) =¥>i(x) ^  =  ip2{x) dla x £  [0,1] (3)

gdzie: F ,  f ,  <pi, <Pi -  funkcje zadane określone dla x € [0,1] i t  ̂  0, u -  funkcja szukana.
Szukam oszacowań a ’priori rozwiązania zadania (1)—(3) klasy

w 4' \ o, i)  n w?-2(o, i)  n w ^ ( o, i)  n w {2a\o , r), t < oo,

gdzie:

WTl’2( 0 ,1) -  przestrzeń funkcji posiadających uogólnione pochodne do rzędu n  włącznie
względem zmiennej x  6 (0 ,1), całkowalnych z kwadratem  na tym  przedziale,

W "’2(0 ,1) -  podprzestrzeń przestrzeni iy n'2(0 ,1) składająca się z funkcji m ających 
zwarty nośnik w przedziale (0,1),

W 2'2(0 ,T )  -  przestrzeń funkcji posiadających uogólnione pochodne do rzędu 2 włącznie 
względem t  G [0, T] T  < oo, całkowalne z kwadratem na tym przedziale.

T w ie rd z e n ie  1. Jeśli

a) A  i ’(0) =  0,
v£Df

b ) funkcja f ( t )  różniczkowalna, malejąca o wartościach z przedziału (0,1) dla t'¡z 0 oraz
cpi(x) posiada pochodne do rzędu 2 włącznie, (¿>2(2 ) £  -ń2(0 ,1),

to rozwiązanie trywialne równania (1) z warunkami (2), (3) jest stabilne w sensie definicji 

Mowczana.
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D o w ó d . Dla dowodu wprowadzam całkę energetyczną o postaci: 

R ozpatruję pochodną wzdłuż trajektorii równania (1)

dx. (4 )

d V ( t )
dt

Z (1) mamy:

1

- /
d u ( t ,x )  d2u ( t ,x )  1 d ( du[t

dt d t2 2 dt \ d x
i£ ) V  
c /

d 2u ( t ,x )  d3u ( t ,x )
d x 2 d x 2dt

dx. (5)

d u ( t ,x )  d2u ( t ,x )  _ d u ( t , x )  / d u ( t , x ) \  
dt d t2 dt \  d x  )

d*u{i, i )  du(t,  x) . d2u(t, x ) du(t,  x)
di*  d T ~  +  / ( i ) ^ k 2 (6)

Całkując przez części i wykorzystując warunki brzegowe oraz to, że u £ Wjf,2( 0 ,1) O 
Wol,2(0 ,1), otrzymujemy:

X

/
i )  d u ( t ,x )  

dx* dt
dx - i

{ d2u(t, x ) d3u(t, x ) j  f  d2u ( t ,x )  d 3u(t,  x)
dxd t d x3 J ' d x 2 d x 2dt

’-dx  (7)

J m
d2u ( t ,x )  du(t, x ) 

d x 2 d i T
dx

d u ( t , x ) d 2u ( t ,x )  _  1

id _  
'2  dt m du(t, x)  

dx
1 m i
2 dt V

du(t, x)  
dt V dx

+
du(t,  x)  

dx

dx

dx.

Z (6), (7), (8) i (5) dostajemy:

dV (t)
dt

l

- J d u ( t ,x )  j - ,(du{ t:x ) \  l d  
■t —

dt dt 2 dt m (  du(t,  
\  dx

x)
+

1 d fj t )  ( d u ( t ,x
2 di \  dx

\ 2 1 d
j  + 2 dt

du (t ,x )
dx

dx.

W ykorzystując założenia twierdzenia mamy oszacowanie o postaci:

(8)
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Całkując nierówność (9) po t otrzymujemy:

1 / n  / j  \ \ *  i 1 /  o  m  w  2

m - v ( V ) Ą f \ x - m  d x _ ł / [ w ( o ) ] p | ^
o  v  '  o  x  7

(10)

Z założenia b) mamy, że

V  0 <  1 - F [ t )  ^  M, <  1, (11)
M \  =cona<

a więc z (11), (10), i (4) otrzymujemy:

> u  j ( d u ( t , x )  

o
czyli

n o  -  n o )  ^  2 Mi j  ( — ^  i dx ^  M iV w

<12>
W ykorzystując znaną nierówność dla klasy funkcji 1) o postaci:

'd u (t, x)f  u2( t ,x )d x   ̂J  dx  (13)
0 o '  '

oraz (4) i (12) otrzymujemy:

i  2
/  u2( t ,x )d x  < 2V(t)  <    r r ^ ( 0 )  ^  A f7(0)

*/ i — m .\

gdzie:

M  = 2
1 -  AO ’

czyli ostatecznie otrzymujemy oszacowanie o postaci:

i
J  u2(t ,x )dx  ^  M V(0), (14)
o

z którego wynika teza tw ierdzenia..

P odobną m etodę stosuję do badania stabilności rozwiązań równań różniczkowych 
cząstkowych o postaci:

d2u ( t ,x )  d3 (  £P u(t ,x ) \  d (  du( t ,x )
------------- =  a i s  a W  +  « i  6(*J----------d t2 d x 3 \ d x 3 I dx  \  dx
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-  c(t, x)u(t, x)  -  d(t ,x )  (15)

=  0 (16)

dla x  6 [0 ,1], t ^  0,

du(<,0) du(t ,  1) ¿ F u ji,!)) <93u (i, 1) 9 5u (t ,0) 9 5u ( i , l )

d x  dx d x 3 dx 3 d x 5 9 x s

dla t 0,

«(0, x) =  ^ ( 2 ), du(0,^x) =  ^

dla 1  € [0,1] gdzie c (x ) ,  6(2), c(t ,x) ,  d ( t , x ), v>i(x), 1^2(2) -  funkcje dane określone dla 

2 € [0 ,1] i i  ^  0, u ( t , x )  -  funkcja nie znana.

Szukam oszacowań a ’priori rozwiązania zadania ( 15)—(17) klasy

v^6’2(o, 1) n w^-2(o, 1) n w^’2(o, i) n kv,f’2(o, i) n t^2’2(o,T), t < oo.

T w ie rd z e n ie  2. Jeśli współczynniki równania spełniają warunki:

a ) A a(x)  ^  0, b(x) 0 oraz
*e[o,i]

b ) f \  d(i, 2 ) ^  0, — — Sj 0 oraz
*£[0,1]

t> o

V  c(i, x) ^  Mi >  0,
M \ = co n st

c)

\ /  max < sup 0 (2 ), sup f>(x), sup c ( t ,x )  > ^  M2 
Mi=con,t I *e[o,i] *6(0,1] *ejo,i]

oraz funkcja ipi(x) € ¿ 2(0 ,1), a funkcja <pi(x) posiada pochodne do rzędu trzeciego włącz
nie całkowalne z kwadratem dla x  g (0,1), to rozwiązanie trywialne równania (15) z wa
runkami (16), (17) jest stabilne w sensie Mowczana.

D o w ó d . Dla dowodu wprowadzam całkę energetyczną o postaci:

1 j \ ( du ( t ,x )

2 / LV 9tm - 5 / l l= S raV + «•> (! + *W ( ^ ) !+

+  c(f, x)u2( t ,x )  dx. (18)
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Różniczkując (18) mamy:

dV ( t )  j [ du ( i , 1 3 2tt(f,a;)

dt J
0

[  dt d t 2 +fl(x) dx* dx*dt + b{x)~d-x— d ^ r +

dx. (19)

Z (19) i (15) dostajem y 

1
d V í t )  } [ d3 (  d3u ( t , x ) \  du ( t ,x )  d f  . d u ( t , x ) \  d u ( t ,x )
~ d r = J  t e  r x )~ ^ ~  —dx dt

, . . d u( t ,x )  ( d u ( ł ,x )
- c { t ,x ) a ( t , x ) — —--------d ( t , x ) ‘ -

dt
+  +a( x)

d 3u( t , x )  d4u ( t , x )

d x 3 d x 3dt
+

. d u ( t ,x )  d2u ( t ,x )  , . . du ( t ,x )  \ d  c( t ,x )  ,
+  K x ] -  d x  dxd t  +  c(*’*) “ ( ' . +  - , - ^ r 1 ^ )dt 2 dt

dx. (20)

Dokonując prostych operacji i uwzględniając (16) jak i założenie a) tw ierdzenia otrzym u
jemy:

d V { t)_ 
dt

l

- J —d(t, x )
d u ( t ,x ) \ 2 1 dc(t,x)

dt +
2 dt

V ( t ,  x ) dx. (21)

Na mocy założenia b) twierdzenia z (21) otrzymujemy nierówność o postaci:

V(t)  <  P(0). (22)

W ykorzystując drugą część założenia b) twierdzenia, (18) oraz nierówność (22) i założe
nie c) tw ierdzenia otrzym ujemy oszacowanie o postaci:

/ a « / dx

gdzie

C  =
2 M 2
M

Praw a strona nierówności tworzy normę warunków początkowych, lewa normę rozwią

zania..
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A b str a c t

Investigation of stability in Lapunow-Mowczan sense of the partial differential equa
tions solutions has been a topic of my work. The equations are of type:

d 2u
w = L { t ' x)u

where L { t ,x )  is an operator containing partial derivatives in relation to t  and partial 
derivatives of even range in relation to one-dimensional space variable x.

In itia l boundary problem is considered. The purpose of the work is to  obtain a  priori es
tim ation  of solution norms in suitable Sobolev spaces by using energetic estim ations. The 
stability  of partial differential equations in Mowczan’s definition sense which is a general
ization of classic stability comprehension introduced by Lapunow. The equation solution 
is stable according to  Mowczan if

A V II u ll°< 6 <i=i> II u IU< e
e>0 5>0
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where || u ||0 —  the  initial condition norm, |[ u ||i -— the solution norm.
T he difference between Lapunow and Mowczan definitions lies in using (by Mowczan) 

different norm s for the initial conditions and for the  solution.
I will take a square root from the system ’s energy in the moment i =  0 as norm s, and 

the norm  of space as the solution norm.
One of them  is initially-boundary problem of type:

d 2u ( t ,x )  ( d u \  d 4u . d2u . .
 = F  -57 I +  a U  +  / ( 0 o I 5  for * 6  [0,1] t £  0, (1)d t2 \ 9 t )  d x 4 d x2

cP'v.
u (i,0 ) =  u ( t , l ) =  ^ ( i , 0 )  =  — ( i , l )  = 0  for i 0, (2)

u (0 ,x)  =  ¥>i(x) ^ { D , x )  = for z 6 [0,1] (3)

where F , / ,  ip2 -  are given functions definite for t  ^  0 and x £ [0,1], u -  searched 
function.

We search for a  priori problem (1-3) solution of class W 4,2(0, l)flW ]f,2(0, l)n W * ,2(0, l)fl 
W'2,2(0 , T )  and we also investigate stability of equations of type

for x  6  [0,1], t ^  0,
w ith the boundary and initial conditions

9u( t , 0)  du(i,  1) 53u (i,0 ) _  93u(t, 1) _  9 5u (t,0 ) _  dsu(t,  1) _
d x  d x  dx3 d x 3 d x 5 d x 5

for t ^  0,

w(0,a:) =  dU- ~ j -  =  ip2(x) (6)

for x  €  [0,1],
where a(x), 6(x), c(t, x ), d(t ,x ) ,  ^ i(x ) , ^ ( x )  given functions definite for x £ [0,1], t >  0, 
u ( t , x ) -  unknown functions.


