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PEW N E POŚREDNIE METODY ANALIZY STABILNOŚCI 
UKŁADÓW  CIĄGŁYCH

S tre sz c z e n ie . Przedm iotem  moich badań są pewne jakościowe własności ukła
dów dynam icznych opisanych liniowymi układami równań różniczkowych cząstko
wych o postaci:

1) =  (¿o +  B ( t ,x ) ) u ( i ,  i ) ,

2) u (0 ,x ) =  <p0(x),

3) u ( i ,x )  = h (x ) (( t )  d la ( t ,x )  €  T,

®  =  / ( i , 0) =  0,

gdzie:

¿o —  jest n  x  n-wymiarowym macierzowym operatorem  różniczkowym wzglę
dem  zmiennych przestrzennych x =  (xi,

Z?(f, x)  — jest n x n-wymiarową macierzą funkcyjną,

h(x)  — funkcja skałarowa,

f o ( z ) ,  C(t)i /(t> 0 )  w(t, x) — funkcje wektorowe

oraz spełniony jest warunek zgodności warunku początkowego z warunkiem  brzego
wym w chwili t — 0.

T =  (0, T)  x  dD  — boczna powierzchnia walca,

dD  — brzeg Z), gdzie D  -  ograniczony, otwarty, spójny podzbiór n-wymiarowej 
przestrzeni Euklidesowej R", T  oo.

Przy następujących założeniach:

a) operator L0 przy zerowym warunku brzegowym generuje silnie ciągłą półgrupę 
operatorów przejścia { ^ (i,r)}  oraz norm a macierzy r )} spełnia oszaco
wanie wykładnicze o postaci:
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|| j>\t, x) ||<  C exp [~7(i -  r)] dla t ^  r  ^  0,

C , 7  -  stale dodatnie,

b) funkcja f [ t , Q  spełnia uogólniony warunek Lipschitza:

\ f ( i ,  Ci) -  f { t ,  Cs)! < a(ł)|Cx -  Cal oraz / (^  0) =  0,

c)

II C(<) ||=  |C(t)| gdzie |C(t)| = \ Z e 2,
i=i

d)

\ /  max
A/j ,M2=const

II L0A(x) ||,sup II B ( t , x ) h ( x ) II, Il /i(x) II 

II h(x) ||>  M l > 0 ,

<  Afa,

otrzym uję stabilność rozwiązania trywialnego badanego układu l) -3 )  w sensie La- 
punowa-Mowczana. P raca zawiera również wyniki dotyczące asymptotycznej stabil
ności rozwiązań badanego układu.

S O M E  I N D IR E C T  M E T H O D S  O F A N A L Y SIS  O F  S T A B IL IT Y  O F  
C O N T IN U O U S  S Y S T E M S

S u m m a ry . Some qualitive properties of dynamical systems described by linear 
partial differential equations has been a topic of my research. The equations are:

-  (Lq +  B ( t ,x ) ) u ( t ,x ) ,1)
du(t,  : 

dt

2) u (0, x

3) u ( t , x )

d((t)
f ( i ,  0) =  0dt 

where:

Lo — is an n x n  dimensional m atrix operator in relation to space variables 
x =  ( ^ i , ..., x n),

B (t ,  x ) — is an n x n  dimensional function m atrix, 

h(x)  — scalar function,
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£(f), u ( i , x ) — vector functions

and the condition of coincidence of the initial condition and the boundary condition 
is fulfilled in the moment t  — 0 .

T =  (0, T)  x  dD  — lateral surface of the cylinder,

d D  —  the boundary D,  where D  -  bounded, open, com pact subset of space Rn, 
T  ^  oo.

Under the  following conditions:

a) T he strong continuous semi-group of transition operators {^(tjT )} is generated 
by the Lq operator under the null boundary condition and the m atrix  norm  
{ / ( t , r ) }  fulfils exponential estimation

II |K  C e x p [—7 ( i - r ) ] for t  > t > 0 ,

C, 7  >  0,

b) the function fulfils generalized Lipschitz condition:

c)

<*)

l/K C i)  -  /K C 2)1 <  a(f)ICi -  C2I and f ( t ,  0) =  0 , 

|| C(f) ||=  |C(t)l where |C(f)| = \ 1=1

\ f  max
M i  ,M 2 = c o n s t

|| L 0h(x)  II,sup || B { t ,x )h (x )  ||, || h(x)  |[ 
00

|| h(x)  ||>  Mi >  0,

< m 2,

stability  of the trivial solution of the investigated system l)-3 ) in Lapunow-Mowczan 
sense is achieved. The results concerning asym ptotic stability of solutions of the 
investigated system  have also been included in the paper.
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H E K O T O P b lE  O C B E H H L JE  M E T O U b l A H A J IH 3 A  
yC T O M M M B O C T M  H E Ü P E P b lB H b lX  C H C T E M

Pe3K>Me. Ilpe^MeTOM MOHX HCCJieflOBaHKñ HBJIHIOUfl HCKOTOpbie K a^e- 
CTBeHHbie CBOÜCTBa flHHaMHMeCKHX CMCTeM OriMCaHHtJX JIHHeíÍHhlMH CHC- 
TeMaMH fln<}><j>epeHUHajii.Hbix MacTHbix ypaBHeinrit BHpa*eHHÜ:

1} ? ^ } = ( L o  + B ( t , x ) ) U( t ,x ) ,

2) u (0, i )  =

3) u ( t , x )  =  h ( x ) ( ; ( t )  « j a  ( í , i ) e r ,

®  =  /(* ,< ) /(< ,0) =  0

rflc:

L 0 — 0TO n x n pa3MepHHÜ MaTptraecKHñ fli-nJjc^epeHUHaJibHtiü onepaTop 
o T H o c H T e J i b H o  n p o c T p a H C T B e H H M X  n e p e M e H H b i x  X  =  ( x i ,

B ( t , x ) —  aTo n x n  pa3MepHaa (pyHKipioHHaH MaTpmja,

< ^ b (* ) , C ( i ) i  / ( í ,  C ), — B e K T o p H b ie  <()yH K rpin

a  T a K J K e  B b r n o j i H e H O  y c a o B H e  c o o T B e i i T B H H  H a ^ a j i b H o r o  y c j i o s n B  c  K p a e s H M  

y c a o B H e M  b o  B p e M f l  í  =  0 .

r  =  (0, T ) x d D  —  CoKOBan noBepxHocTb rpMHHApa,

d D  —  K p a f í  D ,  r f l e  D  -  o r p a m m e H H o e ,  o T K p H T o e ,  C B H 3 H o e  n o f l M H o * e c T B o  

n - n a 3 M e p H o r o  n p o c T p a H C T B a  S B K J i H f l o r r o  R ” ,  T  ^  o o .

I I p n  cjie^ysoiHHX n p e ^ n o c b u i K a x :

a) onepaT op n p u  HOJieBOM KpaesoM ycjioBnw reHepyeT Kpem<o HenpepMBHyio 
n o jiy rp y n n y  onepaTopoB n poxo^a  { / (í, r)}  a  Taxace HopMa MaTpwi^a 
{ ¿ ( í , r ) }  npeflCTaaJiHeT noxasaTeabuyio opcnKy Bblpa»ceiQM

II x ) IK  C exp  [—7(t -  r)] ¿pm t ^  t  ^  0,

C , 7  >  0,

b )  O T B e M a e T  o 6 o 6 (( )e H H O M y  y c n o B H i o  J l r a i i n i m a :
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d)

< m 2,\J  max
Mi,M2=const

|| L0h(x)  ||, sup || B ( t ,x )h (x )  ||, || h(x)  ||
t^O

II h(x)  ||>  1Wj >  0,

n o j iy M a M T  y c T p o n T» m o L (T b  T p u B H a j iŁ H o r o  p e m e H H H  H c c n e ^ y e M o i ł  C H C T e u u

l ) - 3 )  b  c M H C J ie  J ln n y H O B a -M o B M a H a . B  n a 6 o T e  T O » e  n o ^ a H b i  n e 3 y j i b T a T b i  

K a c a j o m H e i p i  a c H M n T O T H M e c K o fl y c T p o m a iB O C T H  p e n i e m m  H C C J ie f lŁ ie M o ii c h c -  

T e M H .

Rozważania moje dotyczą jakościowych własności układów dynamicznych opisanych 
liniowym układem  równań różniczkowych cząstkowych określonych w pewnym obszarze 
walcowym fi =  (0, T)  x D n -f 1 -  wymiarowym o osi równoległej do osi czasowej, gdzie: 

D  -  ograniczony, otwarty, spójny podzbiór n -  wymiarowej przestrzeni Euklidesowej
nr, t  < 00,

r  =  (0, T )  x dD  -  boczna powierzchnia walca, 
d D  -  brzeg D,
G -  podstaw a walca leżąca w hiperpłaszczyźnie t = 0.
Funkcje skalarowe, wektorowe określone na f2 i ełfł są funkcjami przestrzeni H ilberta 

odpowiednio i / i ( f ł) ,  H?(n).
B adania prowadzone są głównie w funkcyjnej przestrzeni wektorowej L 2 oraz w funk- 

cyjnej przestrzeni skalarowej L 2.

R ozpatruję układ:

du(i,  a:)
di

u (0,x ) =  (2)

u ( t ,x )  = h(x)(( t)  dla (i, i )  6 T, (3)

¿ a t )
dt

/ ( f , 0) =  0,

gdzie:

L0 — jest n  x n -  wymiarowym macierzowym operatorem różniczkowym względem 
zmiennych przestrzennych x  =  (xi, . . . ,xn),

B ( t , a:) — jest n  x n -  wymiarową macierzą funkcyjną,

h(x)  — funkcja skalarowa,
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Voix),  C(t)> f { t ,  () ,  u ( t , x ) — funkcje wektorowe 

Z a ło ż e n ia  p o d sta w o w e

A ) zgodność warunku początkowego z warunkiem brzegowym w chwili t — 0,

B) operator ¿o przy zerowym warunku brzegowym generuje silnie ciągłą półgrupę ope
ratorów przejścia tzn. rozwiązanie układu

dam , że istnieje i jest jednoznaczne rozwiązanie zagadnienia opisanego danym  równaniem 
spełniającym  zadane warunki brzegowe jak i początkowe.

Oceny rozwiązań dokonuję na podstawie pojęcia normy [4j.
Indukowane normy są oznaczone przez || • ||; (i = 1 ,2 )  czy też przez || • ||.
W badaniu stabilności rozwiązań układu posługuję się dwoma normam i || • ||i oraz || • ¡|2 
odpowiednio w przestrzeniach H2 o następujących własnościach:

« (0,a:) =  ¥>0(2:),

u ( t ,x )  =  h(x)(( t)  d l a ( < ,x ) g r ,

da się zapisać w postaci:

oraz norm a operatora { /(¿ ,x )}  spełnia oszacowanie expotencjalne o postaci:

(4)

C , 7 -  stałe dodatnie,

C ) funkcja f ( t ,  ( )  spełnia uogólniony warunek Lipschitza:

l/(f.C i) -  /(f>Cz)I <  “ (OlCi -  C2I oraz / ( i , 0) =  0 , (5)

D )
n

I K ( i )  ||= K ( 0 l  gdzie |C(t)| =  r £ ( ? •
> 1 = 1

(6)

Iloczyn dwóch funkcji wektorowych rozumiemy w sensie iloczynu skałarowego. Zakła-

a) || u ( t ,x )  ||j oraz || u( t ,x )  || są dla każdego t €  (0,T ) nieujemnymi liczbami rzeczywi
stym i,
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b) || u ( ł , x ) H2 jest ciągła względem || u(t,  x) ||i w punkcie t =  0, tzn.

A V II u(°'x) lli< S =HI “ (0-z) !!»< £-
£>0 i>0

W prowadzenie dwóch norm do badania stabilności rozwiązań związane jest z róż
nymi charakterystykam i procesów zachodzących w układach dynamicznych n a  początku 
i w czasie trw ania ruchu. Korzystam z normy w przestrzeni Z,2 o budowie:

II «(*>*) 11= \
j  u2(t,x)dx .

Nie zm niejszając ogólności analizy przyjmuję, że układy równań posiadają rozwiązanie 
tryw ialne u{t, x)  =  0.

D e fin ic ja  1. Rozwiązanie u ( t ,x )  =  0 równania jest stabilne względem warunku po
czątkowego, jeżeli

A V II M®) ll°<  ̂=> A II u(^x) lli<
£>0i>0 o

D e fin ic ja  2. Rozwiązanie u ( t ,x )  =  0 równania jest asymptotycznie stabilne względem 
warunku początkowego, jeżeli jest stabilne względem warunku początkowego oraz

lim || u(t, x) |h =  0.
t —*oo

Przy badaniu stabilności rozwiązania zerowego wykorzystuję półgrupowe własności 
rozwiązań liniowych [1, 4]. W dowodach twierdzeń korzystam z nierówności Gronwalla- 
-Bellm ana [2, 3].

R ozpatrzm y układ 1)—3).
Z w arunku A ) mamy:

A  ń(x)C(0) =  ipo(i).
x£dD

Z w arunku C ) wynikają oszacowania:

dC(t)
=  O K  « (0 IC (* )U  (7)dt

IC (0 K  IC(0) |ex p y  a(r)dr .  (8)
o

Przyjm ując
u( t ,x )  -  w ( t ,x )  + h (x)(( t)  (9)

otrzym uję:

^  = (Lo+  B { t ,x ) )w { t ,x )  -  Mx ) ^ ~  +

+  L0h(x)(;(t) + B ( t ,x )h (x ) ( ( t ) ,  (10)

ip0{x) = w (0,x) + h(x)C(0). (11)
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T w ie rd z e n ie  1 . Jeżeli spełnione są założenia podstawowe oraz

a) istnieją stałe M lt Mz takie, że

max || L0h(x)  ||, sup || B(t,x)h.(x)  ||, | | h{x) || < M 2,

|| h(x)  ||>  M, > 0,

b ) | | f i ( i , x ) | |  i a ( i)  są całkowalne dla t €  (0, oo),

to rozwiązanie trywialne układu ( l)- (3 )  jest stabilne względem warunku początkowego 
w sensie Dejinicji 1.

D o w ó d . K orzystając z własności półgrupowych i przechodząc do normy z (10) otrzy
m uję nierówność całkową o postaci:

t
II M«,®) |K  C e x p ( - 7 i) || w(D,x) || +C J  || B ( t ,x )  |||| w (t,x )  || dr+

+ C  j [ e x p ( -7 (i -  r ) )  || L0h ( x ) a r )  || +  || B ( t ,x )h {x )C(t) || +  || h(x  

Stosując uogólnioną nierówność Gronwalla-Bellmana otrzymuję:

dr.

II w ( i , x )  | |^  C  exp(—y i ) | | |  ŁŁ)(0, ar) || + C  J  ex p 7 r

+  || B (t ,x )h (x )C (r)  || +  || M * ) ^ l l dr  > exp C  J'  n

II L 0h(x)C(r)  || +  

II B ( t ,x )  || dr.

Na mocy założenia a) mamy:

(12)

{ t

II ^ ( 0, ar) || +  J  ex p 7 r  |m 2(2 || ( ( r )  || +
0

+  II II) d r \ e x p c j  II B {t ,x )  || dr.
* O

Z założenia b ) wynika, że istnieją takie stałe M3, M4, M5, że dla każdego t 6  (0, oo)

t

exp J  a(t)dr  < Mą, |or(t)| < Ai3, (13)
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l
J  \ \ B ( t , x ) \ \ d r  < M S. (14)
0

Z (13), (14) i (12) mamy:

II w(t,x) ||< cjll u)(0,z) || + J  exp(-7 (l -  r)) [m2(2)<(0)A/4
1 n

+ M3(C(0))M4]drjexpC'M5. (15)
W ykorzystując oszacowanie o postaci:

/  exp (—7 (t — r))  dr  < — 
J  ^

oraz kładąc

M  — m ax | c e x p  C M 5, — ( M ^ M ą 4- exp CM$

z (15) otrzym uję:
i| w (t ,x )  ||<  Af [|| w(0,:e) || + |( (0 ) |] . (16)

Z (11) mamy:

II w (0 ,z ) ||= || vo(x) -  h(z)C(0) U \ \  ^o(z) II +  II h(x)  II |f(0 ) |. (17)

W ykorzystując (9), (8), (13) oraz kładąc

k =  M  +  (M  + M4) || h(x)  ||, 

z uzyskanych nierówności (16) i (17) otrzymuję oszacowanie o postaci:

II u ( t ,x )  |K  & [|| <Po(x ) || + |C(0)|]. (18)

Z założenia podstawowego A ) mamy:

II M * )  11=11 M*)C(0) II ■ (19)

Ponieważ
II M*)C(0) ||2=  j h \ x )  (c?(0) +  . . .  +  Cn(0)) dx  =

D

= (c?(0) +  ■ ■ • +  Cn(0)) /  h2(x)dx = |C(0 )|2 II h(x)  f ,  (20)
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więc z (20), (21) i założenia a) uzyskuję oszacowanie o postaci:

lc(o)i <  (2 i )

O statecznie z (18) i (21) kładąc

otrzym uję oszacowanie normy rozwiązania poprzez normę warunków początkowych o po
staci:

II u ( i ,x )  ||<  ko II ipo(i) II

co kończy dowód twierdzenia..

T w ie rd z e n ie  2. Jeśli spełnione są założenia podstawowe oraz

a) założenie a ) twierdzenia 1,

b ) istnieją stałe L, C takie, że dla każdego t 0

a(t)  < L <  oo, (22)

|| B ( i ,x )  || i? Af3, (23)

II f ( t ,  r) || i  C, (24)

to rozwiązanie trywialne układu ( l)- (3 )  jest stabilne w przedziale skończonym  (0, T )  dla 
dowolnego T  <  oo w sensie Definicji 1.

D o w ó d . W ykorzystując założenie podstawowe C ) oraz założenie b ) Twierdzenia 2 
z (7), (8) i (22) otrzymuję:

|C(t)| ii |£ (0 )|expL i ^  |C (0)|expLT dla t ^  T, (25)

d mdt - |/ ( i ,C ) K L |C ( 0 ) |e x p L T .  (26)

Dokonując przekształceń analogicznych jak w dowodzie Twierdzenia 1 uzyskuję nierów
ność o postaci:

{ (
|| ui(0, x)  || +  J  exp Jm2(2|C(0)| exp L T +

0

+  L |((0 )| exp L r j d r j  exp MfiTC  (27)
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K ładąc M  =  m ax{2M 2exp L T ,M iL e x p  L T }  uzyskuję oszacowanie:

|| » (« ,* )  | |$  C[\\ w(o,x)  || + 2 M \ m \ M } e x p M 3T C .  (28)

Prowadząc dalsze rozważania jak  w dowodzie twierdzenia 1 otrzym uję tezę tw ierdzenia..

T w ie rd z e n ie  3. Jeżeli

a) istnieją stałe 7 , C 1, dla których:

I C C * )
¿ m

$  Ci exp(—7t) |( ( 0)|, (29)

si C ,e x p ( - 7 i)|C(0)|, (30)
dt

b) spełnione są założenia podstawowe oraz

/i.™ 7 /  II b(t ' ̂  IIdr < C' ^
0

c) spełnione jest założenie a) Twierdzenia 1,

to rozwiązanie trywialne układu ( l ) - (3 )  jest asymptotycznie stabilne w sensie Definicji 2. 

D o w ó d .
Postępując tak  samo jak w dowodzie Twierdzenia 1 otrzymujemy nierówność o postaci:

i
II w { t ,x )  | |$  C e x p (—7t)[ || ti>(0,x ) || +3C 1|C(0)|M2i]ex p C  J  || B ( t , x )  || dr. (32)

0

Z nierówności (32) mamy:

II w ( t ,x )  IK  C di «7(0, x) II + 3C iM 2|C(0)|i]ex p C t  ^ + 7 /  II B { t ,x )  || d r j  (33)

W ykorzystując założenie b )  twierdzenia z (33) otrzymuję, że

Hm || w (t ,x )  ||=  0.

Z założeń podstawowych, założenia a) twierdzenia oraz (9) mamy:

II «(<»*) IKII w {t ,x )  || +  || h { x ) m  11$

$ | |  h(x)  || |C (t)|+  || w {t ,x )  ||$
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<11 h(x) II C ie x p ( - 7í ) |( ( 0) |+  y w(í>x) y, (34)

skąd otrzymujemy, że
lim II u ( t ,x )  ||=  0.

Na mocy założenia b) mamy

expC t (35)

gdzie C  pew na sta ła  dodatnia.
Z (34) i (35) otrzymujemy asymptotyczną stabilność w sensie Definicji 2.m

L ite r a tu r a

[1] N. Dunford, I. Schwartz, Linear operators, Part II, New York-Londori 1963.

[2] R. Bellman, The Boundedness of Solutoins of Infinite Systems of Linear Differential 
Equations, Duke M ath. I. 14 (1947), 695-706.

[3] B. P. Demidowicz, Matematyczna teoria stabilności, Warszawa 1972.

[4] E. Hille, Functional Analysis and Semigroups, American M athem atical Sosiety, New
York 1943.

[5] F. Kozin, On the almost sure stability of linear systems with rondom coefficients, 
Journal of M athem atic and Phyries. 42, 1 (1963), 59-67.

Wpłynęło do redakcji 13.09.199f r.

Recenzent: Prof. dr hab. Janusz Szopa



Pewne pośrednie m etody analizy stabilności. 95

A b str a c t

Some qualitive properties of dynamical systems described by linear partial differential 
equations has been a topic of my research. The equations are:

1) d- ^ ^  =  {L0 + B { t , x ) )u { t , x ) ,

2) u (0,x ) =  <fo(x),

3) u ( t ,x )  =  f o r ( < , x ) e r ,

= 0 /(*,o) =o,
where:

Lo —  is an n  X n  dimensional matrix operator in relation to space variables x =
(x i ,.. .,  Xn)j

B ( t , x )  — is an n x n dimensional function matrix, 

h(x)  — scalar function,

Vo(x), C(f)i / (UC)j  u ( t ,x )  — vector functions

and the  condition of coincidence of the initial condition and the boundary condition 
is fulfilled in the m om ent t — 0.

T =  (0, T )  x dD  — lateral surface of the cylinder,

dD  —  the boundary £), where D -  hounded, open, compact subset of space IRn , T  ^  oo. 

U nder the following conditions:

a) T he strong continuous semi-group of transition operators { f ( t ,  r)}  is generated by
the  L0 operator under the null boundary condition and the m atrix  norm { /( i ,? -)} 
fulfils exponential estim ation

|| x) | |^  C exp [—7(t — r)] for t ^  r  ^  0,

C, 7  >  0 ,

b ) the function / ( f ,  0  fulfils generalized Lipschitz condition:

I/(* , Cl) -  /(*  > Cz)| <  a(<)|Ci -  C2I and f ( t ,  0) =  0,



96 D. Jam a

<0

d)

II C W  11= ICW I where |C(OI E C 2

V  max
M \  ,M '2~  c o n s t

|| L 0h{x) ||,sup  || B(t ,  x)h(x)  ||, || h(x)  ||
t^O

II h[x) ||>  Ml > 0,

<  M 2

stability  of the trivial solution of the investigated system l)-3 ) in Lapunow-Mowczan sense 
is achieved. The results concerning asymptotic stability of solutions of the investigated 
system  have also been included in the paper.

The results of my work are the following theorems:

T h eo rem  1. I f  the basic conditions are fulfilled and

a) the constants M i, M 2 exist so that:

max || Loh(x) | | , sup || B (t ,x )h (x )  ||, || h(x)  || <  M 2,
tjo

II h(x)  ||>  M, >  0,

b ) || B ( t , x )  || i a ( i)  are integrable f o r t  € (0, oo)

then the trivial solution of the (1-3) system is stable in Lapunow-Mowczan sense. 

T h eo rem  2. I f  the basic conditions are fulfilled and

a(t) < L < oo,

| | 5 ( i , * ) | |  Ü M3, 

l l / W W I I  <  C,

the trivial solution of the (1-3) system is stable in the finite interval (0,T) .

T h eo rem  3. I f

a) the constants 7 , C\ exist so that:

^  C ie x p ( -7 i)|C(0)|,ICW

dt
si C\ exp(—7i) |( ( 0)|,
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b) basic conditions are fulfilled and

Z™, 7 /  Il IIdr <  C ’
0

c) the condition a) o f  theorem 1 is fulfilled,

then the trivial solution o f  the (1-3) system is asymptotic stable.

The theory of strong continuous semi-groups generated by the L0 operator and Gron- 
wall-Bellman inequality were used in the proofs.


