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PEWNE POSREDNIE METODY ANALIZY STABILNOSCI
UKEADOW CIAGLYCH

Streszczenie. Przedmiotem moich badan sg pewne jakoSciowe wasnosci ukta-
déw dynamicznych opisanych liniowymi uktadami réwnan rézniczkowych czastko-
wych o postaci:

1) = (¢0 + B(t,x))u(i, i),

2) u(0,x) = 0(x),

3) u(i,x) = h(x)((t) dla (t,x) € T,
® = /(i,0) =0,

gdzie:

¢0 — jest n x n-wymiarowym macierzowym operatorem rézniczkowym wzgle-
dem zmiennych przestrzennych x = (xi,

Z?(f,x) — jest n x n-wymiarowa macierza funkcyjna,
h(x) — funkcja skatarowa,
fo(z), C(t)i /(t>0) w(t, x) — funkcje wektorowe

oraz spetniony jest warunek zgodno$ci warunku poczatkowego z warunkiem brzego-
wym w chwili t —0.

T= (0,T) xdD — boczna powierzchnia walca,

dD — brzeg Z), gdzie D - ograniczony, otwarty, spojny podzbiér n-wymiarowej
przestrzeni Euklidesowej R", T oo.

Przy nastepujacych zatozeniach:

a) operator LOprzy zerowym warunku brzegowym generuje silnie ciggtg pétgrupe
operatoréw przejscia {~(i,r)} oraz norma macierzy r)} spetnia oszaco-
wanie wyktadnicze o postaci:
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I i>\t, x) ||< Cexp [~7(i - )] dlat”™r ~0,
C, 7 - stale dodatnie,

b) funkcja f[t,Q spetnia uogdlniony warunek Lipschitza:
\f(i, Ci) - f{t, Cs)! < a(h)|Cx - Cal oraz /(™ 0) = 0,
c)

I C< ||= |C(Y)] gdzie [C(t)| = | Z e 2,

\ i=i
d)

\/ max I LOA(x) ||,sup N B(t,x)h(x) I, 1/i(x) I < Afa,
Alj ,M2=const

Ih(x) [|> MI >0,

otrzymuje stabilno$é rozwigzania trywialnego badanego uktadu 1)-3) w sensie La-
punowa-Mowczana. Praca zawiera réwniez wyniki dotyczace asymptotycznej stabil-
nosci rozwigzan badanego uktadu.

SOME INDIRECT METHODS OF ANALYSIS OF STABILITY OF
CONTINUOUS SYSTEMS

Summary. Some qualitive properties of dynamical systems described by linear
partial differential equations has been a topic of my research. The equations are:

du(t, :
) o L BL)u(tx),
2) u(o,x
3) u(t,x)
d((t) _
dt f(i,00=0
where:
Lo — is an n x n dimensional matrix operator in relation to space variables
X = (M., xn),

B(t, x) — is an n x n dimensional function matrix,

h(x) — scalar function,
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£(f), u(i,x)— vector functions

and the condition of coincidence of the initial condition and the boundary condition
is fulfilled in the moment t —O0.

T=(0,T) x dD — lateral surface of the cylinder,

dD — the boundary D, where D - bounded, open, compact subset of space Rn,
T ”~ oo.

Under the following conditions:

a) The strong continuous semi-group of transition operators {*(tjT)} is generated

by the Lq operator under the null boundary condition and the matrix norm
{/(t,r)} fulfils exponential estimation

[ |K Cexp[—7(i-r)] fort >¢ >0,
C, 7>0,
b) the function fulfils generalized Lipschitz condition:
I/KCi) - IKC21< a(f)ICi - QI and f(t, 0) = 0,
c)
I C 1= ICO! where |C(f)| =

\ =1

<

\f max | LOh(x) ||,Sé.l(5) [ BL{t,x)h () [, | h(X) [ < m2,

Mi ,M2=const
I h(x) II> Mi >0,
stability of the trivial solution of the investigated system 1)-3) in Lapunow-Mowczan

sense is achieved. The results concerning asymptotic stability of solutions of the
investigated system have also been included in the paper.
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HEKOTOPbIE OCBEHHLJE METOUDbI AHAJIH3A
yCTOMMMBOCTM HEUPEPbLIBHbIX CHCTEM

Pe3K>Me. Ilpe”MeTOM MOHX HCClieflOBaHKA HBIIHIOUfl HCKOTOpbie Ka”e-
CTBeHHbie CBOUCTBa fIHHaMHMeCKHX CMCTeM OriMCaHHtIX JIHHeilHhIMH CHC-
TeMaMH fIn<}><j>epeHUHajii.Hbix MacTHbix ypaBHeinrit BHpa*eHHU:

13 ?7}= (Lo +B(t,x))Utx),

2) u(o,i) =

3) u(t,x) = h()G) «ja (f,i)er,
® =/(*<) /(<,0)=0

rflc:

LO — 0TO n x n pa3MepHHU MaTptraecKH# fli-nJjcrepeHUHalibHtiii onepaTop
0oTHocHTelibHo npocTpaHCTBeHHM X nepeMeHHbix X = (xi,

B(t,X) — aTon x Il pa3MepHaa (pyHKipioHHaH MaTpmja,
<Ab(*), Cc(i)i /(i, C), — BeKTopHbie <()yHKrpin

a TaKJKe BbrnojiHeHO ycaoBHe cooTBeiiTBHH Ha”ajibHoro ycjiosnB ¢ KpaesHM
ycaoBHeM bo BpeMfl i= 0.

0, T) x dD — CoKOBan noBepxHocTh rpMHHApa,

r =
dD — Kpafi D, rfle D - orpammeHHoe, oTKpHToe, CBH3Hoe noflIM Ho*ecTBo

n-na3MepHoro npocTpaHCTBa SBKJIJiHflorro R”, T » oo.
lipn cjie"ysoiHHX npernocbuiKax:

a) onepaTop npu HOJieBOM KpaesoM ycjioBnw reHepyeT Kpem<o HenpepMBHYyio
nojiyrpynny onepaTopoB npoxo”a {/(i,r)} a Taxace HopMa MaTpwi*a
{¢ (i,r)}y npeflCTaaliHeT noxasaTeabuyio opcnKy Bblpa»ceiQM

Il X) IK Cexp 7 (t - r)] (pm t At A O,

C, 7>0,

b) OTBeMaeT 0606(()eHHOMY ycnoBHio Jlraiinima:
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d)
\ max | LOh(x) II,S% [ B(t,x)h(x) I, 1 h(x) | < m2,
Mi, M2=const t

h(x) [|> 3 > 0,

nojiyMaMT ycTponPbmoL(Tb TpuBHajitHoro pemeHHH Hccne~ryeMoit CHCTeuu
1)-3) b cMHCJie JInnyHOBa-MoBMaHa. B na6oTe TOw»e no”aHbi ne3yjibTaThi
KacajomHeipi acHMnTOTHMecKofl ycTpomaiBOCTH peniemm HCCJieflbieMoii chc-
TeMH.

Rozwazania moje dotyczg jakosciowych wiasnosci uktadéw dynamicznych opisanych
liniowym uktadem réwnan rézniczkowych czastkowych okreslonych w pewnym obszarze
walcowym fi = (0,T) x D n-f1- wymiarowym o osi réwnolegtej do osi czasowej, gdzie:

D - ograniczony, otwarty, spéjny podzbiér n - wymiarowej przestrzeni Euklidesowej
nr,t+ < oo,

r = (0,T) x dD - boczna powierzchnia walca,

dD - brzeg D,

G - podstawa walca lezagca w hiperptaszczyznie t = 0.

Funkcje skalarowe, wektorowe okreslone na f2 i etft sg funkcjami przestrzeni Hilberta
odpowiednio i/i(ft), H?(n).

Badania prowadzone sg gtéwnie w funkcyjnej przestrzeni wektorowej L2 oraz w funk-
cyjnej przestrzeni skalarowej L2.

Rozpatruje uktad:

du(i, a)
di
u(0,x) = (2)
u(t,x) = h)((t) dla (i,i) 6 T, 3)
cat) _
dt /(f,0) =0,

gdzie:

LO— jest n x n - wymiarowym macierzowym operatorem rézniczkowym wzgledem
zmiennych przestrzennych x = (xi, ...,xn),

B(t,a) — jest n x n - wymiarowg macierzg funkcyjna,

h(x) — funkcja skalarowa,
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Voix), C()> f{t, (), u(t,x) — funkcje wektorowe
Zatozenia podstawowe

A) zgodno$¢ warunku poczatkowego z warunkiem brzegowym w chwili t —0,

B) operator ¢0 przy zerowym warunku brzegowym generuje silnie ciggta potgrupe ope-

ratoréw przejscia tzn. rozwigzanie uktadu
«(0,a) = ¥0(2),
u(tx) = h(x)((t) dla(<,x)gr,

da sie zapisa¢ w postaci:

oraz norma operatora {/(;,x)} spetnia oszacowanie expotencjalne o postaci:

4
C, 7 - state dodatnie,
C) funkcja f(t, () spetnia uog6lniony warunek Lipschitza:
I/(f.Ci) - /(f>Cz)l < “(OICi - QI oraz /(i,0) = 0, (5)
D)
IK (i) [I= K (Ol dzie [C(t)] = 1 £ (2 (6)
ONI! ( gdzie [C(1)] >1:1(

lloczyn dwéch funkcji wektorowych rozumiemy w sensie iloczynu skatarowego. Zakta-
dam, ze istnieje i jest jednoznaczne rozwigzanie zagadnienia opisanego danym réwnaniem
spetniajagcym zadane warunki brzegowe jak i poczatkowe.

Oceny rozwigzan dokonuje na podstawie pojecia normy [4j.
Indukowane normy sg oznaczone przez || «||; (i =1,2) czy tez przez | «||.
W badaniu stabilno$ci rozwigzan uktadu postuguje sie dwoma normami || «||i oraz || « |2
odpowiednio w przestrzeniach H2 o nastepujacych wiasnosciach:

a) |l u(t,x) |lj oraz || u(t,x) || sa dla kazdego t € (0,T) nieujemnymi liczbami rzeczywi-
stymi,
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b) | u(t,x) Hjest ciggta wzgledem | u(t, x) |i w punkcie t = 0, tzn.
(e} ] < - 113 "»< -
AV u(®'x) lli< S=HI “(0z) < £

Woprowadzenie dwoch norm do badania stabilno$ci rozwigzan zwigzane jest z réz-
nymi charakterystykami proceséw zachodzacych w uktadach dynamicznych na poczatku
i w czasie trwania ruchu. Korzystam z normy w przestrzeni Z2 o budowie:

Il «(*>*) 1= \ j u2(t,x)dx.

Nie zmniejszajac ogélnosci analizy przyjmuje, ze uktady réwnan posiadaja rozwigzanie
trywialne u{t, x) = 0.

Definicja 1. Rozwigzanie u(t,x) = 0 roéwnania jest stabilne wzgledem warunku po-
czatkowego, jezeli

AV IM®) IP<~=> A 1u(*x) lli<
£0i>0 0

Definicja 2. Rozwigzanie u(t,x) = 0 réwnaniajest asymptotycznie stabilne wzgledem
warunku poczatkowego, jezeli jest stabilne wzgledem warunku poczatkowego oraz

tu*rpO [l u(t, x) |h= 0.

Przy badaniu stabilno$ci rozwigzania zerowego wykorzystuje pdétgrupowe wiasnosci
rozwiazan liniowych [1, 4]. W dowodach twierdzen korzystam z nieréwnosci Gronwalla-
-Bellmana [2, 3].

Rozpatrzmy uktad 1)-3).

Z warunku A) mamy:
A N"(x)C(0) = ipo(i).

x£dD
Z warunku C) wynikajg oszacowania:
dc(t)
at = 0 K «(0IC(*)U ()
IC(0OK IC(0)|expy a(r)dr. (8)
0
Przyjmujac
u(t,x) - w(t,x) +h(x)((t) (9
otrzymuje:
A= (Lo+ B{t,x))w{t,x) - Mx) "~ +
+  LOh(X)((t) + B(t,x)h(x)((1), (10

ipo{x) = w(0,x) + h(x)C(0). (11)
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Twierdzenie 1. Jezeli spetnione sg zatozenia podstawowe oraz

a) istniejg state MIt Mz takie, ze
max || LOh(x) [l sup || B(t.x)h.(x) [LIl h{x) | <M 2,
[h(x) 1> M, >0,

b) ||fi(i,x)]|| ia(i) sa catkowalne dla t € (0,00),

to rozwigzanie trywialne uktadu (I)-(3) jest stabilne wzgledem warunku poczatkowego
w sensie Dejinicji 1

Dowo6d. Korzystajac z whasnosci potgrupowych i przechodzac do normy z (10) otrzy-
muje nierownos$¢ catkowg o postaci:

t

I Me,®) [K Cexp(-7i) | wDx) || +CJ 1 B(t,x) [l w(tx) || dr+

+CJ [exp(-7(i - r)) | LOh(x)ar) || + || B(t,x)h{x)C(®) || + || h(x dr.

Stosujgc uogdlniong nierowno$¢ Gronwalla-Bellmana otrzymuje:

Hw(i,x) || Cexp(—yi)|l| 1O, a) || +C\] exp7r HLOh(X)C(r) | +

+ I BXORG)C(r) [+ | M *)A 11 drrexpCd 1B(tx) | dr.
n

Na mocy zatozenia a) mamy:

{"(O,af) I+ exp7rima@ | () | +
0

+ Iy driexpcj I B{t,x) | dr. (12)
* (0]

Z zatozenia b) wynika, ze istniejg takie state M3, M4, M5, ze dla kazdego t 6 (0, 00)

epr a(t)dr < Ma, lor(t)] < Ai3, (13)
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1 VB(tX)\dr <M,
0

Z (13), (14) i (12) mamy:

bty [I<gill U2 | +) e-70- 1) B304
+MI))MidjeqCVb

Wykorzystujgc oszacowanie o postaci:
J/ exp (—7(t—r)) dr < —
oraz ktadac
M —max |cexp CM5,—(MAMQ4 exp CM$

z (15) otrzymuje:
i w(t,x) [I< ATl w(0,:e) | +[((0)].

Z (11) mamy:
Iw(0,z)||=]] vo(x) - h(z)C(0) U\\ ~o(z) I+ I h(x)Il [f(0)].

Wykorzystujac (9), (8), (13) oraz ktadac

k=M + (M + M4 | h(x) [,
z uzyskanych nieréwnosci (16) i (17) otrzymuje oszacowanie 0 postaci:

hu(t,x) [K &[] <Poix) || +[C(0)[].
Z zatozenia podstawowego A) mamy:
Il M*) 11=11 M*)C(0) Il m

Poniewaz

Il M*)C(0) ||2:J h\x) (c2(0) + ... + Cn(0)) dx =
D

= (c?(0) + mm+ Cn(0)) / h2(x)dx = |C(0)|2 Ih(x) f,

91

(14)

B

(16)

n

(18)

(19)

(20)
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wiec z (20), (21) i zatozenia a) uzyskuje oszacowanie 0 postaci:

Ic(o)i < (2i)

Ostatecznie z (18) i (21) ktadac

otrzymuje oszacowanie normy rozwigzania poprzez norme warunkéw poczatkowych o po-
staci:

Hu(i,x) ||< ko lipo(i) 1

co konczy dowod twierdzenia..

Twierdzenie 2. Jesli spetnione sg zatozenia podstawowe oraz

a) zatozenie a) twierdzenia 1,

b) istniejg state L, C takie, ze dla kazdegot 0
a(t) <L < oo, (22)
[ B(i,x) || i? Af3, (23)
Nf(t,r) | i C, (24)

to rozwigzanie trywialne uktadu (I)-(3) jest stabilne w przedziale skoriczonym (0, T) dla
dowolnego T < oo w sensie Definicji 1

Dowdd. Wykorzystujac zatozenie podstawowe C) oraz zatozenie b) Twierdzenia 2
z (7), (8) i (22) otrzymuje:

IC()| ii [E(0)lexpLi ~ |C(O)jexpLT  dlatA T, (25)
9 L/Gi.CHK LIC(0)]expLT. (26)

Dokonujac przeksztatcen analogicznych jak w dowodzie Twierdzenia 1 uzyskuje nierow-
no$¢ o postaci:

{ (
[ ui(0,x) || + J exp Im2(2|C(0)| exp LT +
0

+ L|((0)|expLrjdrjexp MfiTC 27)
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Ktadagc M = max{2M2exp LT,MiLexp LT} uzyskuje oszacowanie:
[ »(«,*) ||$ C[\\ w(o,x) || +2M\m\M }expM 3TC. (28)

Prowadzac dalsze rozwazania jak w dowodzie twierdzenia 1 otrzymuje teze twierdzenia..

Twierdzenie 3. Jezeli

a) istniejg state 7, C1, dla ktérych:

icct)  $ Ciexp(—t)|((0), (29)
C"(H‘ si C.exp(-7i)C(0)], (30)

b) spetnione sg zatozenia podstawowe oraz

Am™7/ Ab(E~ Hidr <C A

c) spetnione jest zatozenie a) Twierdzenia 1,

to rozwiagzanie trywialne uktadu (1)-(3) jest asymptotycznie stabilne w sensie Definicji 2.

Dowadd.
Postepujac tak samo jak w dowodzie Twierdzenia 1 otrzymujemy nieréwno$¢ o postaci:

i
Iw{t,x) [I$ Cexp(—7t)[|| iX0,x) || +3C1|C(0)M2ilexpC J || B(t,x) [dr.  (32)
0

Z nierdwnosci (32) mamy:
Iw(t,x) IK Cdi «10,x) I +3CiM2|C(0)]ilexpCt ~ + 7/ 1 B{t,x) || drj(33)

Wykorzystujgc zatozenie b) twierdzenia z (33) otrzymuje, ze
Hm || w(t,x) ||= 0.
Z zatozen podstawowych, zatozenia a) twierdzenia oraz (9) mamy:
I «(<»*) IKILw{t,x) ||+ | h{x)m 1$

$I1hO) IICOI* Tw{t,x) 1I$
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<A hX) I ciexp(-71)|((0)|+ Yw(i>x) y, (34)

skad otrzymujemy, ze
lim Nu(t,x) ||= 0.

Na mocy zatozenia b) mamy
expCt (35)

gdzie C pewna stata dodatnia.
Z (34) i (35) otrzymujemy asymptotyczng stabilno$¢ w sensie Definicji 2.m
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Abstract

Some qualitive properties of dynamical systems described by linear partial differential
equations has been a topic of my research. The equations are:

1 dr no={Lo+ B{t,x))u{t,x),
2) u(0,x) = <fo(x),
3) u(t,x) = for(<,x)er,
= 0 /(*0) =0,
where:
Lo — is an n x n dimensional matrix operator in relation to space variables x =
(xi,..., Xn)j
B(t,x) — is an n x n dimensional function matrix,

h(x) — scalar function,
Vo(x), C(f)i /(UC)j u(t,x) — vector functions

and the condition of coincidence of the initial condition and the boundary condition

is fulfilled in the moment t —0.

T= (0,T) x dD — lateral surface of the cylinder,

dD — the boundary £), where D - hounded, open, compact subset of space IRn, T * oo.
Under the following conditions:

a) The strong continuous semi-group of transition operators {f(t, r)} is generated by
the LO operator under the null boundary condition and the matrix norm {/(i,?-)}
fulfils exponential estimation

I x) || Cexp [7(t—r)] fort~r A0,
C, 7 >0,
b) the function /(f, 0 fulfils generalized Lipschitz condition:

V(*, Cly - /(*>C2)| < a(<)[Ci - @1 and f(t,0) = 0,
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IICW 11= ICWI where |C(OI EC2

d)
V. max [ LOh{x) II,Stlgg [ B(t, x)h(x) [LIl h(x) I < M2

M\ ,M'2~ const

Ih[x) ||> MI > 0,

stability of the trivial solution of the investigated system 1)-3) in Lapunow-Mowczan sense
is achieved. The results concerning asymptotic stability of solutions of the investigated
system have also been included in the paper.

The results of my work are the following theorems:

Theorem 1. If the basic conditions are fulfilled and

a) the constants Mi, M2 exist so that:

max || Loh(x) II,St%) B (tx)h () (I 1 h(x) I < M2,

Th(x) ||> M, >0,
b) || B(t,x) || ia(i) are integrable fort € (0, 00)
then the trivial solution of the (1-3) system is stable in Lapunow-Mowczan sense.
Theorem 2. If the basic conditions are fulfilled and

a(t) <L < oo,
15 (i)l 0O M3,

IH/WWIlI < C,
the trivial solution of the (1-3) system is stable in the finite interval (0,T).
Theorem 3. If
a) the constants 7, C\ exist so that:
icw 7~ Ciexp(-7)|C(0)],

it si C\exp(—7i)[((0)],
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b) basic conditions are fulfilled and

VALY QA | lldr < C”
0

¢) the condition a) of theorem 1 is fulfilled,

then the trivial solution of the (1-3) system is asymptotic stable.

The theory of strong continuous semi-groups generated by the LO operator and Gron-
wall-Bellman inequality were used in the proofs.



