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Streszczenie. W niniejszej pracy wprowadzono definicje liczb progresyjnych,
gtéwnego pojecia niestandardowego modelu analizy zdefiniowanego przez Chwistka,
ktdry jest rownowazny z modelem Laugwitza. Wykazane sg witasnosci algebraiczne
modelu Chwistka i Laugwitza. Wprowadzone sg pojecia granicy i ciggtosci funk-
cji rzeczywistych jednej zmiennej, ktdre okazujg sie by¢ rownowazne z pojeciami
klasycznymi. Podana jest takze definicja liczb nieskoinczenie matych wraz z podsta-
wowymi wiasnosciami tych liczb.

THE NON-STANDARD MODEL OF CALCULUS BASED ON THE
DEFINITIONS GIVEN BY CHWISTEK AND LAUGWITZ

Summary. In the paper, the definition of progressive numbers is given, the fun-
damental notion in the Chwistek construction of the non-standard model of Analy-
sis, which is equivalent to the Laugwitz model. Algebraic properties of the Chwistek
and Laugwitz model are shown. The notions of limit and continuity of real-valued
functions of one variable are introduced. Moreover the definition of infinitesimals is
given and their main properties are proved.

HECTAHAAPTHAB MOAEJIb OCHOBAHHAB HA
OnPEAEJIEHMBX XBHCTKA M JIBYyTBMIIA

Pe3K>Me. B 3TOM cTaTbn BBefleHo onpeflejieHHe nporpeccniiHLix uncen,
4>yHflaMeHTajitbHoro itohiithTi b KOHCTpyKipin Xbmctku HCCTaHflapTHon mo/(-
ejin aHaliH3a, KOTopan akBMOaneHTHa Morenn JinyrBnn;a. ioKa3aHBi ajire-
bpanuecKne CBoftcTBa Morenn XBHCTKa n JinyrBnga. BneMCHM noHHTns npe-
flena n HenpepuBHOCTH benjecTBeHHtix cjiyHKiprii o/pion nepeMeHHoii, koto-
pue OKa3UBaK)TC.fi aKBHBajichthum h kjiaccitoeckmm iiohhthjim. flpercTaBJieHO
Toa<e onpel/iejieHiie 6ecKOHeuHO Manux uncen n AOKanaHBi nx cBoficTBa.
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1. Wstep

Zardbwno Newton, jak i Leibniz okreélili podstawowe pojecia analizy matematycznej
uzywajac pojecia liczby nieskoriczenie malej. Nie podali oni przy tym zadnej definicji,
opierajac sie jedynie na swojej intuicji i przekonaniu, ze takie liczby istnieja.

Przez caty wiek XVIII analiza matematyczna rozwijata sie na podstawie intuicji po-
chodzacych z rachunku nieskonczonych.

Wiek XIX przyniost catkowite wyeliminowanie liczb nieskofAczenie matych, a stato sie
to za sprawg Cauchy’ego, ktory sprowadzit podstawy analizy do pojecia granicy, a takze
Weierstrassa, ktoremu zawdzieczamy formalizm ,,epsilonowo-deltowy”.

W wieku XX zaczety pojawiac sie ponownie préby zdefiniowania pojecia liczby nie-
skonczenie matej. Jedna z nich podat Leon Chwistek w roku 1935 (zob. [2]). Réwnowazng
definicje podat niezaleznie, cho¢ znacznie p6zniej, Detlef Laugwitz [3].

Za tworce analizy niestandardowej uvyaza sie¢ Abrahama Robinsona, ktory w swych
pracach z lat 1960-1966 zaprezentowat podstawy teorii nieskoriczenie matych w oparciu
o teorie modeli.

Metody analizy niestandardowej postuzyty nie tylko do uproszczenia dowodéw kla-
sycznych, ale przyczynity sie takze do rozstrzygniecia otwartych dotagd probleméw. Naj-
stynniejszym z nich jest dowiedzione przez A. R. Bernsteina i A. Robinsona twierdzenie
o istnieniu przestrzeni niezmienniczych dla operatorow wielomianowo zwartych.

Zastosowania metod analizy niestandardowej obejmujg miedzy innymi takie dzialy
matematyki, jak: topologia, rachunek prawdopodobienstwa i teoria gier. Z dziedzin poza-
matematycznych analiza niestandardowa znajduje zastosowania przede wszystkim w me-
chanice klasycznej, ale takze w mechanice kwantowej i ekonomii.

W niniejszej pracy zaprezentowany zostanie model niestandardowy analizy oparty na
definicjach Chwistka i Laugwitza. Model ten w ujeciu D. Laugwitza wymaga wprowa-
dzenia pojecia filtru Frecheta. L. Chwistek w swojej pracy nie uzywat tego pojecia, opie-
rajac konstrukcje modelu na wprowadzonej w odpowiedni sposéb relacji rownowaznosci
na ciggach liczb rzeczywistych. To elementarne ujecie Chwistka bedzie uzywane takze
W niniejszej pracy.
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2. Podstawowe definicje

W zbiorze K wszystkich ciggéw liczb rzeczywistych wprowadzimy relacje dwuargu-
inentowg =.

Definicja 1. Dwa ciagi liczb rzeczywistych (an) i (bn) sg réwnowazne, jesli 3na €
N Vn > n0 a, = bn. Bedziemy wtedy pisa¢ (an) = (j>,,).

Zachodzi nastepujgca wiasnosc.
W tasnos$¢ 1. Relacja = jest relacjg rownowaznosci w zbiorze K,.

Dowod, i) zwrotnosc:

Niech (an) bedzie dowolnym ciggiem liczb rzeczywistych. Poniewaz an = an dla kazde-
go n € N, wiec (an) = (an).

ii) symetria:

Niech (a,) = (6,). Wynika stad, ze istnieje n0 6 N, takie ze Vn > n0 an — bn. Tak
wiec bn = an dla n » no . Oznacza to, ze (bn) = (fln)-

iii) przechodnios$¢:

Poniewaz (an) = (bn), wiec 3ni 6 N Vn> ni an —b,, a z drugiej strony (bn) = (c,,)
oznacza, ze 3n2€ N Vn > n2 bn = cn. Biorgc n0 = max{ni,n2} dostaniemy Vn >
n0 («, = 6, A6, = cn), czyli Vn > n0 n, = <v. Zatem (a,,) = (C,,)..

Relacja ta rozbija nam rozwazany zbiér na klasy abstrakcji. Klase abstrakcji o repre-
zentancie (an) bedziemy oznacza¢ 3n i nazywac liczbg progresyjng wyznaczong przez ciag
(an) lub, w skrocie, liczbg progresyjna. Liczbe progresyjng, wyznaczong przez ciagg staty,
przyjmujacy warto$¢ a, bedziemy oznacza¢ przez a. W niektérych przypadkach dla pro-
stoty zapisu bedziemy uzywac oznaczeri *an i *a. Liczby progresyjne wyznaczone przez
rézne ciagi state nie sa rowne, poniewaz wyrazy takich ciggdw sg rozne.

Wprowadzmy oznaczenie K = )C/

Odwzorowanie, przyporzadkowujgce kazdej liczbie rzeczywistej a liczbe progresyjng
3, przedstawia zanurzenie zbioru liczb rzeczywistych w zbiorze liczb progresyjnych K.
Wprowadzimy teraz relacje mniejszosci w zbiorze K.

Definicja 2. Liczba progresyjng an jest mniejsza od liczby progresyjnej b,,, jesli 3rto €
N Vn > n0 an < bn. Bedziemy wtedy pisa¢ an <p bn.

Przyktad 1. Jedli x jest dowolng liczba rzeczywistg wieksza od zera, to an >v x, gdy
(a,,) jest takim ciggiem, ze jego n-ty wyraz jest rowny n, i bn <p x, gdy (&,) jest takim
ciggiem, ze jego n-ty wyraz jest rowny I/n..
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W zbiorze K wprowadzimy teraz dziatania.

Definicja 3. Suma dwoch liczb progresyjnych a,, i bn bedziemy nazywac liczbe progre-
syjng ¢n, gdzie stale c,, = an + bn.

Uwaga 1. Definicja sumy dwdch liczb progresyjnych jest poprawna.

Dowo6d. Nalezy pokazaé, ze definicja ta jest niezalezna od wyboru reprezentantéw.

Niech (a,) = (c,,) i (f>,) = (dn). Woéwczas 3 6 N Vn > an = cnoraz 3n2 €
N Vn > n2 bn = dn. Niech no= max{ni,n2}. Dla tak dobranego n0 mamy Vn >
n0 (an= c, AY,, = d,,), zatem Vn > n0 = cn+dn, czyli (a, + 6,) = (c,, + dn).u

Definicja 4. Ro6znica dwoch liczb progresyjnych dn i bn bedziemy nazywac liczbe pro-
gresyjng cn, gdzie stale c, = an —bn.

Definicja 5. lloczynem dwdch liczb progresyjnych dn i bn bedziemy nazywaé liczbe
progresyjng cn, gdzie stale cn = an mbn.

Dzielenie zdefiniujemy tylko w tych przypadkach, gdy dzielnik posiada reprezentanta
0 wyrazach réznych od zera.

Definicja 6. llorazem liczby progresyjnej an przez liczbe progresyjng bn o reprezen-
tancie (&,,), ktérego wyrazy sg rozne od zera, nazywamy liczbe progresyjng cn, gdzie stale
G —an/bn.

Definicja powyzsza stosuje sie do wszystkich liczb progresyjnych hn. gdy cigg (bn) ma
skonczong liczbe wyrazéw réwnych zero. Wystarczy w tym przypadku wartosci ciaggu (6n)
w miejscach zerowych zmieni¢ na dowolng liczbe rzeczywista r6zng od zera. Otrzymany
w ten sposdb cigg jest w relacji = z ciggiem (6n), a wiec jest reprezentantem liczby 6,
o wyrazach réznych od zera. Jesli liczba progresyjna nie posiada reprezentanta o wyrazach
réznych od zera, to kazdy jej reprezentant musi przyjmowac warto$¢ zero w nieskoncze-
nie wielu punktach. Wszystkie takie liczby progresyjne bedziemy nazywac¢ pseudozerami.
W mysl powyzszego zero progresyjne, czyli 0, jest pseudozerem. Innym przyktadem pseu-
dozera jest liczba progresyjng wyznaczona przez ciag (a,), gdzie a,, = sin(n mir/2). Defi-
nicja ilorazu nie obejmuje przypadku, gdy dzielnik jest pseudozerem.

Poprawnos$c¢ definicji réznicy, iloczynu i ilorazu sprawdza sie analogicznie do popraw-
nosci definicji sumy dwéch liczb progresyjnych.

Réwnos¢ an — bn oznacza, ze klasy abstrakcji wyznaczone przez ciagi (a,) i (bn) sa
identyczne.

Woprowadzimy teraz schemat pozwalajagcy przediuzaé dowolne funkcje rzeczywiste,
okreslone na catej prostej, do funkcji okre$lonych na zbiorze K.
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Definicja 7. Jesli f jest funkcjg rzeczywista okreslong na catej prostej, to przyporza-
dkowujemy jej funkcje /p: K —K, spetniajgcg rownosc fr(an) = f(an).

W réwnosci z powyzszej definicji z prawej strony mamy liczbe progresyjng wyznaczong
przez cigg wartosci funkcji / w punktach an, natomiast z lewej strony - liczbe progresyjna,
bedaca obrazem liczby progresyjnej 2,, poprzez odwzorowanie fv.

Uwaga 2. Definicja 7 jest poprawna.

Dowo6d. Musimy pokaza¢, ze definicja ta nie zalezy od wyboru reprezentantow. Niech
(iin) — (bn)- Wéwczas 3n0eN Vn > n0 an —bn, ale wtedy takze Vn > n0 /(«,) = f(bn),
czyli f(an) = f(bn), a to oznacza, ze }p(an) = fp{bn).a

Przyktad 2. Niech f(x) =| x | dla x € R. Mamy wtedy fp(an) —f(an) —|an\
dla an S K. W tym przypadku zamiast /p(an) bedziemy pisa¢ | an |p. Indeks p bedziemy
opuszczaé, gdy nie bedzie to prowadzi¢ do nieporozumien..

Definicja 8. Liczbe bn nazywac bedziemy nieskonczenie wielkag, a liczbe cn nieskon-
czenie matlg, jesli dla dowolnej liczby rzeczywistej x wiekszej od zera zachodzi:

I'bnjp>px,

lcn [p<pis

Natomiast liczbe an nazywac bedziemy liczbg skoiczona, jesli istnieje M £ R, takie ze
Idn [p<p M.

Przyktad 3. ZPrzyktadu 1wynika, ze an, gdzie (a,,) jest takim ciagiem, ze jego n-ty
wyraz jest rowny n, jest liczbg nieskonczenie wielka. Natomiast 6n, gdzie (b,,) jest ciggiem
0 n-tym wyrazie rownym |/n, jest liczbg nieskoriczenie mata..
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3. Witasnosci algebraiczne

Sprawdzimy teraz, czy zbiér K z dziataniami i relacjg mniejszosci okreslonymi poprze-
dnio spetnia aksjomaty ciata uporzadkowanego.

Definicja 9. System (¢,+,-,<,0,1) nazywamy ciatlem uporzadkowanym, jesli spet-
nione sg warunki:

Va,b,c £ L

l)a b—b-a,

2)a+ (6+ c) = (a-fh)+c,

3)a+ 0= a,

4) istnieje doktadnie jedno d £ L , takie ze a d = b,
5)amb—bma,

6) a*(6+c) —(amb) mc,

7)ael= a,

8) jesli a / 0, to istnieje doktadnie jedno d £ L , takie ze a-esd = b,
9)as(6+c)=amb+ a g,

10) -(0 = 1),

11) -'(a < a),

12) jeSlia<bib<c toa<cg,

13) a < balbob< a alboa—h,

14) jeSlia < b, toa+c<b+c,

15) jeSlia<bic>0, toam < bm.

Bedziemy teraz sprawdzaé, czy w naszym przypadku aksjomaty te sg spetnione. Niech
6ni bn,Cn beda dowolnymi liczbami progresyjnymi.

1) Mamy 3n+ bn — *(an + 6,). Poniewaz Vn £ N an-fbn —bn+ a,, wiec
*(<z,, + 6n) = *(&, + an), czyli 2, + bn=bn+ 2,,.

2) Mamy 3, + (bn Cn) -2, 4 *(bn -f C,,) = *(a” + (&"+ en)). Poniewaz Vn £
N a, + (bn+ Cn) = (an+ bn) + cn, wiec *(an+ (bn + c,)) = *((a,, + bn) + cn), czyli
an + (bn - Cn) —(a,, 4 bn) - cn.

3) Zerem w naszym przypadku jest liczba progresyjna 0. Mamy 2n+ 0 =*(an + 0).
Poniewaz Vn £ N an+ 0= o,, wiec *(an+ 0) = 2n,czyli an+ O= 2,.

4) Przyjmijmy dn = *(6n- an). Woéwczas an + dn=*(an +<,)= *(a, + bn-a,).
Poniewaz Vn £ N an+ bn- an —bn, wiec *(an + bn- an)= bnczyli an+dn= bn.
Pozostaje do wykazania jedynos¢ takiej liczby. Niech dnitn bedg takie,ze 2n + dn —bn
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i an+ en —bn. Poniewaz dla dowolnej liczby progresyjnej 5,, —a,, = 0, wiec odejmujac
stronami poprzednie dwie réwnosci dostaniemy, dn —e,, = 0. Tak wiec liczby progresyjne
dn i en sg sobie rowne.

5) Mamy an-bn = *(a,, *bn). Poniewaz Vn € N anmbn = bn man, wiec *(an*i>,)=
*{K "an), czyli an-bn = bn-dn.

6) Mamy anmbne£,) = o, w*&,-cn) — *(anmbnec,)). Poniewaz Vn € N an-(bn-cn) =
(dn "b” ecn, wiec {an m(bn ecn)) —*((en mbn) ecn), czyli an-e ecn) = (an <bn) mcn.

7) Jedynka w naszym przypadku jest liczba progresyjna 1. Mamy an-\ = *{an ml).
Poniewaz Vn £ N anml= a,, wiec *(anml) = an, czyli a, 1= an.

9) Mamy 2,,-(S,,+cn) = *(an-(6,,+c,,)). Poniewaz Vn € N an-(bn+cn) = an-bn+an-cn,
wiec *(anm(b, + cn)) = *(a, *bn+ o, mcn), czyli an m(bn+ cn)=dn -bn + dn =cn.

10) Nie jest mozliwa réwno$¢ 0 = 1, poniewaz 0 jest wyznaczone przez ciggstaty
réowny zero, a 1jest wyznaczone przez cigg staty réwny jeden.

11) Gdyby istniata liczba progresyjna an, taka ze an <r an, to istniatoby n0 6 N,
takie ze Vn > n0 an < an, ale poniewaz teraz jest to relacja mniejszosci w ciele liczb
rzeczywistych, wiec dostaliby$my sprzecznos¢.

12) Jesli a, <pbnihb, <pc,, to 3«' £N Vn>ni a, <bnoraz 3n2EN Vn>
n2 bn < Cn. Niech n0 = max{nt,n2}. Woéwczas Vn > n0 (an < bnAbn< c,), a wiec
Vn >n0 an <c¢,, czyli an <pecn.

14) Jesli an <p bn,to 3no € N Vn > n0 an < bn. Wéwczas takze Vn mn0 a, + ¢, <
bn + cn, czyli an+cn<p6, + cn.

15) Jesli 0 <, c,idn<pbn,to 3ni £N Vn>nt an<bnoraz dn2€ N Vn >
n2 0 < cn. Niech n0 = max{rii,n2}. Wéwczas Vn > n0 [an < bn A0 < ¢,,), a wiec
Vic > n0 an mcn < bn mCn, czyli anmc, <p,-c,,.

Pokazemy teraz, ze aksjomaty 8 i 13 nie sg spetnione.
8) Niech (an) bedzie ciggiem zdefiniowanym nastepujaco:

0 gdy n jest parzyste,
1 gdy n jest nieparzyste.
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Oczywiscie wtedy 2n 7* 0. Réwnanie an mdn = 1 nie posiada rozwigzania. Gdyby dn
spetniato to réwnanie, to dla kazdego nieparzystego n musiatoby zachodzi¢ 0 «dn — 1
w ciele liczb rzeczywistych, co jest niemozliwe.

Warunek z aksjomatu jest spetniony, gdy co najwyzej skoriczona liczba wyrazéw ciagu
(aa) jest réwna zeru. Istnieje wtedy no € N takie,ze an” 0 dla kazdego n > no- Przyj-
mijmy:

bn/an dla n > n0,
1 dla n <no.

Mamy wtedy 2, mdn — *(an mdn), a poniewaz Vn > n0 an mdn = bn, wiec an mdn = bn.
Pozostaje do wykazania jedyno$¢ takiej liczby. Niech dn i e, bedg takimi liczbami, ze
finedn = 6, i anee, = 6, Poniewaz cigg (an) ma skornczong liczbe zer, wiec 2,,/2n = 1
Poréwnujac poprzednie dwie réwnosci dostajemy:

1-dn —1 men,
dn = en.
Tak wiec liczby progresyjne dn i en sg sobie rowne.
13) Niech &,= (-1)"dlan £ N. Liczby bnnie mozna poréwnaé¢ z0. Gdyby byto = 0,
to mieliby$my bn = 0 dla dostatecznie duzych n, co jest niemozliwe, bo dla dowolnego n

mamy bn ~ 0. Nie zachodzi takze nierowno$¢ bn <v 0 (ani 0 <p bn), bo gdyby zachodzita,
mieliby$Smy bn < 0 (bn > 0) dla dostatecznie duzych n.

Sumujac otrzymane rezultaty mozemy napisac twierdzenie.
Twierdzenie 2. System ( K , < p,0,1 ) nie jest ciatem uporzagdkowanym, nato-

miast system (K,+,-,0,1) jest pierscieniem przemiennym z jedynka, zawierajgcym dziel-
niki zera.m
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4. Definicja Chwistka granicy i funkcji ciggtej

Wprowadzimy teraz pojecie granicy. Na poczatek zdefiniujemy nieskonczong blisko$¢
dwach liczb progresyjnych.

Definicja 10. Dwie liczby progresyjne a,, i bn sg nieskoniczenie bliskie, jesli rdéznica
ich jest liczbg nieskonczenie matg. Bedziemy wtedy pisa¢ an ~ bn.

Przyktad 4. Liczby progresyjne a,, i 6, gdziean=n i bn= (n24-1)/n sg nieskon-
czenie bliskie, poniewaz 6n—an = I/n.m

Definicja 11. Niech f bedzie funkcjg rzeczywista, a fp jej przedtuzeniem do zbioru
K. Jesli dla dowolnej nieskonczenie matej liczby progresyjnej an zachodzi:

fp(% fan) zz g,

to mowimy, ze funkcja f posiada w punkcie x granice réwng g. Je$li dla dowolnej nie-
skoniczenie wielkiej liczby progresyjnej an zachodzi:

fp{an) —Pi
to mowimy, ze funkcja f posiada w nieskoriczonosci granice réwna g.
Przyktad 5. Zdefinujmy funkcje f (x) wzorem:

0 dla x ~ 0,
1 dla x =0.

Wykazemy, ze funkcja ta nie posiada granicy w zerze w sensie Definicji 11. Pokazemy
najpierw, ze nie moze nig by¢ zadna liczba rzeczywista b r6zna od zera. Przypu$émy, ze
/p(0 + an) ~ b dla dowolnej nieskonczenie matej an. Niech «, = I/n Vn £ N. Wdwczas
an jest nieskonczenie mata. Poniewaz a,, / 0 Vn € N, wiec f(a,,) = 0 Vn 6 N, czyli
*f(an) — 0, a stad fp(dn) = *f(an) = 0. Gdyby granica ta istniata, to mielibySmy 0 ~ b,
co jest niemozliwe. Pozostaje wykazaé, ze zero tez nie moze by¢ ta granicg. Wezmy liczbe
0. Jest to liczba nieskonczenie mata. Mamy /j,(0) = */(0) = 1 Tak jak poprzednio
z istnienia granicy dostajemy sprzecznos¢, bo niemozliwe jest, zeby 1= /p(0) ~ 0B

Przyktad ten pokazuje, ze Definicja 11 podana przez Chwistka jest wezsza od definicji
standardowej. Zmodyfikujmy te definicje przyjmujac zatozenie, ze nieskonczona blisko$¢
zachodzi dla dowolnej nieskonczenie malej liczby progresyjnej réznej od pseudozera.
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Definicja 12. Niech f bedzie funkcjg rzeczywistg, a fp jej przedtuzeniem na zbior
K. Jesli dla dowolnej nieskofczenie matej liczby progresyjnej an réznej od pseudozera
zachodzi:
fp{jC 4" On) —9)
to méwimy, ze funkcja f posiada iv punkcie x granice réwng g. Je$li dla dowolnej nie-
skonczenie wielkiej liczby progresyjnej an zachodzi:

meny ~ g

to moéwimy, ze funkcja f posiada w nieskonczonos$ci granice réwng g.

Przy tej definicji granicy funkcja z Przyktadu 5 ma granice w zerze réwng zero. W dal-
szych rozwazaniach, jesli bedziemy moéwi¢ o granicy funkcji, to bedziemy rozumie¢ ja
w sensie Definicji 12. Pokazemy, ze pojecie granicy funkcji w sensie tej definicji jest bar-
dziej naturalne, poniewaz pokrywa sie ze standardowym pojeciem granicy funkcji, podczas
gdy definicja Chwistka granicy funkcji jest rownowazna ponizszej definicji ciagtosci (zob.
Wiasnosé 3).

Definicja 13. Niech f bedzie funkcjg rzeczywista, a fp jej przedtuzeniem na zbiér K.
Jesli dla dowolnej nieskoriczenie matej liczby progresyjnej dn zachodzi:

fv{x +an) ~ /,(£),
to méwimy, ze funkcja f jest ciagta w punkcie x.

Tym razem zatozenie spetnienia warunku dla dowolnej nieskonczenie matej nie pro-
wadzi do zaskakujgcych wynikéw. Wykazemy, ze pojecie granicy w sensie Definicji 11 jest
réwnowazne pojeciu ciggtosci funkcji wprowadzonemu Definicjg 13.

W tasnos$¢ 3. Funkcja f ma granice w punkcie x0 £ R w sensie Definicji 11 wtedy
i tylko wtedy, gdy jest ciagta w tym punkcie w sensie Definicji 13.

Dowo6d. => Zatézmy, ze / ma granice w punkcie x0 w sensie Definicji 11, czyli dla
dowolnej nieskonczenie matej an zachodzi fp(x0+ a,) ~ g, gdzie g E R. Wobec tego
fp(xo) = fp(xo + 0) ~ g ~ fp(xo+ a,) dla dowolnej nieskoriczenie matej an, czyli / jest
ciggta w punkcie Xg-

<=Dla dowolnej nieskoriczenie matej a,, mamy:

fpi*o T an) —fp(xof
Poniewaz /p(Sn) = */(z0), wiec przyjmujac g = f(x 0) dostaniemy:
}p(x0+ an) ~ g.m

Zajmiemy sie obecnie pojeciem ciggtosci funkciji.
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Twierdzenie 4. Funkcja rzeczywista f jest ciggta w metryce naturalnej wtedy i tylko
wtedy, gdy jest ciggta w sensie Definicji 13.

Dowo6d. == Ustalmy a 6 R. Mamy implikacje
Ve>0 35>0 \b-a\<6é6 \f(b) - f(a) |< e.

Jesli an~ 0,to 3n+2 ~ 2,czyli \K%>0 |a+dn—a |p<p6, Zatem |/p(a+a,)—/P() |p
<>e dla kazdego e > 0, czyli fp(a + on) —fT(a) ~ 0. Ostatecznie

/p(2 + dn) ~ /p(2).
-t= Przypusémy, ze funkcja / nie jest ciggta w punkcie a. Oznacza to, ze
3¢>0 Vn€ N di*. €R |x, —a|< — A|/(xn)—f(a)|> e.

Poniewaz *(xn —a) jest nieskonczenie matg, wiec z zatozenia mamy:
/p(2 + *(xn - a)) ~ fp(a). Dlatego

fpa + *(xn- a)) - /p(2) [p=| *f(a + xn- a)- *f(a) |p=

=*(f{*n)~f{a) ),

co jest sprzeczne z zatozeniem,,

5. Nieskoniczenie mate

Przez Ko bedziemy oznacza¢ zbiér wszystkich elementéw nieskoriczenie matych nale-
zacych do zbioru K, a przez Ki zbior wszystkich skoinczonych elementow zbioru K. tatwo
sprawdzi¢, ze zbiér Ki jest podpierscieniem pierscienia K. Pokazemy, ze zbidr Ko jest
ideatem pierscienia Ki, ktory nie jest maksymalny.

Zbior Ko jest zamkniety ze wzgledu na dziatania dodawania i mnozenia. Jest wiec
podpierscieniem pierscienia K]. Aby wykazac, ze jest to ideat pierscienia Ki wobec prze-
mienno$ci mnozenia, wystarczy dowies¢, ze x mKO C KO dla dowolnego x € Ki.

Zatézmy, ze £ Ki, czyli istnieje liczhabe R+ takajze | xn |< b. Niech dalej a,, e Ko
id€ R+.Wobwczas 3rn £ N Vn > i>i |an|< d/boraz3 e N Vic>n2 |[xn|< b
Przyjmujac n0 = max{ni,n2} dostajemy | xnma, |< bmd/b = d dla n » n0, czyh
| *(xn man) \< d. Z dowolnoéci d i an dostajemy szukany rezultat.

Wykazemy teraz, ze nie jest to ideat maksymalny. W tym celu przyjmijmy An =
(1 3-()n)/2, oraz / = ja:+ Aney : x € KO,i/ 6 Kij. Oczywiscie Ko C / (wystarczy
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przyja¢ y = 0). Rowno$¢ nie zachodzi, poniewaz A, G 7\Ko. Zbior / jest podpierscieniem
pierscienia Ki. Pokazemy, ze jest to ideat. Niech 2 6 I| ii + In-1 P i dla pewnych
x € Koiy € Kj. Wowczas z m(x +\ney) —zm +\nmy m G 7, bo Ki jest pierscieniem,
a Ko ideatem. Jest to oczywiscie ideat wiasciwy, ho np. 2 G Ki\7.

Znalezlismy ideat wiasciwy, w ktérym Ko zawiera sie w sposob istotny, a wiec Ko nie
jest ideatem maksymalnym.

Przez Nv bedziemy oznaczaé¢ zbior tych klas abstrakcji relacji ~, ktére sg wyznaczone
przez ciagi o wyrazach naturalnych. Nieskonczone elementy tego zbhioru bedziemy na-
zywac nieskoniczonymi naturalnymi liczbami progresyjnymi lub krécej - nieskonczonymi
liczbami naturalnymi. Zbiér Nv bedziemy nazywac zbiorem naturalnych liczb progresyj-
nych. Podamy teraz definicje monady punktu, ktéra uprosci zapis w wielu sytuacjach.

Definicja 14. Jesli xn G K, to przez mon xn bedziemy oznacza¢ zbiér { yn € K

\h—'m} .

Jesli an ~ 0, to x,, + a,, G mon x. Zatézmy teraz, ze y,, G mon x. Wdwczas istnieje
an ~ 0, takie ze yn = xn+ an (wystarczy przyja¢ an = yn —xn), co pozwala przy badaniu
ciagtosci funkcji w punkcie x bada¢ zachowanie sie funkcji w punktach z monx. Natomiast
przyjecie oznaczenia

{x}o := {iln £ K : yn —x jest pseudozerem},
pozwoli przy badaniu granicy funkcji w punkcie x ograniczy¢ sie do zbioru mon x \ {i}o-

Definicja 15. Jesli istnieje a G R, takie ze a G mon xn, to bedziemy méwic, ze x,,
ma czes$¢ standardowa réwna a.

Czes$¢ standardowa, jesli istnieje, jest wyznaczona jednoznacznie. Z definicji monady
wynika nastepujacy wniosek.

W niosek 3. Jesli liczby progresyjne i,, iyn majg czesci standardowe réwne odpowied-
nio a i b, to liczbha xn+ yn ma cze$¢ standardowa réwng a + b.u
Podamy teraz kilka wiasnosci liczb progresyjnych, z ktérych bedziemy korzystac

w przysztosci. Oczywista jest pierwsza z nich, a takze wniosek z niej wynikajacy.

W tasnos$é 5. Jesli x jest nieskonczenie matg liczbg progresyjna, to kazdy jej repre-
zentant tworzy cigg zbiezny do zera (w sensie standardowym)
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W niosek 4. Je$li liczba progresyjna a,, ma cze$¢ standardowg réwng a, to ciag
(a«)neN jAt zbiezny w sensie standardowym do a.a

W tasno$¢ 6. Dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej a i dowolnej nieskoriczenie
matej liczby progresyjnej xn mamy a + xn > 0.

Dowdd. Przypusémy, ze jest przeciwnie, czyli dla pewnych a i xn spetniajgcych za-
tozenia jest a+ x, "0. Wowczas 3n0 € N Wn > n0 a+ xn ”~ 0. Mamy stad

0O<a =a+ xn—in” —xn,czyli |a |*| xn |, wbrew temu, ze xn jest liczba nieskonczenie
mata..

W tasno$¢ 7. Jeslio” an”™ bnibn~ 0, to réwniezan~ 0.,

W tasno$¢ 8. JeSli xn iy, sg liczbami progresyjnymi, takimi ze xn~ yniyn” 0, to
xn §- 0.,

W tasno$¢ 9. Niech an,bn beda liczbami progresyjnymi, takimi ze an ~ bn. Woéwczas
dla kazdej liczby progresyjnej skonczonej rn mamy:

Oon'Cn —bner,,.
Dowdd. Z zatozenia istnieje M > 0, takie ze Vn € N |rn |~ M oraz
Ve>0 3n06 N Vn>n0 \a,—bn|< —.

Stad
I man- rnmn\=|rn\man- bn|s$ M m— = £

a wiecrn-an ~ fnebnu

W tasno$é 10. Jesli an jest liczbg progresyjna skoriczong, to istnieje podciag (nic)<cgH,
taki ze liczba ank ma cze$¢ standardowa.

Dow6d. Z zatozenia ciag (a,,)ng” jest ograniczony. Niech (ant)jfceN bedzie podciagiem
zbieznym ciggu (an)neN- Niech jego granicg bedzie a € R. Mamy:

Ve> 0 3fc0O€ N Vk™ kO \ank—a |" e.
Oznacza to juz, ze ank ~ a.,

Z Whniosku 4 wynika, ze powyzsza witasno$¢ jest niestandardowg wersjg twierdzenia
Bolzano-Weierstrassa.
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W tasno$¢ 11. Niech xn bedzie liczbg skonczong nie majgcg czesci standardowej.
Wowczas z ciggu (zn)ngN mozna wybrac¢ dwa podciagi zbiezne w R do roznych liczb.

Dowo6d. Z poprzedniej wiasnosci istnieje podciag (xnk)kcli zbiezny w K. Zbiér
N\ {njc : k € N} musi by¢ nieskonczony, bo przeczytoby to zatozeniu nieposiadania
czesci standardowej. Elementy tego zbioru oznaczmy przez (nj)/gpp Woweczas liczba xn,
jest skonczong liczbg progresyjng. Korzystajac ponownie z Wtasnosci 10 mozemy wybrac
podciag {xnip)p£ii zbiezny do innej liczby niz podciag

W tasno$¢ 12. Jesli an jest nieskonczong liczbg progresyjng, to
lim lan ¥ oo.
n—*o00 ' L
Natychmiastowg konsekwencja tej wiasnosci jest nastepujacy wniosek.

W niosek 5. Jesli anjest nieskonczong liczbg progresyjng, to istnieje podciag (ant)(.gH
ciggu (dn)neN rozbiezny do -foo lub —o00.m

Literatura

[1] J. Btahut, Wybrane zagadnienia analizy (ujecie niestandardowe), Skrypt Pol. SI.
1405, Gliwice 1988.

[2] L. Chwistek, Granice nauki, Ksieznica Atlas, Lwow 1935.

[3] D. Laugwitz, The Theory of Infinitesimals. An Introduction to Nonstandard Analysis,
Accademia Nazionale dei Lincei, Roma 1980.

Recenzent: Dr hab. Wiadystaw Kierat

Woptyneto do redakcji 15.10.1993 r.



Model niestandardowy analizy.. 129

Abstract

In the paper, a non-standard model of Calculus is presented, based on the definitions
given by Leon Chwistek, which is formally different but equivalent to the model con-
structed by Det.lef Laugwitz. The construction of Laugwitz’s model requires the notion of
Frechet filter. Leon Chwistek, who was the first author of non-standard models, founded
his construction on an equivalence relation of sequences of real numbers. Theis elementary
approach of Chwistek is used in the paper. The classesdetermined by a certain equivalence
relation are called, after Chwistek, progressive numbers. Operations and inequalities on
progressive numbers are introduced and their properties are studied. In particular, it is
proved that the ring of progressive numbers has divisors of zero and the introduced order
is only partial. The mutual relations between notions of limit and continuity of functions
are discussed. Moreover the definition of infinitesimals is given and their main properties
are proved.



