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R A C H U N E K  RÓŻNICZKOW Y W  M ODELU  
N IE ST A N D A R D O W Y M  CH W ISTK A I LAUG W ITZA

S treszczen ie . W niniejszej pracy zaprezentowano niestandardowe charaktery
zacje, w modelu Chwistka i Laugwitza [4], podstawowych pojęć rachunku różniczko
wego, takich jak: granica ciągu liczbowego, jednostajna ciągłość i różniczkowalność 
funkcji. Następnie na podstawie tych charakteryzacji dowiedziono podstawowe wła
sności wymienionych pojęć.

T H E  D IF F E R E N T IA L  C A L C U L U S IN  T H E  N O N -S T A N D A R D  M O D E L  
OF C H W IS T E K  A N D  L A U G W IT Z

Su m m ary . In the paper, non-standard characterizations in the Chwistek and 
Laugwitz model of the fundamental notions of differential calculus are given: limit 
of a numerical sequences, uniform countinuity and differentiability of functions. On 
the base of these characterizations, main properties of the above m entioned notions 
are proved.
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1. F u n k cje  zm ien n ej rzeczy w istej

Niniejsza praca oparta  jest na definicji modelu niestandardowego analizy zaprezento
wanej w [4]. W  pracy [4] określiliśmy przedłużenie na zbiór K  tylko dla funkcji określonych 
na całej prostej, teraz będziemy chcieli pojęcie to rozszerzyć na funkcje o dziedzinie za
wartej w R.

D la dowolnego zbioru A C K  przyjmiemy A p = {xn : Vn €  N x„ g A}.

D efin icja  1 . Jeśli f  jest funkcją rzeczywistą określoną na zbiorze A, to przyporzą
dkowujemy je j  funkcję f v \ Av ~* K, spełniającą równość f p(an) = * f ( a n).

Powyższa definicja wymaga modyfikacji definicji granicy i ciągłości funkcji w ujęciu 
Chwistka: warunki podane w definicjach m ają zachodzić dla tych nieskończenie małych 
a, d la  których x +  a S A p (w przypadku granicy dodatkowo różnych od pseudozera).

W ykażemy teraz trzy  własności, z których będziemy korzystać w przyszłości.

W ła sn o ść  1. Dla dowolnych liczb progresyjnych o„ i bn mamy:

| lp <  1 |p 4" | U

| 1 I p - I |p ^  Unlp 1 k i
h

D ow ód . Niech an i bn będą dowolnymi liczbami progresyjnymi.
(f) Ponieważ V n 6  N | an +  bn | an | -|- | bn |, więc

I an -f bn |p ^  | on |p -ł- | bn |p .

(*ż) Z drugiej strony | dn |p= | an- b n+bn |p^ |  dn - b n |p +  | b„ |p, skąd | an |p -  | bn |p 
^  | an — bn |p. Zamieniając rolami a„ i bn dostajemy także —( | a„ |p — | bn |p) ^  | an — bn |p. 
Z tych dwu nierówności otrzymujemy drugą z nierówności

W ła sn o ść  2 . Jeśli f  : A —> R, g \ B  —* R t g(B) C A, to ( /  o g)r =  f p o gp.

D ow ód . K orzystając z definicji, otrzymujemy:

( /  °  s )p (2 n) =  * ( ( /  0 $ )(« » ))  =  * ( / (* (« » ) ) )  =  fr(*g {a,n )) =

=  /p(Sp(®n)) =  (fp 0 9p)(an)-m

W ła sn o ść  3. Jeśli f  : A —> R, <7 : A -♦ R f Vx g A f ( x )  ^  g(x),  to Vj/„ €
Ap fp(yn) ^  5p(l/n)-

D ow ód . Niech yn €  A p. Ponieważ V n e  N f ( y n) ^  g(yn), więc f p(yn) ^  gP(yn)-m
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1.1. C iągi liczbowe
Ciąg liczb rzeczywistych (3„)nejsj jest funkcją s : N —+ K. Możemy rozpatrywać jej prze

dłużenie do zbioru liczb progresyjnych sP : Np —* K. Dla an € Np mamy:

■Sp(̂ n) ~  =  San.

T w ie rd ze n ie  4. Ciąg (•sn)„eN liczb rzeczywistych jest zbieżny do a wtedy i tylko 
wtedy, gdy 5p(v) ~  a dla każdej nieskończonej liczby naturalnej u.

D ow ód . =t- Niech 2n będzie nieskończoną liczbą naturalną. Ponieważ an — > oo, więc 
san ——» a. Dlatego sp(2n) ~  a.

■i= Niech Vn 6  N an =  n. Wówczas an jest nieskończoną liczbą naturalną. Z założenia 
mamy sp(an) ~  a. Biorąc dowolne £ >  0, z definicji nieskończonej bliskości dostajem y:

3n0 € N Vn ^  n0 ] san -  a | <  e.

K orzystając z definicji ciągu (an)n£N i dowolności e >  0 dostajemy tezę..

T w ierd zen ie  5. Punkt a jest punktem skupienia ciągu (sn)neN wtedy i tylko wtedy, 
gdy sp(v)  ~  2 dla pewnego nieskończonego naturalnego v.

D ow ód . => Załóżmy, że x  jest punktem  skupienia ciągu (5„)n6m. Wówczas istnieje 
podciąg (SnJteN  ciągu (s„)„e^ ,  taki że — > a. Oznaczmy t k =  V k €  N. Z po
przedniego tw ierdzenia t T{y) ~  a dla każdej nieskończonej liczby naturalnej v. Mamy:

sp(ńk) = Ą n k) = t k cza.

Stąd już dostajem y tezę, ponieważ n^ jest nieskończenie wielką liczbą natu ra lną  (jako 
podciąg ciągu liczb naturalnych).

Niech an będzie nieskończenie wielką liczbą naturalną, taką że sp(2„) ~  2. Bez 
s tra ty  ogólności możemy założyć, że wszystkie wyrazy ciągu (a„)„€y są różne. Weźmy 
e >  0. Z założenia

3n0 e  N V n > n 0 | sa„ -  a \ < e,

czyli podciąg (aa„)„6N jest zbieżny do a ..

T w ierd zen ie  6. Załóżmy, że ciągi standardowe (sn)neN * (^n)neN s(ł zbieżne odpo
wiednio do L  i M . Wówczas

sn 3: t n — > L i  M ,
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D ow ód . Dla nieskończonego v  mamy sp(v) ~  L  i tp(v) ~  M ,  czyli

sp(j/) ±  tp(u) ~ L ± M ,  

sp(v) ■ tp(u) ~  L ■ M.

Ponieważ M  jest rzeczywiste i różne od zara, więc M  jest skończone i różne od pseu- 
dozera. Dlatego t p( v)  jest skończone i różne od pseudozera także dla nieskończonych v.  

Mamy więc
1 ~  _L

ip(^) ~  M '
a stąd

sp(</ ) / \ 1 7 1 ^ ;—r  — .Spii/) • —-—- — L •
t p(v) '  tr(v) M  M

1.2. W łasności granicy funkcji
W  paragrafie tym  będziemy zakładać, że funkcje / ,  p i ń są określone na zbiorze A  

i przyjm ują wartości rzeczywiste, a x  jest takim punktem  zbioru A, że m on x  C A p.

T w ierd zen ie  7. Jtśli f  i g mają granicę w punkcie x równą odpowiednio f 0 i g0, to:
f  +  g ma granicę w punkcie x równą /o 4- <7o,
/  — g ma granicę w punkcie x równą fo — go, 
f  • g ma granicę w punkcie x  równą fo- go,
f / g  ma granicę w punkcie x równą fo/goi przy dodatkowym założeniu, że go yź 0 .

D ow ód . Ponieważ f T(x  +  an) ~  f 0 i gp{x +  an) ~  g0 dla wszystkich nieskończenie 
małych an różnych od pseudozera i takich, że x  4~ an F A p, więc

I ( fp +  9p)(x +  “n) -  * (/o  +  <7o) I =

=  I f p(x + fl„) -  fo +  gp(x +  a„) -  go) K

<  I /p(£ +  " n ) -  /o | +  | 9p(x +  S„) -  po | -  Ó

oraz

I (/p •&>)(* + 2 » ) -* ( /o - f lo )  | =

— I {fp  ' 9p{x “h ®n) fo ‘ 9p{x 4” a ^  4" fo - 9p{x 4- 0«) fo * 9o{ | ^

^  I 9p(x 4“ ^n) | 1 | fp {x + ) /o  | 4-

+  I /o  I ■ I 9p{2 4- Sn) -  90 I -  o,
co dowodzi tezy dla sumy i iloczynu. O statnia relacja wynika stąd, że \gp(x +  S„)| i | / 0| są
skończone. Teza dla różnicy jest konsekwencją równości f  — g =  /  +  (—l)-p  i udowodnionej
już części twierdzenia.
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M amy wreszcie:

| — (x +  S „ ) -  ( —) | =
1 9 p xS o ' 1

— I _j_ ^ d~ a") /p(^  ~ł~ Gn) _
' 9p B ?o go 'go

€

^  I /p(*  +  2n) | -| I +  I „ I- | f r (x  +  2n) jo | —
1 g v \ x  +  a n)  g o 1 1 i ? o 1

=  1 fp(x + ®n) I -I t  I +  I M +  a") -  /o I -  6 -.i7p(x +  2 „) • <70 ' ' go

T w ie rd z e n ie  8 . Jeśli f  i g mają granicę w punkcie x równą odpowiednio fo i go oraz 
Wx £  A f ( x )  ^  g(x),  to f 0 <  g0.

D o w ó d . Przypuśćmy, że jest na odwrót, czyli fo > go- Mamy wtedy dla dowolnej 
nieskończenie malej an różnej od pseudozera

0 ^ |  fo — go |=  fo — go sJ

^  J7p(*t ~h fp(x  d~ ^n) d- fo go —

=  (gr (x  + an) - g 0) ~  (f P(x + an) -  / Q).

Ponieważ prawa strona jest liczbą nieskończenie m ałą, więc fo — go, czyli fo — go 
wbrew przypuszczeniu..

T w ie rd z e n ie  9 (o  trz e c h  funkcjach )
Jeśli f , g i h spełniają dla każdego x £  A nierówność f  (x) Si g(x)  ^  h[x ) oraz f  i h 

mają granicę w punkcie x równą a, to g ma granicę w punkcie x  równą a.

D o w ó d . Z założenia Vi/n 6  K f„[yn) ^  gv(yn) ^  hp(yn). Stąd

9 ^  9p(yn) fpil/n) ^  ńp(yn) — f p(yn) — {hp(yn) a) — ( f p[yn) a) — 0

dla yn £  mon x  \  {x}0, a  w konsekwencji
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1.3. Podstawow e w łasności funkcji ciągłych
Zajmiem y się teraz podstawowymi własnościami funkcji ciągłych.

T w ierd zen ie  10. Jeśli f  i g są ciągle w punkcie x, to również f  + g, f  — g i f  • g są 
ciągłe w punkcie x oraz przy dodatkowym założeniu, że g ^  0 w pewnym otoczeniu punktu  
x, f  /g  jest ciągła w punkcie x.

D ow ód . Ustalmy j/„ 6  mon x. Z założenia mamy f v(yn) ~  f P(x)  i gp(yn) — 9P(x)- 
D ostajem y stąd

I ( /  +  5)P(in) -  ( /  +  g ) P( x )  I ś  | /„ (i« ) -  /„(*) I +  I gP(yn) -  gP( x )  I -  0, 

czyli /  +  g jest ciągła. Dalej mamy:

I ( /  ■ g ) P(yn)  -  ( /  • g ) P( x )  \ ^  | f P(yn) I • I gP( y„) -  gp( x )  \ +

+  19P(x )  I • I f P(vn) -  f p{x ) N  0

nra?
• 0  \ f  \  rs\\ — 1 ' 9p{x) ~  fp (x ) ’ ff„(3/n) | .

1 v2/ti ) 1 I i**') — /"* \ ^
9 Jp \ 9 )p 9p(yn) • 9p{x)

4  r a j ] ' 1 W n ) " /p(2) 1 + \ g p H ) - l ! m \  1 gA* ] " ^ n ) °'
Ciągłość różnicy wynika z ciągłości sumy i iloczynu..

T w ie rd z e n ie  1 1 . Jeśli g : B  —* R ma granicę w punkcie a równą x, przy czym x £ A  
i m on  x  C A p, a f  : A  —> R  jest funkcją ciągłą w punkcie x, to funkcja f  o g ma granicę 
w punkcie a równą f ( x ) .

D o w ó d . Ustalm y yn € m on a \  { a } 0 fi B p. Z założenia gp(yn) — x,  a  stąd i z ciągłości 
/  w punkcie x  dostajem y f p(gp{yn)) -  /„(*), czyli ( f  o g)p(yn) cz f p(x).m

T w ie rd z e n ie  12. Jeśli funkcja g jest ciągła w punkcie x, funkcja f  jest ciągła w punk
cie g(x) ,  to funkcja p  — f  o g jest ciągła w punkcie x.

D o w ó d . Niech a„ ~  x. Z założenia gp(an) ~  gP(x)- Na mocy ciągłości funkcji /  
dostajem y f p{gp{an)) ~  f p(gp(x)),  wobec czego p p(an) ~  p P(x).m

W ła s n o ś ć  13. Jeśli funkcja f  jest ciągła w punkcie x , to funkcja \f\  też jest ciągła 
w punkcie x .
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D ow ód . Mamy \ f \p(yn) = |/p(Sn)|j> Vy„ € Ap. Niech yn ~  x. W ykorzystując założenie 
dostajem y:

o <  | I / W y » ) -  l / l P ( z )  \p =

=  | l/p (j/n )lr ~  I/ p ( 2 ) I p  |p ^

^  |/p(yn) — /p (^ )|p — 0 ..

T w ie rd ze n ie  14. Funkcja f  jest jednostajnie ciągła na [a,i>] wtedy i tylko wtedy, gdy 
dla dowolnych x n, y n £ [a, 6]p, takich że x n ~  y„ zachodzi f p(x n) ~  f P(yn)-

D ow ód . <= Przypuśćmy, że /  nie jest jednostajnie ciągła. Istnieje wówczas e > 0, 
takie że

V n  e  N 3 x n , y n € [a, 6] | x n -  yn |<  l / n  A | f ( x n) -  f ( y n) | ^  £•

W tedy x„ ~  yn i x„, y„ 6  [a, 6]p, czyli na mocy założenia f p(xn) ~  f p(yn)- Dostajem y stąd

6 ~  | /p ( x n) -  f p{yn)\p =  |* ( /(x n) -  f { y n))\P =  * \ f ( x n) - f { y n ) \

co jest niemożliwe.
=t- Przypuśćmy, że warunek w twierdzeniu nie zachodzi. Istnieją więc x n, yn € [a, 6]p, 

takie że xn ~  yn i f p(x n) / p(yn). Oznacza to, iż istnieje Si €  K+, takie że | f p( x n) — 
f p(yn) ■ Z definicji relacji mniejszości istnieje no €  N, takie że

V n n0 \ f ( x n) -  /(y „ ) | >  £i.

Ponieważ przy tym  x n ~  yn, więc można wybrać z ciągu liczb naturalnych taki podciąg 

(n fc)jteN> ^y ^yły spełnione nierówności:

(®) I Xnk — Vnk I <  1 /^)

(**) I / ( * n j  -  / ( y » J  | ^  £l

dla wszystkich I e N ,  ale jest to  sprzeczne z założoną jednostajną ciągłością funkcji f . m

T w ierd zen ie  15. Jeśli f  jest ciągła na [a, 6], to jest ona jednostajnie ciągła na [a, 6].

D ow ód . Przypuśćmy, że tak nie jest. Istnieją więc x n, y n S [a,b]p, takie że x n ~  
i/n i /p(£n) ź  fp{yn). Oznacza to, że istnieje k €  N oraz podciągi ( i„ m),„eN, (2/nm)m6N 
odpowiednio ciągów (xn)neN> (j/n)neN> takie że

x nm,Vnm 6  [a j^]p A I fp(x„m) — fp(ynm) | >  (*)



Ciągi (z O m e N , (j/n„,)meN są ciągami ograniczonymi, można więc wybrać z nich podciągi 
zbieżne

Ponieważ x n ~  yn, więc i £nmk — Vn,nk • Zatem z jednoznaczności części standardowej 
x  = y. Z ciągłości dostajemy:

T w ierd zen ie  16 (W eierstrassa)
Funkcja ciągła f  : [a, 6] —> R jest ograniczona oraz osiąga swoje kresy.

D ow ód . Gdyby /  nie była ograniczona, to istniałyby liczby x n 6 [a ,b], takie że 
| f ( x n) | ^  n dla n €  N. Ciąg (xn)n£N zawiera podciąg zbieżny (a^J/teN- Załóżmy, że 
jego granicą jest x 0. Wówczas liczba progresyjna utworzona przez ten podciąg należy do 
monxo, a liczba f P(xnk) jest nieskończona. Z ciągłości funkcji /  mamy f p(xnk)—fj,(x0) ~  0. 
Ponieważ f ( x o) jest skończone, więc i f p(x0) jest skończone. Stąd f p(xnit) jest skończone, 
co przeczy poprzednio wyprowadzonemu wnioskowi. Wykazaliśmy więc, że funkcja /  jest 
ograniczona.

Dowiedziemy teraz drugiej części tezy. Zdefiniujmy teraz x n, tak by

Vnm„ — *■ y-

fp {Xnmk) — fp{X) — /p (Vnmjt) >

co je st sprzeczne z (*).„

Istnieje podciąg (njt)(,€N ([4], Własności 10) ciągu liczb naturalnych, taki że x nk € 
mon  x0 dla pewnego z 0 € E . W ynika stąd już, że

f ( x o) ^  f { x )  V z 6  [a ,6],

W przeciwnym razie istniałby punkt standardowy Ti 6 [a, b], taki że f ( x i) ^  f ( x 0). 
Niech {mk)k będzie takim  podciągiem ciągu liczb naturalnych, że
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=  * ( f (a  + ~ ( b  -  a))) ś  =  fp{xnk) ^  f p(x0),Tik
co jest sprzeczne z  założeniem o x^.u

W ła sn o ść  1 7 . Niech f  : [a, 6] —♦ R i c £  (a, 6). Niech dalej f p(xn) > 0 V x n £  mon c. 
Wówczas istnieje liczba naturalna n, taka że f ( x )  > 0 Vx €  |c — i , c  +  i j  .

D ow ód . W przeciwnym przypadku istniałby ciąg liczb rzeczywistych (xn)nepj, taki 
że | x n — c |<  l / n ,  ale f { x n) ^  0. Dostalibyśmy stąd x n £  mon c i f p( x n) <  0, co jest 
sprzeczne z założeniem.,

Z powyższej własności i definicji ciągłości dostajemy następujący wniosek.

W n io sek  1. Jeśli f  : [a, fe] —> R jest ciągła w punkcie c £ (a, b) i f ( c )  >  0, to f ( x )  > 0 
dla wszystkich x £  [c -  ¿ ,c  +  i pewnego n £  N .,

2. P o c h o d n a  funkcji jed n ej zm ien n ej

T w ie rd z e n ie  18. Funkcja f  : A R  ma pochodną w punkcie x a £ A , takim że 
mon x 0 C A p wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje g £ R, takie że dla wszystkich nieskoń
czenie małych r/ różnych od pseudozera

fp{x0 + y ) ~  f„{xo)

Zachodzi ponadto wzór f ' ( x 0) = g. 

D o w ó d . => Zakładamy, że

Przyjm ijm y
$(/,) =  f ( xo + h) -  f { x 0)

h
dla h £ R  \  {0). Z założenia $ m a granicę w zerze równą f ' ( x 0), wobec czego

$ A v )  -  * f ' ( x o) 

dla każdej nieskończenie małej r/ różnej od pseudozera. Ponieważ

$  (r,) =  / r ( £ o +  V) ~  / P(go)
T V
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więc dostajem y pierwszą, część twierdzenia. 
ą= Niech teraz

W o +  7) -  fp(xo) ^  g 

d la pewnego g € R i odpowiednich nieskończenie małych 77. Przyjmijmy, jak poprzednio,

ł ( h )  =  /(*o+  * ) - / ( » « )  
h

dla /i £ IR\ {0}. Jest to  dobrze określona funkcja rzeczywista, a ponieważ

A /> L \ _  fp (X0 "ł" ^n) — fp (X0)**p\hn) — 2 »
ti-n

więc z założenia wynika, że $  ma granicę w zerze równą 3 , czyli funkcja /  m a pochodną 
w x 0 równą <7, tzn. f ' ( x 0) — g.a

T w ierd zen ie  19. Jeśli f  ma pochodną w pewnym punkcie, to jest w tym punkcie 
ciągła.

D ow ód . Mamy:
f  ( ćr L — f i  ćr„\

=  * /'(*  o)
/p(*o +  n) -  fp(So) _  * , , ,

dla nieskończenie małych 77 różnych od pseudozera. Dostajemy stąd 

f„(xo +  77) -■7 P(2o) ^  V ' * f '{ x 0) -  0- 

Teza wynika z przechodniości relacji nieskończonej bliskości..

W ykorzystując wcześniejsze oznaczenie ( a } 0 =  {xn £  K : £„ — a jest pseudozerem} 
warunek niestandardowy istnienia pochodnej można zapisać w postaci:

/p(gn) -  f r ( x 0) -  * f ' ( x 0) Vi/n € mon x 0 \  {x0}0,
2/n x 0

co wynika natychm iast z definicji zbioru mon x.

T w ierd zen ie  20. Jeśli funkcje f  i g są różniczkowalne w punkcie x o, to różniczko- 
walna jest ich suma, różnica, iloczyn oraz, przy dodatkowym założeniu, że g (x 0) ^  0 , 
iloraz. Zachodzą także wzory:

{ f  ± g ) ' ( x 0) =  f { x 0) ± g \ x 0),

( /  • y)'(*o) =  f \ x o) • g(x0) + f { x o) • g'(x0),

t f \ ' ,   ̂ f ' { x 0) - g ( x o ) - f ( x o ) - g ' { x 0)

{9>(xo) =  5 S 3 F  •
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D o w ó d . Niech y będzie nieskończenie inałą różną od pseudozera. Mainy:

( /  ±  f fM fo  +  y)  -  ( /  ±  g ) p { x o) _
V

_  f p { x o +  v ) ±  g?{ x o +  r i ) -  f p { x o) T  ffp(£p)

V

_  f p { * o +  »?) -  / p ( £ o) ±  ffpi^o +  >?) -  gp(^o) ^

V V

-  * f ' { x o) ±  V ( ^ o )  =  * (/'(* o) ±  ? V o ) )  

w przypadku sumy i różnicy,

( f  ■ 9 ) p {x o +  p) - ( / • g ) , ( i o )  _  / p(zq +  7?) ■ g P{ x o +  r;) -  f p( x 0) ■ g p{ x 0) 

7 rl

=  / , ( » ,  +  , ) - / , l i . )  +  , , ( i o  +  , ) - & ( » . )  ^

V V

-  * / ' ( * o) • &>(*<>) +  /p (£ o) • V ( * o )

w przypadku iloczynu oraz

( f f a )p (x o +  »?) ~  ( / /g )p (^ o )  _  / P(So +  y) - flp(io) -  /p (£o) ■ gp(£o +  r;) 

V V ■ gP{ x o +  n)  ■ gP{ x o)

/ p(Sp +  >?) -  / p(xq)
gp(xo + y) ■ gp{x0)

gP(xo +  ??) -  ffp(£0)

’ffp(zo)

- / p(£o) ■
V

_  * /'(^p ) • gp(£o) -  /p(£o) ■ *g'(ąo)
(S r^ o ) ) 2

w przypadku ilorazu..

Przejdziem y teraz do twierdzenia o pochodnej funkcji złożonej. W dowodzie tego tw ier
dzenia będzie w ykorzystana poniższa własność przysługująca zbiorom otw artym  w me
tryce naturalnej.

W ła s n o ś ć  21. Niech A będzie zbiorem otwarlym i c R z  metryką naturalną. Wówczas 
Vz £ A m on  x  C A p.

D o w ó d . Ustalm y dowolny x  € A. Istnieje r  >  0, takie że K { x , r )  C A. Załóżmy, 
że yn €  mon x. Wówczas istnieje liczba naturalna n0, taka że dla dowolnego n ^  n0 
| yn -  x  |<  r, czyli Vn ^  n 0 yn £ A.
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Przyjm ując
x dla n < no,
yn dla n ^  n0, 

otrzym am y yn =  ż„ i zn 6 Ap, wobec czego yn € A p.t

T w ierd zen ie  22 (o  pochodnej funkcji złożonej)
Niech funkcja f  : (a,b) —► R  będzie różniczkowalna w punkcie x 0 S (a , 6) i f ( x 0) £  

(c ,d ). Jeśli funkcja  5 : ( c , i i ) - * R  jest różniczkowalna w punkcie f ( x 0), to funkcja g o /  
jest różniczkowalna w punkcie xo oraz

(.g o f ) ' ( x 0) = g '( f ( x o)) • f'(xo)-

D ow ód . Dowód składa się z dwóch części.
(i) Załóżmy najpierw, że f p(x„) ^  f r {x0) Vx„ £ mon z 0 \  {x0}o. Niech fjn bę

dzie dowolną nieskończenie m ałą różną od pseudozera. Wówczas f v[x0 +  ijn) — f p(x0) 
nie jest pseudozerem. Gdyby było przeciwnie, to istniałby podciąg [nk)keN> taki że 
f p(x0 + rjnk) — / p(xq). Ponieważ rjn jest różne od pseudozera i to  samo jest praw dą dla 
dowolnego podciągu, więc x 0 +  fjnk € mon xa \  ( i 0}n, co przeczy założeniu. Mamy:

{9 0 f )p {xo +  fjn) -  (g o / ) p(x0) =  g„(fv{So + ijn)) - 9 P{fp(x o)) _
TJn Vn

(9p{fp{Xo -f *7n)) — 9p{fl>{Xo)Ÿj [fp (x 0 +  tyrc) — fp (xo)) ^  

o 4" T/n) fp{xo))gn

*  V ( / (* o ) )  • */'(*<,).

(ü )  Załóżmy teraz, że istnieje x n g mon x0 \  {*o}o, taki że f p(xn) = / p(20). Liczba 
r/j = xq — x n jest nieskończenie m ałą różną od pseudozera. Wobec tego z założonej róż
ni czkowalności funkcji /  dostajemy:

*/ ' ( Xo) ~  />(*» + 7! )~ /p (» o )  =  g 
gi

Biorąc części standardowe lewej i prawej strony otrzymujemy f ' ( x o) =  0, więc

d i i i * o)) • /'(*o ) =  0 .

Wykażemy, że pochodna j o  /  w punkcie xu jest też równa zeru. Z założonej różnicz- 
kowalności funkcji g dla dowolnego ÿn £ mon f ( x 0) \  { /(io )}o  zachodzi:

g V (/( la )) .
2/n / \^ o ;
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Wobec tego istnieje M  >  0, takie źe

l3p{yn) ~~ 9p{fp(x o)) I ^  / . i
  1*)yn fp \x  o)

dla dowolnego \/yn 6 m on f ( x 0) \  {/(*o)}o, czyli

I f f p ( y n )  ~  9 p { f p { x 0 ) )  | ^  M  ■ | J/n  — / ¡ > ( x o )  I ( * * )

dla dowolnego Vyn € mon /(xo ). Gdy yn € mon  / ( x 0) \  {/(xo)}o, to wynika to  z (*). Na
tom iast jeśli yn — f p(xo) jest pseudozerem, to na podciągu takim  że ynk = f ( x 0),
lewa i praw a strona (**) są równe zeru, więc nierówność jest prawdziwa. Na pozostałych 
wyrazach nierówność (**) wynika z (*).

Z ciągłości funkcji /  i Własności 21 otrzymujemy:

f p(mon x 0) C mon  / ( x 0) C (c, d)p.

Jeśli x„ €  mon  Xo \  {xo}o , to  f p{xn) €  mon f [ x 0). W ykorzystując poprzednią nierówność 
dostajemy:

Q I (ffp  °  f p ) ( x n)  ~  (,9v 0 f v ) ( x o )  } _  19p{ f p { x n) )   9P{ f P{x o ) )  | ^
•Efl X0 2-71 — 0

<  . I /p(^~n,- ~  fp iXo)
X n  3^0

czyli (g O /) '(x o )  =  o..

W ła sn o ść  23. Funkcja f  : (a,b) —> R m<z maksimum (minimum) w punkcie x 0 6 

(a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy f v(xn) ^  / p(x0) (/?(£>*) ^  / P(io)J Vx„ € mon x0.

D ow ód . Dowód przeprowadzimy dla maksimum; dla minimum jest analogiczny. Za
łóżmy, że /  m a maksimum w punkcie x0. Istnieje więc h > 0, takie że

Vx € R | x - x 0 | <A => f ( x ) ^ f ( x 0).

U stalm y dowolne x n 6 m o n x o. Z definicji zbioru m o n x q istnieje taka liczba natu ra lna  no, 
że

Vn ^  n0 | x„ -  x0 |<  h,

więc także
Vn ^  no /(x „ )  <  / ( x 0).

Oznacza to , że f p{xn) ^  / p(x0). Prawdziwość implikacji odwrotnej jest prostą konse
kwencją Własności 17.,
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T w ierd zen ie  24. Jeśli funkcja f  : (a,b) —► R jest różniczkowalna w punkcie x0 € 
(a, b) i ma w tym punkcie ekstremum lokalne, to f ' ( x o) =  0 .

D o w ó d . Pokażemy tezę jedynie dla maksimum. Z założenia f r (x0+r}) / p(io) Vr? ~  
0. Dlatego

€ mon  0 \  {0}o A g < 0 / l ( io )  =  ^ — -M "0). ^  (j

oraz ^ ^
w n \ im  » _ _ n d  /~ \ /p (*0 +  ł?) — /p(*o) ^  KVr; 6 m on 0 \  {0 jo A g >  U ;+(Zo) = -------   ^  U.

Stąd i z założonej różniczkowalności

0 s$ / l ( i o )  -  * f ' (x 0) zi f ’+{xo) <  0 , 

czyli * f ' ( x 0) ~  0. Biorąc części standardowe otrzymamy /'(z o )  =  0..

Z Twierdzenia 24 i z twierdzenia Weierstrassa wynika poniższe twierdzenie Rolle’a. 

T w ierd zen ie  25 (R o lle ’a)
Jeśli f  : [a, 6] —» R. jest ciągła na [a, b], różniczkowalna w każdym punkcie przedziału

(a ,b ) i f ( a )  =  }{b), io istnieje punkt c £  {a,b), taki żc f ' (c )  = 0 .B
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A b s tr a c t

In the paper, non-standard characterizations of basic notions of differential calculus 
are given in the model constructed by Chwistek and Laugwitz. In particular, lim it of 
a  num erical sequences, uniform continuity and differentiability of functions are described 
in the  non-standard model of Chwistek and Laugwitz. Main properties of these notions 
as well as the  notions of lim it and continuity of functions introduced in [4] are derived. 
T he non-standard proofs of the Weierstrass theorem on continuous functions on closed 
intervals and the chain rule for derivatives of composed functions are of special interest.


