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E L E M E N T A R N Y  R A C H U N EK  CAŁKOW Y W  M O DELU  
N IE S T A N D A R D O W Y M  CHW ISTKA I LAUG W ITZA

S tre sz c z e n ie . W  niniejszej pracy zaprezentowana jest teoria calkowalności 
w m odelu niestandardowym  Chwistka i Laugwitza. Dowodzi się równoważności cał- 
kowalności funkcji w sensie niestandardowym i w sensie Riemanna oraz wyprowadza 
się m etodam i niestandardowymi podstawowe własności całki.
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N O N -S T A N D A R D  M O D E L  O F  C H W IS T E K  A N D  L A U G W IT Z

S u m m a ry . In the paper, the theory of integrability is presented in the 
non-standard model of Chwistek and Laugwitz. The equivalence of integrability 
of functions in th e  Riemann and non-standard sense is proved and main properties 
of the integral are derived by means of non-standard methods.
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1. Z b iory  i fu n k cje  n orm aln e

W  modelu niestandardowym analizy (patrz [4]) wyróżnimy teraz pewne zbiory obiek
tów niestandardowych. W tym  celu wprowadzimy definicję.

D e f in ic ja  1. Niech J~ będzie rodziną obiektów analizy rzeczywistej (np. funkcji rze
czywistych, podzbiorów R itp.). Dwa ciągi ( d n)„e{j, (J3ti)„eNj gdzie A n,B n €  T  dla n  G N, 
są równoważne wtedy i tylko wtedy, gdy

3n0 £ N V n > n 0 A n — B„.

Klasy abstrakcji powyższej relacji będziemy nazywać obiektami normalnymi (np. funkcjam i 
norm alnym i, zbiorami normalnymi itd,).

W prowadzona powyżej relacja jest oczywiście relacją typu równoważności. Liczby pro- 
gresyjne są liczbami normalnymi, wystarczy przyjąć ĆF =  R. Przykładem  przedziałów 
norm alnych są zbiory o postaci:

{r-n £ ^  ^  ^  y

gdzie a„, b„ g K. Natom iast biorąc klasę abstrakcji ciągu funkcji ( /„ )neM, gdzie

/ - ( l ) = x (1 +nn V )  d l a X e R ’

otrzym am y funkcję norm alną, która reprezentuje deltę Diraca (zob. [3]).

D efin icja  2. Jeśli f  jest funkcją normalną o reprezentancie ( f n)netą, to dla dowolnych 
i „, yn £ K określamy:

f ( x n) = yn 3n0 £ N V n > n 0 /„ (z* ) =  yn-

Z definicji tej wynika, że funkcja norm alna /  o reprezentancie ( / n)nsN Jest określona na 
zbiorze norm alnym  A , który ina reprezentanta (-4„)n6^ , gdzie An jest dziedziną funkcji f n. 
Z Definicji 1 i własności klas abstrakcji otrzymujemy następujący wniosek, gwarantujący 
poprawność Definicji 2.

W n io sek  1. Załóżmy, że S  ^  0 jest zbiorem normalnym oraz (S n)ne^  i są
jego dwoma reprezentantami. Wówczas dla dostatecznie dużych n 6 N S n =  Tn .
Załóżm y, że f  je s t funkcją normalnym oraz (/„ )„€n * (i/n)neN S1 Jej  reprezentantami. 
Wówczas dla dostatecznie dużych n G N f n = gn
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W  dalszych rozważaniach interesować nas będą. tylko zbiory i ciągi norm alne. Każdy 
ciąg norm alny s : —+ K jest klasą abstrakcji pewnego ciągu którego elementami
są ciągi rzeczywiste. Wówczas zgodnie z Definicją 2

s(n k) = yk ąą- 3&o € N >  k0 yk =  ,<>£k. (*)

Każdy reprezentant s (n k) =■. 3£‘ jest ciągiem liczb rzeczywistych. Z (*) wynika, że dla 
dostatecznie dużych k jego wyrazy są równe . Jeśli będzie istnieć taka liczba N k G Np, 
że ciąg norm alny s jest określony tylko dla wszystkich m k ^  N k, to będziemy mówić, że 
ciąg norm alny a jest hiperskończony. Dla ciągu normalnego s wprowadzimy następującą 
definicję niestandardowego sumowania.

D efin ic ja  3. Będziemy mówić, że yn jest sumą pierwszych M n wyrazów ciągu nor
malnego s, jeśli

Mn

3n0 G N Vn ^  n0 2/n =  ] T X  ■ (**)

Będziemy wtedy pisać yn =

Z W niosku 1 wynika, że sum a ta  nie zależy od wyboru reprezentanta. Sumowanie 
w (**) jest określone poprawnie, bo M n G N i sj, G R dla dowolnych i, n  G N.

Niestandardowym  podziałem odcinka rzeczywistego [a,fe] nazywać będziemy hiper
skończony ciąg normalny dodatnich liczb nieskończenie małych <;Q , tak i że

Mn

k=1

dla pewnej liczby progresyjnej M n. Selektorem podziału będziemy nazywać hiperskończo
ny ciąg normalny (5™” )„„«;£„> jeśli

ę-TTln r-an e
win - l  m n

s +  H  * ń ,“ +  Z i ń
T=T ?=?

Win —1 Win
« +  ż )  < > “ +  5 I> n

1 =  1 i =  1

czyli, gdy n —ty wyraz liczby m n należy do przedziału

Win —1 win
“ +  Y ,  X 'n > (l +

t = l  t =  l

2. D e f in ic ja  i w ła sn o śc i ca łk i

W prowadzimy teraz definicje całkowalności funkcji rzeczywistych, która -  jak się 
okaże -  je s t równoważna z definicją całkowalności w sensie Riemanna.
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D efin icja  4. Niech f  : [a, fi] —* R będzie funkcją rzeczywistą. Jeśli istnieje liczba rze
czywista g, taka że dla dowolnego niestandardowego podziału odcinka [0, 6],
dowolnego jego selektora <f} i odpowiadającej im liczby N n zachodzi:

E  fp (“Z)
k=l

to będziemy mówić, że funkcja f  jest całkowalna na przedziale [a, b] i pisać / al f[ x )d x  = g.

Udowodnimy teraz lemat, który wykorzystamy w dowodzie następnego twierdzenia.

L e m a t 1. Jeśli <f} jest hiperskończonym ciągiem normalnym, to

3t„ <  Nn Vrhn < N n x™n ^  .

D ow ód . Dla każdego n € N niech t n będzie taką. liczbą naturalną, dla której jest 
największą spośród liczb 1 * , . . . ,  x%". Wówczas

dla dowolnego m n 6 Np,m n ^  N n.u

W ykażemy teraz równoważność wprowadzonej powyżej definicji z definicją całkowal- 
ności w sensie Riemanna.

T w ie rd z e n ie  1. Funkcja ograniczona /  : [a,b] —* R jest całkowalna w sensie R ie
manna wtedy i tylko wtedy, gdy jest całkowalna w sensie Definicji f .

D o w ó d . => Mamy pokazać, że wszystkie niestandardowe sumy całkowe są nieskoń
czenie blisko pewnej liczby standardowej. Zaprzeczeniem tezy jest zachodzenie jednego 
z dwóch warunków:

(i) istnieje e >  0 i dwie sumy, takie że moduł ich różnicy jest większy od e,
[ii) istnieje suma, która nie ma części standardowej.
Przypuśćm y najpierw, że zachodzi [i). Istnieją więc dwa niestandardowe podziały 

' ich selektory [ K " h n^  (*C");sn<Mn> takie że

N n M n

> e
k=l k=1

dla pewnego e > 0. Obierzmy żn, j n tak, by

x %£  było największym wśród m n ^  N n,
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było największym wśród y™n, m„ ^  M n. 

Oczywiście x '” ~  0 ~  j/jj". Ponieważ

N. M„
¿ 2  * =  * { b - a )  = Y ,y „ ,  
i=T i=T

więc istnieje n0 £  N, takie że

N„ M n
' ¿ x kn =  b - a = Y i y*
k= 1

dla każdego n  ^  n 0. Oznaczmy

P ' =* n i

P". =

fc=l

a +  E z J i , a + E * «
fc=l * = 1

“ d - E ^  +  E ^

dla n ^  no (przyjmiemy tu  i dalej konwencję: E2=i := 0). Przyjm ijm y Il'n =  
{Pńł. ■ • - > K n J ,  n n =  { K u  ■ ■ • - C m J -  Średnice podziałów I i ; ,  II" są odpowiednio równe 
x 'n ,y Jnn . Wobec, tego że x ‘" ~  0 ~  yj"*, II'„ i II" są ciągami normalnymi podziałów (w sensie 
standardow ym ). Z definicji selektora mamy:

a l  6 a + E I n’a + I I i
k = 1 fc=l

a +  ¿ ^ , < » + ¿ 3 / «
t=i t=i

=  P '.

=  P "

V n €  N V* e  {1......... 7V„},

V n e N  V* e  { 1 , . . . ,  Af„}.

a n i —  a n

bn, =

Przyjm ijm y
V n e N  Vi €  { 1 , . . . ,  Nn}, 
V n e N  Vz € { 1 ,. . . ,M „ } .

Oznaczmy =  E £ \  f ( a ni) ■ |P ^ | i <  =  E il" i/(¿m ) ’ l^n.l-
Dzięki założonej całkowalności w sensie Riemanna ciągi standardowe (.sń)neN 1 (sn)neN
są zbieżne do tej samej liczby rzeczywistej. Istnieje więc c £  R, takie że dla wszystkich
nieskończonych liczb naturalnych ln i m„ zachodzi:

(*)

Dla dowolnych /n, m n £ Np mamy:

* V ^ mn
= C  = (Efe /(«».*) • IC*l) = E  / A )  ■ ̂
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k=i
Przyjm ując m n -  ln = n dla n € N, otrzymujemy:

[»
^  £,n in E / r ( 2 * ) - i n - E / p ( 0 - y i

!=? fc=T

co je st sprzeczne z (*). Pokazaliśmy więc, że przypadek (?) prowadzi do sprzeczności. 
Pozostaje do rozpatrzenia drugi przypadek.
(u )  Załóżmy', że

Vn =  E /p (S * )  ' in

nie posiada części standardowej. Liczba yn jest skończona, bo /  jest funkcją ograniczoną 
i każde jest nieskończenie małą. Istnieją podciągi ([4, Własność 11]) (yn,), (ynj) zbieżne 
w R  do różnych granic. Mamy

Nn,

= E
fc=T

Ponieważ

więc istnieje n0 6 N, takie że

dla każdego n ( ^  n 0, czyli

k - 1 

N,

E =6 - a-

Nn, 
E ^ n ,  = * (» -« )■  
i=T

ttł
Wówczas także (2^" ') Jest selektorem podziału (2n,“') . Podobnie określamy podział (5 n, ')

mn'
i selektor (an, ‘). Skonstruowaliśmy więc dwie niestandardowe sumy całkowe, które nie są 
nieskończenie bliskie (bo ciągi je definiujące są zbieżne do różnych liczb rzeczywistych). 
Wobec dowiedzionej już części twierdzenia daje to sprzeczność z założoną calkowalnością 
w sensie Riemanna.

ą= Niech teraz będzie dany ciąg normalny podziałów (Iln)neN odcinka [a, 6], gdzie 
n „  =  { P „ i,. . .  ,P nNn] oraz standardowy selektor ciągu podziałów (<Jni)neN> gdzie ani €  Pni 
d la n, i £  N. Przyjmijmy

'  |Pn,| i Z N .
0 i > Nn-
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Na mocy założonej normalności ciągu podziałów mamy lim x'n =  0 dla każdego i , a  więc 
x’n" =  *(zlln) są nieskończenie małe. Ponadto

E 2 * =  * ( b -a ) -
k = 1

Ponieważ

G Pni CI a +  iC z * ,a  +  E 4
k-1 k- 1

dla i G { 1 , . . . ,  N n}, n G N, więc przyjmując a‘n" -  *(an,n) d la in ^  dostajem y selektor 
naszego niestandardowego podziału. Niech

N„

S n  =  E  f ( a n k )  | - P n * |  
k = l

oraz

2 / , =  E / p ( 2 n ) - ^  =  E / ^ ) - £ * .

£=? ¿=T
Pozostaje pokazać, że s n ~  yn. Z określenia sumy niestandardowej istnieje n0 G N, takie
że

N n N n

Vn = E  / ( “"*) =  E / K O  ’ lP"*l =  Sn,
k = l  k = 1

dla każdego n ^  n0. wobec czego yn ~  Dzięki założeniu yn ~  c dla pewnej liczby 
rzeczywistej c, a na mocy wcześniejszej własności, lim s„ = c. Wobec dowolności wyboru

n —►oo J
sumy całkowej i niezależności liczby c od podziału dostajemy tezę..

Z powyższego dowodu wynika nie tylko jednoczesne istnienie całek, ale także ich rów
ność.

Skonstruujem y teraz wspólne zagęszczenie dwu niestandardowych podziałów odcinka 
[a, 6]. Załóżmy, że (i™ ")~n<£n i niestandardowymi podziałam i odcinka
[a, 6], takim i że

Ńn Mn
X X  = *(&-«) = E ^
i =t i =t

gdzie N n,M n G Np. Załóżmy dodatkowo, że ich selektorami są odpowiednio 
oraz ■ Ponieważ istnieje n0 G N, takie że

N„ M n

x kn = b -  a =  Y2 Zn
A;=l Jfc=1

dla każdego n  ^  n0, więc możemy przyjąć

P ni  = a + E ^  + E ^
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P ' = “ + E  2">a + E*n >
f c =l  t = l

dla n ^  no-
Definiujemy zbiór £„ par ( i , j )  indeksów: (i, j )  G £„, jeśli P"- Pni fi PP  yf 0. 

Oczywiście moc S„ zbioru £ n nie przekracza N n ■ Mn oraz

U ¿3 = M ,
l6Ln

przy czym przedziały P"o maJ4 wnętrza parami rozłączne.
Każdej parze ( t , j )  € £ n przyporządkujemy teraz inną liczbę ze zbioru ;=  

{ 1 , . . . ,  S n} (np. z zachowaniem porządku w jakim umieszczone są na prostej rzeczywistej 
przedziały P"^).

Tak zdefiniowane odwzorowanie jest bijekcją, więc istnieje odwzorowanie i\p odwrotne 
do niego. Przez cnk oznaczmy prawy koniec przedziału dla ^ -  P'n oraz dodatkowo
cn0 =  a. Zdefiniujmy ponadto

k cnk-1 dla k ^  Sm
0 dla k >  Sn-

Mamy wtedy:

Sn

^  \ yn U T Cn2 Cn\ T . . . -f CnSn — 1 — f* U.
i = l

Przyjm ijm y y kn -  z* dla fc =  1 , . . . ,  N n i n <  n0 oraz S* =  iV„.
O trzym any w ten sposób ciąg hiperskończony <g jest ciągiem norm alnym

liczb nieskończenie m ałych. Wynika to stąd, że ciągi wyjściowe były ciągami normalnymi 
nieskończenie m ałych, więc średnice podziałów Sn i ¿ń, odpowiadające Pnl- i P'ni, dążą do 
zera, a zatem  średnica <5" podziału P ^ m  dąży do zera. Ponieważ y 1} ^  <5" przy ustalonym  
n, więc ciąg (sC")„€n d4Ży do zera, gdy n -» oo. Mamy:

* = 1

Ciąg ten  tworzy więc podział odcinka [a, 6]. Selektor dla powyżej skonstruowanego po
działu określimy następująco:

<  =  a +  \y \ ,

< = a + i-(Ef=,‘y‘ +E?=,Ji‘) ’ * = 2,
czyli d* jest środkiem przedziału P " ^ ) -  Niech

<C"
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Skonstruowany powyżej podział będziemy nazywać wspólnym zagęszczeniem podzia
łów (i™ ")- i <!q . Na koniec wprowadzimy jeszcze oznaczenia:

K ni = {k  6 L'n : P:m  C P ni) ,  i =

oraz
U ni =  { k  € L'n : £  M  . * =  1..........M„.

Powyższą konstrukcję wykorzystamy w dowodzie całkowalności funkcji ciągłej. W  do
wodzie tym  skorzystamy również z następującego lematu.

L em at 2. Jeśli f  : [a, b] -+ R jest funkcją ograniczoną, to istnieją m , M  ę  R, takie
że

N n  Nn  _  N„

™ ■ Y ,  2n <  Y ,  fp(*n) ■ 2n < M  ■
k = j  k= ] i = l

dla dowolnej niestandardowej sum y całkowej funkcji f  na odcinku [a, 6].

D ow ód . Na mocy założenia istnieją liczby rzeczywiste m  i M , takie że

m  ^  f ( x )  $  M

dla x  €  [u, &]. Oznaczmy

y. = £ ■ / » ■ *
k = l

Wówczas istnieje n0 €  N, takie że

k = \

dla n ^  n 0. Stąd

™ f ( “n) ■ M  ■ '¿ X kn
k = 1 * = 1

dla n  ^  n 0, a  to dowodzi tezy lem atu..

Możemy teraz przejść do zapowiedzianego twierdzenia.
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T w ie rd z e n ie  2. Każda funkcja ciągła na [a, 6] jest całkowalna na [a, &].

D ow ód . Niech będzie dowolnym niestandardowym podziałem  odcinka
[a, 6], a (a™”)~ jego selektorem. Korzystając z twierdzenia W eierstrassa i Lem atu 2 
otrzym ujem y:

m  • *(& -  a) <  £  /,(« * ) • 2* ^  M  ■ *(b -  a) 
fc=T

dla pewnych liczb rzeczywistych m  i M. Dowolna suma całkowa jest więc liczbą skończoną. 
Weźmy dowolne dwie takie sumy dla ciągów

f?m"U  -  i iż™"!- -

z odpowiadającym i im selektorami

(amn]~ -  i (bmn)~ -

Niech <-§ będzie wspólnym zagęszczeniem powyższych podziałów,
odpow iadającym  mu selektorem, a )Cm i H ni zdefiniowanymi poprzednio zbiorami. P rzyj
mijmy

tn =  t f
k=l

Istnieje n0 €  N, takie że dla każdego n0

<n =  E  f ( d kn) ■ r f  =  E  £  ( / ( < )  +  ( / « )  -  / ( < ) ) )  ■ ykn-
k = 1 i=l k £ K n,

N ajm niejsza h \n i największa h2n z liczb /(d^ ) -  / ( O  (dla i =  l , . . . , iV „  i 
są mniejsze na m oduł od pewnej liczby rzeczywistej en, k tórą można tak dobrać, aby 
ciąg (fi„)n€K dążył do zera, bo średnice podziału (czyli odległość argumentów) 8n =  
maXie(l r , ^ „ )  x'n dążą do zera i funkcja /  jest ciągła. Dlatego

i k \ n  S n  —  0 ,  | / l 2 n  E n  —  6 1

Ponieważ 2fce/cm Vn =  xńi w>ęc dla każdego n  ^  n 0 mamy:

hin ■ (b -  a) + ¿  / « )  • x|, «i ^  h2n ■ (6 -  a) +  £  / « )  ■ < .
» = 1 t=l

Poprzednie nierówności zachodzą dla dostatecznie dużych n, zatem 

N n N n
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czyli

- ' ¿ U i K )  ■ Xn- 
1=1

Przeprowadzając podobne rozumowanie dla drugiej sumy dowodzimy, że

Nn M»
* )■ &

?=T ?=T

W ykazaliśmy więc, że dla dowolnej funkcji ciągłej każde dwie sumy całkowe są nieskoń
czenie bliskie.

Dla zakończenia dowodu wystarczy pokazać, że nie może istnieć sum a, k tó ra  nie m a 
części standardowej. Przypuśćmy, że taka sum a istnieje. Przeprowadzając identyczną kon
strukcję jak w drugiej części dowodu warunku koniecznego Twierdzenia 1 otrzym am y dwie
sumy, k tóre m ają  różne części standardowe, a to jest sprzeczne z pierwszą częścią tego
dowodu..

L e m a t 3 . Jeśli <g  i <n  S1 hipersk°ńczonymi ciągami norm alnym i
i A„ € K, to

H-i k=i fc=T

k=T £=?

D ow ód . Wykażemy pierwszą równość; drugiej dowodzi się analogicznie. Niech

y» =  E ( 2 i  +  i ) ,  i - =  £ 2; ,  =
k~i k=l k—l

Z definicji niestandardowej sumy wynika, że istnieje n0 € N, takie że

Vn =  E (® n  +  6n) =  E  °n +  E  6n =  +  ¿n
fr=l fc=l yfc=l

dla n  ^  no, wobec czego t/n =

Posługując się powyższym lematem wykażemy liniowość całki na zbiorze funkcji cał
kowalnych.
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T w ierd zen ie  3. Jeśli / ,  g : [a, 6] —* R są całkowalne i A € R, lo funkcje J -f g i A/  
są całkowalne oraz

I  ( f  +  d)(x )dx =  l  f ( x )d x  + f  g (x)dx,
J a  J a  Ja

i  (Af) (x )d x  =  A ■ i  f[x )d x . 
Ja Ja

D ow ód . Weźmy dowolny podział (*IT")s;„</5n odcinka [a,b] i odpowiadający mu se
lektor (a™n)~  ~ . Wówczas

jv N Nn
¿ ( /  +  g)p(akn) - =  ¿ ( / , ( «*) +  * ({ £ ))  • 5* =  E j / r ^ )  • x£ +  & («*) • *£) =
X=T *=T £ = i

=  E  / r ( 2n) • Xn +  E  ^ ( 2n) ' / M 2*) +  (_( iK*)2*) •
X = i X=T

Wobec dowolności podziału dostajemy tezę pierwszej części twierdzenia. D rugą część do
wodzi się analogicznie na podstawie drugiego wzoru z Lem atu 3.,

W ła sn o ść  4. Jeśli f  : [a, 6] —* R jest całkowalną funkcją nieujemną, to

i  f( x )d x  '£■ 0.
Ja

D ow ód . Weźmy dowolny podział (x™n)~ <ję i odpowiadający m u selektor 

Niech

Vn =  E  /p(2») '
k=l

Istnieje wówczas no €  R, takie że

*=1

dla n >  n0. S tąd i/n >  0. Ponieważ */a f{ x )d x  ~  t/n, więc wynika stąd, że /* f ( x ) d x  >  0 .. 

P rostą  konsekwencją powyższej własności jest następujący wniosek.

W n io sek  2. 7es7t / ,  p : [a, 6] -> R sę całkowalne i f  ^  g, to / ab f{ x )d x  < J*g{x)dx.u

W ła sn o ść  5. Jeśli f  : [o, 6] —* R jest funkcją całkowalną, to

inf / ( x ) - ( 6  — a) <  / f (x )d x  <  sup / ( x )  • (6 — a).
ie[a,b] Ja i£[ix,6]
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D o w ó d . W ystarczy zauważyć, że dla dowolnej niestandardowej sumy zgodnie z Le
m atem  2 zachodzi:

*( ' *(b ~  =  *( f W ) ' E  ^v x€[a,f>] ' v r6[a»o] ' ^

<  E  /* (“£) ■ ^  sup / ( * ) )  ■ *(b ~  a)■•
Ł T  V* M

W ykażemy teraz, że całka jest addytywną funkcją zbioru całkowania.

T w ie rd z e n ie  6. Jeśli f  : [a ,c ]—» 1  jeat funkcją całkowalną i b £  (a ,c ), to f  |

t f\ są całkowalne oraz 
'IM *

i  f{ x )d x  =  f  f{ x )d x  +  I  f(x )d x  
J a  J a  J b

D ow ód . Niech (i™ ")" i (yrn n)~ <Q będą odpowiednio podziałam i odcinków 
[a, 6] i [5,c], a 1 (6n " h nS;M„ ich selektorami. Przyjmijmy:

x kn k = l , . . . , N n,
y k-Nn k = N n + i , . . . ,  N n + M n,

dl =
akn k  =
j*-w. k = N n + l , . . . , N n + M n

i S n = N n +  M n dla n £ N. Istnieje wówczas n0 € N, takie że

S n  JV„ S„ N „  M n

E * £  =  E * n  +  E  y kn~N" =  E Xn + E ^  =  C~ a -
k =  1 Jt=l k = N „ + \ k =  1 k = 1

wobec czego =  *(c — a). Otrzymaliśmy więc podział niestandardowy

odcinka [a, c]. Selektorem jego jest <g . Dla dostatecznie dużych n  mamy:

S n  N n  S n  N n  M n

E / t ó - !  = E /(4 ) ' ^  E  / tó - ^  = E/(«n)-^ + E /(6n)-^
k = 1 k = N n + l  k = 1 * = 1

czyli
S n  N n

Z M Ź )  • Si =  E  fp(Sn) ■ Xn +  Y f M )  - v l  (*)
k - \  k = l * = ?

Jeśli pokażemy, że funkcje /  i /  są całkowalne, to otrzym amy szukany wzór. Do-
l[a,6] l[6|Cj

wód całkowalności funkcji /  i /  przeprowadzimy nie wprost. W ystarczy rozpatrzeć
I [a ,b] l[b,c]

przypadek, gdy jedna z tych funkcji nie jest całkowalna.
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Załóżmy, że /  nie jest całkowalna. Bez straty ogólności możemy przyjąć, że dla 

/ |  istnieją dwie sumy, które nie są nieskończenie bliskie. Niech będą nimi 3* i 3^. 

Mamy | sj, — e d la pewnego £ E R. Weźmy dowolną niestandardową sum ę całkową 
i„ dla funkcji /  . Powtarzając konstrukcję z pierwszej części dowodu dla par t n)

i ( 3 J ,tn) otrzym am y sumy całkowe i ż \  dla funkcji /  . W ykorzystując równość (*)
,  .  '[“id

dostaniemy:

I -  *n 1 =  1 K  +  tn -  (5* +  tn) |= | S'„ ~  |>  £,

wbrew calkowalności funkcji /  na [u, c]..

T w ie rd z e n ie  7. Załóżmy, że f  : [a, 6] —» R jest funkcją ciągłą. Wówczas F( x )  =  
f*  f ( t ) d t  istnieje i F '(x )  =  f ( x )  dla wszystkich x E (a,b).

D o w ó d . Z Twierdzenia 6 funkcja F  jest dobrze określona. Weźmy dowolny jej iloraz 
różnicowy

j  =  +  Vn) -  Fp{x)
Vn

dla x E (a, b) i yn E Ko \  {x}o- Ponieważ

F,{x) = *{F(x))  = \ £  f( t)d t)

oraz
Fp(x  +  ś/n) =  Fp(*(x + y„)) =  *( £ +y" f ( t )dt )  ,

więc

z  =  =  4 7  p  / ( t ) Ä  _  r  f m )  =

yn yn Ja Ja

Z W łasności 5 dla każdego n £ N mamy:

/ * ^ + y n
inf f ( t ) - y n ^  f { t ) d t <  sup f ( t ) - y n.

łe[x,*+y„] ./* ¡e[x,x+v„]

Dostajem y stąd  nierówność:

(  .in f f ( t j )  ■ yn ś * (  f  f [ t )dt )  sup / (* ) ) •  t/B. (*)
t e [ x , I + V n ]  '  '  J x  '  '  ( ^ [ r ^ + y n ]  7

Ponieważ /  jest ciągła, więc f v{tn) ~  / p(x) dla każdego i„ G m onx. W  naszym przypadku 
Ś/n +  i  € mon x, więc dla dowolnego £ > 0 istnieje n0 € N, takie że

Vn >  n0 Vt G [i,a: +  j/n] | / ( f )  — / ( x )  |<  e,
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więc także

Podstaw iając do (*) otrzymamy:

*( Jx -  fp{2) ■ Vn,

Bezpośrednią konsekwencją dowiedzionego twierdzenia jest podstawowe twierdzenie
rachunku całkowego i wzór Newtona-Leibniza.

W n io sek  3. Jeśli f  : [a,i>] —> R jest funkcją ciągłą, a $  : [a, 6] —> R  dowolną funkcją  
pierwotną dla f ,  to
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A b str a c t

In the paper, the theory of integrability of real-valued functions of one variable is 
presented in the non-standard model of Chwistek and Laugwitz. Normal sequences of 
progressive numbers and non-standard summation are defined; these definitions are ap
plied in the non-standard version of the notion of integrability of functions. The equiv
alence of in the Riem ann and non-standard definitions of integrable functions is proved. 
The non-standard proof of integrability of continuons presented in the paper is of inter
est. Moreover, a num ber of properties of integral are proved by means of non-standard 
methods.


