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MAKSYMALNY WYKEADNIK LAPUNOWA DLA
UKEADU N ROWNAN ROZNICZKOWYCH RZEDU
PIERWSZEGO

Streszczenie. W pracy przedstawiono metode wyznaczania maksymalnego wy-
ktadnika Lapunowa dla uktadu n réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego. Metoda

opiera si¢ na jednoczesnym rozwigzaniu uktadu réwnan rézniczkowych i réwnania
wariacyjnego.

THE LARGEST LYAPUNOW EXPONENT OF A SYSTEM OF N
DIFFERENTIAL EQUATIONS OF THE FIRST ORDER

Summary. The paper presents a method of calculating the largest Lyapunow
exponents of a system of n differential equation of the first-order. The method

requires the solution of the combined system — system of differential equations and
variational equation.

DER GROSSTE LJAPUNOV-EXPONENT FUER N
DIFFERENTIALGLEICHUNGS ERSTER ORDNUNG

Zusammenfassung. Die Arbeit angibt eine Methode fuer Berechnung des
grossten Ljapunow-Exponenten fuer n Differentialgleichungs erster Ordnung. Dazu
soll man losen Differentialgleichungssystem und die erste Variation dieses System.
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Niech bedzie dany uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego w po-
staci:

ai- fi(x1,...,Xn,i) i=1,...,n (1)
~dt
w ktérym t oznacza zmienng niezalezng oraz t € / C R (R zbiér liczb rzeczywistych);
Xi,..., xn - szukane funkcje zmiennej i; ~ dane funkcje ciggte okreslone w ilo-

czynie kartezjanskim A x /, gdzie A zbiér otwarty w Rn.
Niech bedg postawione warunki poczatkowe:

xi(to) — 0 (2)

przy czym punkt (xio,..., xn0,to) 6 A X I.

W prowadzajac oznaczenia macierzowo-wektorowe:

"X\ ¢ 71(z1>-- .
X = /(*>*) = , X =
A». .fn(% 1?.. dé(ln
uktad (1)—€2) mozna zapisa¢ nastepujaco:
= (x,i), (3)
x(t0) — xO0. (4)

Rozwigzanie zagadnienia (3)-(4) oznaczamy przez 6t(xo0), przy czym

© e 2710) 0
10, *e+, -TQ t)
Zachodzi
~,(x0) = / [t(x0),i] (5)
oraz
<tofx0) — xo- (6)

Rézniczkujac (5) wzgledem warunkéw poczatkowych, tzn. wzgledem wektora Xo, otrzy-
mamy:

Dxj t{x0) = Dxf [t(x0), t] DxJ t{xo), ?)
a takze
DX0$tQxo0) = 1, (8)
gdzie / macierz jednostkowa stopnia u, za§ D jest symbolem rézniczkowania.

Zdefiniujmy macierz <&(xo0) nastepujaco:

®t(*0) '— D xo4t(x0). 9)
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Woéwczas réwnanie (7)-(8) mozna zapisac:

$t(x0) Dxf[<f>t(x0),i]$ t(x0), (10)

$<0(z0) 1. (11)

Rownanie (10)—11) nazywamy réwnaniem wariacyjnym.

W przypadku gdy uktad (3) jest autonomiczny, tzn. prawa jego strona nie zalezy
w spos6b jawny o zmiennej niezaleznej t, to w réwnaniu (10) funkcja wektorowa / réwniez
nie bedzie zalezata w sposéb jawny od t. Natomiast, je$li uktad (3) jest, nieautonomiczny
0 postaci

i = f(x) +g(1), (12)

gdzie funkcja wektorowa

to réwnanie (10)-(11) wyraza sig¢ nastepujaco:

ii(x0) = f2il[«ii(x0)]$i(x0), (13)
$i0(zo)

/e (14)

Mozna wykazaé, ze macierz i>,(x0) ma witasno$¢ przechodnio$ci, to znaczy, ze zachodzi

zwigzek:
$t,(x0)$f2(x0) = $t1+t2(x0) (15)
gdzie X, = 0i,(x0).
Dla ustalonego warunku poczatkowego x0 wybierzemy dowolny wektor Sx0 € Rn,

bedacy jego zaburzeniem. Wdéwczas warunek poczatkowy (4) z zaburzeniem Sx0 przyjmie
dla réwnania (3) postac:

X (t0) — x0 *8xq. (16)

Rozwigzaniem zagadnienia (3) (16) bedzie funkcja wektorowa
xi(i) = x(t) + 6x(t)

gdzie ¢x(t) - wektorréznicy miedzy rozwigzaniem réwnania(3)dlawarunkéw poczat-
kowych (4) iwarunkéwpoczatkowych zaburzonych (16). Wektor ten jestrozwigzaniem
réwnania:

(X(t) = «>,(x0)Sx0. (17)

Jednowymiarowy wyktadnik Lapunowa dla x0 i 6x0 jest definiowany nastepujaco:
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Wykorzystujgc réwnanie (17) otrzymujemy:

ff(x0,5x0) = Jigg i In || 4(i0)020 || - (19)

Rozpatrzmy n-wymiarowg baze ortonormalng {e,} i —1,..., n wektoréw przestrzeni
Rn posiadajgcych i-ta wspdirzedng réwna jeden, a pozostate wspdirzedne réwne zero.
Wektory bazowe potraktujemy jako zaburzenia warunkéw poczatkowych (4) izastosujemy

do nich definicje jednowymiarowego wyktadnika Lapunowa. Otrzymamy:
a(x0,e-) = er, = Iigd In || <t>f(x0)ce; || . (20)

Otrzymane w ten sposéb jednowymiarowe wyktadniki Lapunowa uporzadkujemy wedtug

malejagcych wartosci, tzn.:

T > (T~ ...<an. (21)
Przyjmijmy, ze Sx0=wo, gdzie || w0 |[|= 1 oraz, ze wektorwg ma w bazie {e,} przedsta-
wienie
wo = Y_ilc‘e“ (22)
gdzie G £ R. Wdwczas:
Il $t(xo)ui0 1= ]I>,(x0)]§:lc*‘e< =11 ]T;,$i(:ro)ei =1~ cietr<| . (23)
= i= =

Wobec tego jednowymiarowy wyktadnik Lapunowa w punkcie xg dla zaburzenia wO mozna

wyrazi¢ nastepujaco:

1 n
<r(x0,w0) = lim - In 1J2c<e"'i 1=
1~00 1 i=i
= Jim oI ertuci + t\i;\c‘e = (24)

Wynika stad, ze przy dowolnie wybranym wektorze zaburzajgcym u'o jednowymia-
rowy wyktadnik Lapunowa bedzie ré6wny maksymalnemu wyktadnikowi Lapunowa dla
wektoréw bazowych, tzn.:

a(x0,t0) = <t. (25)
Wyktadnik Lapunowa mozna zatem otrzymaé na dwa sposoby:

1) przez catkowanie réwnania wyjSciowego i réwnania z zaburzonymi warunkami po-
czatkowymi, co poprzez przyjecie ,duzego” t we wzorze (18) napotyka na duze

trudnosci;

2) przez catkowanie réwnania wyjsciowego i wariacyjnego réwnocze$nie, co na ogé6t
w przypadku dodatnich wyktadnikéw Lapunowa prowadzi do obliczen z nadmiarem
(4>t(x0) —*°°), zas w przypadku ujemnych wyktadnikéw w obliczeniach wystepuja

niedomiary (kolumny macierzy $t(zo) daza do liniowej zalezno$ci).
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Te trudnosci sa powodem wprowadzenia ponizszych modifikacji w wyznaczaniu mak-
symalnego wyktadnika Lapunowa.

Niech T > 0 oraz K pewna liczba catkowita nieujeinna.
Przyjmijmy
Xk 'm=x(tk) = $T(x*_i) (26)
dla tk= kT oraz k= 1,..., K.
Zauwazmy, ze z przechodnio$ci macierzy <&i(x) wynika:
$kt(x0) = mmn$r(zo)- 27)
Woéwczas:

(28)

(29)

(30)

Catkujac réwnocze$nie réwnanie wyjsciowe i odpowiadajgce mu réwnanie wariacyjne
oraz stosujac wzor (30) mozna dla uktadu (3)-(4) wyznaczy¢ maksymalny wyktadnik La-
punowa. Wykorzystaé go mozna do badania charakterystyk réwnania (3)—4), a w szcze-
g6lnosci do jego chaotycznych zachowan.
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Abstract

The combined system (differential equation and variational equation) is (3) and (10)
which is integrated from the initial condition (4) and (11). Choose an initial perturbation
6xq then (17). The Lyapunow exponent of xg and fix0 is (19). If we define e- E Rn as
a vector whose ith component is 1 and whose reamining components are zero, then (20).
Order <; such that ai > ... ~ <r,, then (25), where WO = Sx0 and || WO ||= 1. Let <t>(x0)
solutions of the system of differential equations with an initial state x0 and choose T > 0

and an integer K > 0. Let (26) and then with result (27) and (28) we obtain (30).



