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M AKSYM ALNY WYKŁADNIK LAPUNOWA DLA 
UKŁADU N  RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH RZĘDU  
PIERWSZEGO

S t r e s z c z e n ie .  W  pracy przedstaw iono m etod ę w yznaczan ia  m aksym aln ego  w y 
k ładnika L apunow a dla układu n równań różniczkowych rzędu p ierw szego. M etod a  
opiera się  n a  jed n oczesn ym  rozwiązaniu układu równań różn iczkow ych i rów nan ia  
w ariacyjnego.

T H E  L A R G E S T  L Y A P U N O W  E X P O N E N T  O F  A  S Y S T E M  O F  N  

D I F F E R E N T I A L  E Q U A T I O N S  O F  T H E  F I R S T  O R D E R

S u m m a r y .  T h e  paper presents a  m ethod  of ca lcu la ting  th e  largest L yapunow  
ex p o n en ts o f a  system  of n  differential equation of th e  first-order. T h e  m eth od  
requires th e  so lution  of th e  com bined system  —  sy stem  of d ifferential eq u a tio n s and  
variational equation .

D E R  G R O S S T E  L J A P U N O V - E X P O N E N T  F U E R  N  

D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G S  E R S T E R  O R D N U N G

Z u s a m m e n f a s s u n g .  D ie A rbeit angibt eine M eth ode fuer B erech nu ng des  
gro ssten  L japunow -E xponenten fuer n  D ifferentialgleichungs erster O rdnung. D azu  
soll m an losen D ifferentialgleichungssystem  und die erste  V ariation  d ieses System .
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N iech  będzie  dany układ równań różniczkowych zw yczajnych rzędu p ierw szego w  p o

staci:
di,-

~dt
f i ( x  1 , . . . , Xn, i) i =  1 , . . .  ,n (1)

w k tó ry m  t  oznacza  zm ienną niezależną oraz t €  /  C R  (R  zbiór liczb  rzeczyw istych); 

x i , . . . ,  x n -  szukane funkcje zm iennej i; ~ dane funkcje c iąg łe  określone w  ilo 

czy n ie  kartezjańskim  A  x  / ,  gdzie A zbiór otwarty w Rn.

N iech  b ęd ą  postaw ione warunki początkowe:

x i(to)  — 0

przy czy m  pu n k t ( x i o , . . . ,  x n0, to) 6  A X I.

W prow ad zając  oznaczenia  m acierzowo-wektorowe:

(2)

' X\ ‘ 7 1 (z l> - -
■ d r i  ■ 

d i

X = /(* > * ) = ; x  =

A » . .fn(% 1? • •
dxn
dł

u k ład  (1 )—(2) m o żn a  zap isać następująco:

i  = /(x , i) ,  

x(t0) — x0.

R ozw iązan ie  zagadnien ia  (3 ) - (4 )  oznaczam y przez ót(xo), przy czy m

'  • * ł  2-710) 0

(3)

(4)

Z achodzi

oraz

10, * • • , -TnO, t)

^,(x0) =  /  [ę!)t(xo),i] (5)

(6)<t>to{x o) — xo-

R óżn iczk ując (5) w zględem  warunków początkow ych, tzn . w zględ em  w ektora Xo, o trzy 

m am y:

D xj t { x 0) =  D xf  [<t>t (x0), t] D xJ t {xo),  (? )

a także
DX0<j>tQ(xo) =  I, (8)

gd zie  /  m acierz jednostkow a stop n ia  u, zaś D  jest sym bolem  różniczkow ania. 

Z definiujm y m acierz <&((xo) następująco:

®t(*o) '— D xo4>t ( x 0). (9 )
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W ów czas rów nanie (7 ) - (8 )  m ożna zapisać:

$ t ( x 0) =  Dxf[<f>t(x 0) , i ] $ t (x 0), (10)

$<0(zo ) =  I .  (11)

R ów n an ie  (1 0 )—(11) nazyw am y równaniem  w ariacyjnym .

W  przypadku gdy uk ład  (3) jest autonom iczny, tzn. prawa jego  stron a  n ie  za leży  

w sp o só b  jaw n y o zm iennej niezależnej t,  to  w równaniu (10) funkcja w ektorow a /  również  

n ie b ęd zie  za leża ła  w sposób jaw ny od t. N atom iast, jeśli układ (3) jest, n ieau ton om iczn y  

o p o sta ci

i  =  f(x ) + g (t) , (12)

gd zie  funkcja  w ektorow a

9 =  i

to  rów nan ie (1 0 )- (1 1 )  w yraża się  następująco:

i i ( x 0) =  f? i /[« i i (x o ) ]$ i(x o ) ,  (13)

$ i0(zo) =  /•  (14)

M ożn a w ykazać, że  m acierz i>,(xo) m a w łasność przechodniości, to  znaczy, że  zach odzi 
zw iązek:

$ t ,(x 0)$ f2(xo) =  $ t 1+t2(x 0) (15)

gd z ie  X, =  0 i , ( x o).

D la  usta lon ego  warunku początkow ego x 0 w ybierzem y dow olny w ektor S x 0 €  R n, 

b ęd ący  jego  zaburzen iem . W ówczas warunek początkow y (4) z zaburzen iem  Sx0 przyjm ie  
d la  rów nania  (3) postać:

x (t0) — x 0 *4* 8xq. (16)

R ozw ią za n iem  zagadnien ia  (3) (16) będzie funkcja w ektorowa

x i ( i )  =  x (t)  +  6 x ( t )

g d z ie  ¿ x ( t )  -  w ektor różnicy m iędzy rozw iązaniem  równania (3) d la  warunków p o czą t

kow ych  (4) i warunków  początkow ych zaburzonych (16). W ektor ten  je st  rozw iązaniem
rów nania:

¿ x ( t )  =  «¡>,(x0 )Sx0. (17)

J ed now ym iarow y w yk ład n ik  Lapunowa dla x 0 i 6x0 jest definiow any następująco:
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W ykorzystu jąc  rów nanie (17) otrzym ujem y:

f f(x0,S x 0) =  lim  i  ln || 4>(( i 0)Ó2:o || - (19)t—*oo t

R ozp a trzm y  n -w ym iarow ą bazę ortonorm alną {e ,}  i — 1 , . . . ,  n  wektorów przestrzen i 

R n p o siad ających  i-tą  w spółrzędną równą jeden, a pozosta łe  w spółrzędne rów ne zero. 

W ektory bazow e potraktu jem y jako zaburzenia warunków początkow ych  (4) i za stosu jem y  

do nich  defin icję  jednow ym iarow ego w ykładnika Lapunowa. O trzym am y:

a ( x 0, e,-) =  er, =  lim  ln || <ł>f(x0)će; || . (20)<—♦00

O trzym ane w  ten  sp osób  jednow ym iarow e w ykładniki Lapunowa up orządkujem y w ed ług  

m alejących  w artości, tzn.:
(Ti >  (Ti ^  . . .  <rn. (21)

P rzyjm ijm y, że  Sx0 =  wo,  gdzie  || w 0 ||=  1 oraz, że  wektor wq m a w bazie { e ,}  przed sta-

w ien ie

wo =  Y l c'e '' (22 )
t=i

gdzie  Ci £  R . W ówczas:

II $ t(x o )u i0 11 =  11 i> ,(x0) ] C c*'e< ||= || ] T c , $ i (:ro)ei || =  || ^ c i etr'< || . (23)
1=1 i= 1 ł = l

W obec te g o  jednow ym iarow y w ykładnik Lapunowa w punkcie xq d la zaburzen ia  w 0 m ożn a  

w yrazić  następująco:
1 n

<r(x0,w 0) =  lim  -  ln II J 2 c<e', ‘i 11 =
1~*00 1 ¡=i

=  lim  -  ln
Ł~+oo t e r"  u ci  +  Y ^ c'e

t= 2
=  <tl (24)

W ynik a stąd , że  przy dow olnie w ybranym  wektorze zaburzającym  u,'o jed n o w y m ia 

row y w yk ład n ik  Lapunow a będzie równy m aksym alnem u w ykładnikow i L apunow a d la  

w ektorów  bazow ych , tzn.:

a ( x 0, t«0) =  <t;. (25)

W y k ła d n ik  L apunow a m ożna zatem  otrzym ać na dwa sposoby:

1) przez całkow anie  równania wyjściowego i równania z zaburzonym i w arunkam i po
czątk ow ym i, co poprzez przyjęcie „dużego” t  we w zorze (18) nap otyka  n a  duże  

trudności;

2 ) przez całkow anie  rów nania w yjściowego i wariacyjnego rów nocześn ie, co  na ogół 

w przypadku dodatnich wykładników  Lapunowa prowadzi do ob liczeń  z nad m iarem  

(4>t(xo) —* ° ° ) ,  zaś w przypadku ujem nych wykładników  w obliczen iach  w y stęp u ją  

n iedom iary  (kolum ny m acierzy $ t(z o )  dążą do liniowej za leżn ości).
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T e trudn ości są  pow odem  w prow adzenia poniższych m odifikacji w w yznaczan iu  m ak
sy m a ln eg o  w yk ład n ik a  Lapunowa.

N iech  T  >  0 oraz K  pew na liczba całkow ita nieujeinna.
P rzyjm ijm y

Xk '■= x ( t k) =  <j>T (x * _ i)

d la  t k =  k T  oraz k =  1 , . . . ,  K .

Z auw ażm y, że z przechodni ości m acierzy <&i(x) wynika:

$ k t ( xo) =  ■ ■ ■ $ r (z o ) -

(26)

(27)

W ów czas:

(28)

(30)

(29)

C ałku jąc rów nocześn ie  równanie wyjściow e i odpow iadające m u rów nanie w ariacyjne  

oraz stosu jąc  wzór (30) m ożna d la  układu (3 )-(4 )  w yznaczyć m aksym aln y  w yk ład n ik  La

punow a. W yk orzystać  go m ożna do badania charakterystyk równania (3 )—(4), a  w szcze

gólności do jeg o  chaotycznych  zachowań.
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A b str a c t

T h e  com bined  sy stem  (differential equation and variational equation ) is (3 ) and (10) 

w hich is in tegrated  from  the in itia l condition  (4) and (11). C hoose an in itia l p erturbation  

6xq  th en  (17 ). T h e  Lyapunow exponent o f xg and fix0 is (19). If we define e,- E R n as 

a vector w hose ith  com ponent is 1 and whose ream ining com ponents are zero, th en  (20). 

O rder <t; such th a t a-i >  . . .  ^  <r„, th en  (25), where w0 =  Sx0 and || w0 | |=  1. L et <t>(x0) 

so lu tion s o f th e  sy stem  of differential equations w ith  an in itia l sta te  x 0 and ch oose T  >  0 

and an in teger K  >  0. Let (26) and then w ith  result (27) and (28) we obta in  (30).


