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NUMERYCZNE WYZNACZANIE MAKSYMALNEGO
WYKEADNIKA LAPUNOWA DLA ROWNAN
ROZNICZKOWYCH TYPU DUFFINGA

Streszczenie. W pracy przedstawiono numeryczng metode wyznaczania mak-
symalnego wyktadnika Lapunowa dla réwnan rézniczkowych typu Duffinga. W za-
leznosci od parametréw tego réwnania otrzymano rézne warto$ci wyktadnikéw. Ich
niedodatnie warto$ci wskazujg na regularny charakter rozwigzania (rozwigzanie typu
okresowego lub quasi okresowego), za$ dodatnie wartosci na chaotyczne zachowanie
rozwiazania.

NUMERICAL CALCULATING THE LARGEST LYAPUNOW
EXPONENT FOR DUFFING’S DIFFERENTIAL EQUATIONS

Summary. The paper presents investigations of the solutions of Duffing’s equa-
tions for the difference parameter values. The largest Lyapunov exponents can be
used to determine regular and chaotic behavior. For periodic and qausi-periodic
solutions they are negative, for chaos they are positive.

NUMERISCHE BERECHNUNG DER MAXIMALEN LJAPUNOV
EXPONENT FUER DIE DUFFING GLEICHUNGEN

Zusammenfassung. In der Arbeit untersucht man Verhalten der Loesung die
DufFing-Gleichungen. Dazu berechnet man maximalen Ljapunow-Exponenten. Fuer
regulares und periodisches Verhalten sind maximale Ljapunow-Exponenten negativ,
fuer chaotischen Verhalten sind sie positiv.
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Rozwazmy uktad dynamiczny opisany réwnaniem Duffinga:
ii + ax = bx -fcx3= dcost (1)

Jest to nieliniowe réwnanie rézniczkowe rzedu drugiego, w ktdrym t jest zmienng nieza-
lezng, za$ x szukang funkcjg zmiennej i; a, 6, ¢, d - parametry réwnania. W zaleznosci
od wartosci tych parametrow uktad dynamiczny opisany réwnaniem (1) moze posiadac
rozwigzanie typu regularnego, tzn. okresowe, prawie okresowe lub tez rozwigzanie typu
chaotycznego. Réwnanie (1) posiada rozwigzanie typu chaotycznego, jezeli przy zadanych
warunkach poczatkowych i zadanych parametrach nie mozna przewidzie¢ zachowania sie
rozwigzania juz w niedalekiej przysztosci, chociaz zadane warunki poczatkowe oraz para-
metry nia sg losowe, tzn. sag w petni zdeterminowane. Do wyznaczania obszaréw, w kto-
rych uktady dynamiczne maja zachowania chaotyczne, mozna postuzy¢ sie wyktadnikami
Lapunowa, ktore okreslajg wspotczynnik eksponentalnej rozbieznosci dwoch trajektorii
fazowych o nieznacznie r6znigcych sie warunkach poczatkowych.

Zachowanie sie w czasie uktadéw dynamicznych mozna opisa¢ uktadem réwnan réz-
niczkowych o postaci:

* = 1(* <), (2)
gdzie: t - skalarna zmienna niezalezna, * - ra-wymiarowy wektor kolumnowy x =
[xi,...,xn]T szukanych funkcji t, f - n-wymiarowa kolumnowa funkcja wektorowa / =

[fii mmifn]T, za$§ x - n-wymiarowy wektor kolumnowy pochodnych funkcji x- wzgledem
t,i=1,...,n.

Rozwazmy dwa rozwigzania réwnania (2): jedno dla warunkéw poczatkowych x0 =
[xio,.. , xn0]T, a drugie dla warunkéw *o + gdzie 6x0 = [ANio, eee. (>NOJT jest wek-
torem r6znic miedzy nimi, czyli zaburzeniem wyjsciowym warunkéw poczatkowych. Jed-
nowymiarowy wyktadnik Lapunowa dla x 0 i ixo okreslamy jako granice:

a(x0,6x0) = IllrQ{ In I 6x0 | ?3)
gdzie || * || oznacza norme w R", za$ Sx(t) jest to wektor réznicy pomiedzy rozwigzaniem
otrzymanym dla warunkéw poczatkowych x0+ 6x0 oraz x 0.

Maksymalny wyktadnik Lapunowa to najwiekszy co do wartosci wyktadnik Lapu-
nowa spos$rod n wyktadnikéw otrzymanych w przypadku, gdy 6x0 = e,, gdzie e, wektory
n-wymiarowej bazy ortonormalnej przestrzeni R", i = 1,..., n. Oznaczmy go przez <X,

Okazuje sie, ze dla dowolnie wybranego wektora 6*0 stosujgc wzdér (3) otrzymuje
sie zawsze maksymalny wyktadnik Lapunowa. Aby stwierdzi¢ chaotycznos$¢ rozwigzania
uktadu wystarczy wiec zna¢ maksymalny wyktadnik Lapunowa. W przypadku bowiem
zachowan regularnych (rozwigzanie okresowe lub prawie okresowe) moze mie¢ miejsce
liniowa rozbiezno$¢ trajektorii fazowych i wyktadnik Lapunowa jest liczbg niedodatnia.
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Natomiast w przypadku zachowan chaotycznych dwie trajektorie fazowe zaczynajace sie
w sgsiednich punktach sg wyktadniczo rozbiezne i wyktadnik maksymalny ma wartos¢
dodatnig.

Maksymalny wyktadnik Lapunowa dla ré6znych parametrow a, 6, ¢ i d w rownaniu (1)
bedziemy wyznacza¢ korzystajac z rozwigzania tego réwnania, a takze z rozwigzania od-
powiadajgcego mu réwnania wariacyjnego. Za pomocga hastepujacej zmiany zmiennych:
xi =i, ij = Xi przeksztatcimy réwnanie rézniczkowe rzedu drugiego (1) do uktadu dwdch
réwnan rdzniczkowych rzedu pierwszego:

o 4)
X2 = 0ij —cxj —ax2+ dcost

o niewiadomych funkcjach Xi(i) i x2{t). Szuka¢ bedziemy rozwigzania uktadu (4) dla
warunkéw poczatkowych
XI(to) = XIo,
X2(to) - X 20.

©)

Stosujagc zapis wektorowy uktad (4) oraz uktad (5) mozemy zapisa¢ odpowiednio w postaci:

x = f{x) +g(v), (6)
x(t0) = x0, (7)
gdzie
B X2
X = 1) = p— —ax2
0 X\0
a{t) = dcost ; 0= ,x20. ®)

Rdézniczkujgc rownania (6)—€7) wzgledem warunkéw poczatkowych *0 otrzymamy réwna-
nie wariacyjne o postaci:

DXx = DTf(x)D Xox, ()
DxagX) = -, (10)
gdzie:
9xi 9xi
9xjo 9X20
D, nx (U)
9X2 9X2
- 9x10  9X20 -
M. 1
9xi 9x2
Dxf[x) = (12)
aj_i H i
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za$ | macierz jednostkowa stopnia drugiego.
Przyjmijmy oznaczenie
¢, (x) = DXx, (13)

gdzie elementy macierzy <& sa. okre$lone nastepujaco:

& = dxt
'3 dgor
Maksymalny wyktadnik Lapunowa, wykorzystujac rozwigzanie réwnania wariacyj-
nego, mozna wyznaczy¢ ze zwigzku

ij = 1,2. (14)

q, = tlj)%z I ¢«(x0) (15)

Bezposrednie obliczanie wyktadnika Lapunowa ze wzoru (15) np. przez przyjecie ,,du-
zego” t napotyka na powazne trudnosci numeryczne. Dlatego tez wyznaczaé go bedziemy
wedtug nastepujacego schematu. Niech x(t) bedzie rozwigzaniem uktadu (4)—5). Niech
T > 0 bedzie oznacza¢ czas dyskretyzacji. Przez a* bedziemy rozumieé gdzie
tk —kT oraz k = 1,2,..., K; K - pewna liczba naturalna. W zwigzku z tym I\T oznacza
czas koncowy. Przyjmijmy, ze:

A« -jTj, In Ngr-t(*o) (16)

Ktadac
| #r(zit) ||= otk 17)

oraz korzystajagc z wtasnosci przechodniosci macierzy

&1 7¢*2)

maksymalny wyktadnik Lapunowa ostatecznie wyznacza¢ bedziemy ze wzoru przyblizo-
nego
i K-L

A £ Ina* (18)
k=0

Jak z powyzszych wzoréw wynika, aby wyznaczy¢ <i, nalezy jednoczes$nie catkowac
uktad (4) oraz (9)

Xi  — 27

X2 = bx\ —cxj—ax2-fdcost

[ = 21, (19)
= ¢22)

21 = (6—3cEj)#ii—a2i,

(422 = (6 —3cXi)<£]2 —«22,
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z warunkami poczatkowymi
xi(0) =
x2(0) =
*n(0) =
*»(0) =
*21(0) =
<Mo) =

=, o O Fr 29 9o

Uktad rownan (19)-(20) catkowano metoda Runge-Kutty 1V rzedu. Arbitralnie przy-
jete zaburzenia poczatkowe wynosity £xi0 = Sx20 = 0.0001. Odchylenie badano co 107T,
tzn. T = 107r.

W szczeg6lnosci przyjeto nastepujace wartosci parametrow:

1. a= 0.2, 6=0 c=1, d= 4

2. a= 0.2, 6=10 c=1, d = 5.5;
3. a=0.05 6=0 c= 1, d= 75;
4, a =102,6=1 c=0.16, d=0.75.

Otrzymano dla nich odpowiednio nastepujace maksymalne wartosci wyktadnikow La-
punowa:

1. < =0;
2. (\ =0;
3. o\ =0.09;
4. oi =0.17.

Pierwsze dwa warianty przyjetych warto$ci parametrow wskazujg na rozwigzanie typu
okresowego, natomiast dwa pozostate typu chaotycznego. W celu sprecyzowania dalszych
charakterystyk rozwigzan nalezatoby zastosowa¢ dodatkowe metody badan, takie jak:
zachowanie sie trajektorii w czasie, trajektorii w przestrzeni fazowej, funkcji autokorelacji
lub gestosci spektralnej.
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Abstract

The Lyapunow exponents can be used to determine regular or chaotic behavior of
solution of differential equations. The largest Lyapunow exponents of Duffiug’s equations
with difference parametr values we find from the combine system (19) (differential equa-
tion and variational equation). This system is integrated (classical Runge-Kutta method)
from the initial condition (20). For parametr values 1 and 2 we obtain periodic solution,
and for paramétré values 3 and 4 we obtain chaotic solution.



