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Streszczenie

Przedmiotem pracy sga krétkie informacje historyczne o najwazniejszych réwna-
niach fizyki matematycznej. Ponadto przedstawiono metody efektywnych konstruk-
cji rozwigzan zagadnien granicznych dla réwnan rézniczkowych.

SOME REMARKS ON THE GREEN FUNCTION AND ON THE
EFFECTIVE SOLUTION TO THE LIMIT PROBLEMS FOR
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Summary

The subject of the paper is to give the short informations on the most impor-
tant equations of the mathematical physics. Moreover the methods of the effective
constructions of the solutions to the limit problems for differential equations are
given.

BEMERKUNGEN UBER DIE GREEN - FUNKTION UND UBER DIE
EFFEKTIVEN LOSUNGEN DER ANFANGS - RANDWERTAUFGABEN
FUR DIE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Zusammenfassung

Das Objekt der Arbeit sind die kurzen historischen Informationen tber die wich-
ligsten Gleichungen der mathematischen Physik. Uberdies wurden die Methoden der
effectiven Anfangs - Randwertaufgaben fir die Differentialgleichungen vorgestellt.
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1. Réwnania fizyki matematycznej i funkcje Greena

Gtoéwne osiggniecia matematykow XVIIlI wieku polegaly na sformutowaniu réwnan
rézniczkowych czastkowych modelujacych zjawiska fizyczne. W ytonit sie dotad nieodparty
paradygmat naukowy. Sposobem modelowania przyrody staty sie rownania rézniczkowe.

W 1753 Euler [5] zajat sie dynamika ptynéw i do roku 1755 sformutowat uktad réwnan
rozniczkowych czastkowych opisujgcych ruch ptynu bez lepkos$ci. Stworzyt model ptynu
jako ciggtego, nieskofnczenie podzielnego oSrodka i opisat jego ruch za pomocg ciggtych
zmiennych, zaleznych od potozenia czastek cieczy: predkos$ci, gestosci i ci$nienia.

Fourier sformutowat réwnanie opisujgce przeptyw ciepta i zaproponowat nowg potezng
metode rozwigzywania go, zwang jako analiza Fouriera. Metoda ta pomimo wielu zalet
ma jednak podstawowga wade. Zaweza klase rozwigzan.

Badanie materiatéw pod wptywem naprezen doprowadzito do réwnan sprezystosci.

Analiza grawitacji doprowadzita do réwnan nazywanych obecnie réwnaniami Laplace’a
i Poissona.

Te same réwnania pojawity sie znowu w hydrodynamice oraz elektrostatyce i sformu-
towano ich uogdlnienie, zwane teorig potencjatu [8].

Wiek XVIII i poczatek wieku XIX byt okresem, w ktérym sformutowano wigkszo$é
klasycznej teorii fizyki matematycznej. W yjatkiem jest tu réwnanie Naviera - Stokesa dla
przeptywu cieczy lepkiej i rownanie Maxwella dla elektromagnetyzmu, ktére pojawity sie
nieco po6zniej.

Jak wida¢ z powyzszego przegladu, wiek XVIII i poczatek wieku XIX miat wiele
osiggnie¢ w wyprowadzaniu réwnan rézniczkowych czastkowych. Jednakze okres ten miat
wiele mniej osiaggnie¢ w rozwigzywaniu tych réwnan.

Sukcesy paradygmatu réwnan rézniczkowych byty imponujace i rozlegte. Wiele pro-
bleméw, w tym takze podstawowych i waznych, prowadzito do réwnan, ktére mogty byé
rozwigzywane. Jednak inng rzeczg jest rozwigzywanie réwnan a inng ich wyprowadzanie.

Nastepowat proces samoselekcji, dzieki ktdremu réwnania, ktérych nie mozna byto
rozwigzac¢, stawaty sie automatycznie mniej interesujgce od tych, ktérych rozwiazanie
byto mozliwe. (Trwa to zresztg do dzi$). Podreczniki, z ktérych nowe pokolenia uczyty sie
technik rachunkowych, zawieraty oczywiscie tylko problemy rozwigzalne.

W roku 1750 Lagrange podjat idee Eulera i dokonat na ich podstawie eleganckiego
i doniostego przeformutowania. W jego podej$ciu zauwazamy dwie podstawowe sprawy.
Pierwsza to zasada zachowania energii (gdy zaniedba sie tarcie). Drugg byto wprowadzenie
wspoOtrzednych uog6linionych. Wspo6trzedne pozwalajg przemieni¢ problemy geometryczne
na problemy algebraiczne poprzez zwigzanie z kazdym punktem zbioru liczb. Wsp6t-
rzedne uogo6lnione pozwolily Lagrange’owi bardzo prosto wyprowadzi¢ réwnania ruchu

w formie niezaleznej od wybranego konkretnie uktadu wspétrzednych [8]. Sformutowanie
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Lagrange’a ma liczne zalety w poréwnaniu ze sformutowaniem Newtona. Wiele z nich
ma charakter techniczny. tatwiej stosowaé¢ to sformutowanie, gdy istniejg wiezy ograni-
czajace ruch. Unika sie wtedy niewygodnych i skomplikowanych przeksztatcen wspoétrzed-
nych. Lecz, nade wszystko, jest ono ogdlniejsze, bardziej abstrakcyjne, bardziej eleganckie
i prostsze.

Wreszcie idee te kontynuowat Hamilton [8]. Jeszcze raz przeformulowal dynamike
z jeszcze wiekszg ogdlnoscig. W hamiltonowskiej wersji tej teorii stan uktadu dynamicz-
nego jest okreslony przez ogdlny zbiér wspo6trzednych (jak u Lagrange’a), razem z po-
wigzanym z nim zbiorem wspdétrzednych pedu (predko$¢ pomnozona przez mase). Poje-
dyncza wielko$¢, nazywana obecnie hamiltonianem uktadu, okres$la catkowitg energie za
pomoca tych potozen i pedéw. Szybkosci zmian wspétrzednych potozenia i pedu w czasie
sg wyrazone za pomocg hamiltonianu w prostym eleganckim, jednolitym uktadzie réwnan,
zwanych réwnaniami Hamiltona. Wspoiczesne (te bardziej zaawansowane) podreczniki
dynamiki rozpoczynaja sie czesto od ro6wnah Hamiltona.

Matematykom udato sie uchwyci¢ przynajmniej jeden porzadek Wszech$wiata. Jed-
nak, pomimo imponujacych zdobyczy klasycznej fizyki matematycznej, pozostaty jeszcze
nietkniete cale dziedziny $wiata przyrody. Jeszcze gorzej wyglada sprawa metod rozwig-
zywania wyprowadzanych réwnan opisujagcych $wiat. Metoda, ktéra w teorii rozwigzuje
wszystko, lecz w praktyce nie jest uzyteczna, nie ma szansy na zdobycie wielu entuzjastéw
niezaleznie od tego, jakie mogg by¢ jej filozoficzne podstawy.

Jak juz wyzej zauwazyliSmy, prawdziwe problemy pojawiaja sie podczas rozwigzywania
wyprowadzonych réwnan. Jedna z metod rozwigzywania réwnan opiera sie na zastosowa-
niu tzw. funkcji Greena.

Na poczatku XIX wieku zauwazono, ze jesli F(x, i) jest catkg ro6wnania rézniczkowego
czagstkowego ze zmiennymi niezaleznymi x, t, liniowego o statych wspdtczynnikach, to

fodl
J F(x —s, T)f(s)ds
—00
jest takze catka tego samego réwnania [29]. Okoto roku 1820 Poisson wykorzystat powyz-

szg mys$l do napisania catek ro6wnania przewodnictwa cieplnego w postacil

Tak wiec historia splotu funkcji jest $ciS$le zwigzana z historig rozwigzywania pro-
bleméw granicznych dla rownan rézniczkowych, w szczegélnosci czagstkowych. Zasadniczy
wptyw na rozwigzywanie problemoéw granicznych dla réwnan rézniczkowych wywart Geor-

ge Green. Wiemy, ze funkcja Greena. wzglednie jej pochodna normalna wzgledem brzegu.

‘W [29], wydanie I. PW N, Warszawa 1980, brak czynnika - r
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spleciona z funkcjami danymi w warunkach granicznych lub z prawg strong réwnania, daje
w sumie efektywny wzér na rozwigzanie rozwazanego problemu granicznego, o ile funkcja
Greena dana jest efektywnie. Czesto funkcja Greena nie jest dana efektywnie. Jest to
wynikiem tego. ze funkcje Greena definiuje sie¢ aksjomatycznie jako funkcje, ktora spet-
nia rozwazane rownanie w danym obszarze i spetnia warunki graniczne na brzegu tego
obszaru. Zatem funkcja Greena nie zalezy tylko od réwnania rézniczkowego, ktdre roz-
wigzujemy. ale zalezy takze od geometrii brzegu obszaru, w ktérym rozwazamy réwnanie
i od struktury warunkéw granicznych. Nieuwzglednienie powyzszego doprowadzito na te-
renie rownan rézniczkowych do pewnych mitow w odniesieniu do problemu konstrukcji
rozwigzan probleméw granicznych dla rownan rézniczkowych. Jedni, mniej zorientowani,
uwazaja, ze kazdy problem graniczny mozna rozwigza¢ poprzez zastosowanie funkcji Gre-
ena. Inni znowu stwierdzaja, ze funkcja Greena jest bardzo dobrym narzedziem do roz-
wigzywania probleméw granicznych dla réwnanf rézniczkowych, ale w bardzo specjalnych
prostych obszarach, w ktérych konstruuje sie rozwigzanie. Pofizej na przyktadzie rownan
parabolicznych i poliparabolicznych odniesiemy sie zaréwno do jednych, jak i drugich.

Na poczatku nalez)' zauwazy¢, ze, jak juz wyzej wspomniano, funkcja Greena jako
obiekt zdefiniowany aksjomatycznie wymaga jeszcze dowodu istnienia, czyli konstrukcji
i to efektywnej konstrukcji, jesli liczymy na jawng posta¢ rozwigzania.

Uwaza sie, ze poczatki funkcji Greena siegajg roku 1828. Wtedy to po raz pierwszy
w teorii rdwnan rézniczkowych, w przypadku réwnania czastkowego, zwanego réwnaniem
Laplace’a, ktére zostato wyprowadzone przez Eulera w 1752 roku, Green uzyt terminu
».funkcja potencjalna” dla okre$lenia potencjatu newtonowskiego. Gauss w 1839 roku nie
znajac wyniku Greena opublikowat swoja prace na temat teorii potencjatu, gdzie nazwat
potencjatem rozwiazanie podstawowe réwnania Laplace’a.

0 Greenie obszerniej traktuje praca [6], powstata z okazji dwusetnej rocznicy urodzin
Greena, ktéra mineta w 1993 roku. Aby przyblizy¢ postaé tytutowego bohatera zacytujemy

obszerniejszy fragment tej pracy :

.... George Green urodzit sie 14 lipca 1793 roku w Sneiton kolo Nottingham.
Byl samoukiem, opuécit bowiem szkote w mtodym wieku, by pracowaé w pie-
karni ojca. Kiedy jego ojciec otworzyt mtyn, chtopiec w pokoju na pietrze stu-
diowat matematyke i fizyke, ksigzki pozyczat z biblioteki. Green z duzym za-
interesowaniem $ledzit nowe odkrycia w zakresie nauki o elektrycznosci. Byty
to lata dwudzieste dziewietnastego stulecia, woéwczas nie byto jeszcze mate-
matycznej teorii zjawisk elektrycznych, jedynie praca Poissona (Simeon Denis
Poisson 1781 - 1840) z 1812 roku data poczatek tej teorii. Green studiowat
prace Laplace'a (Pierre Simon de Laplace 1749 - 1827) i tak pisze na temat

ujecia teorii elektrycznosci w ramy analizy matematycznej:
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~Rozwazajagc jak pozadanym bytoby, aby sita o tak uniwersalnym
dziataniu, jak elektryczno$¢ data sie ujg¢, w miare mozliwosci, w ra-
my rachunku irozmys$lajagc nad korzy$ciami, ktére w rozwigzywaniu
wielu trudnych problemoéw ptyng z tego, ze nie bada sie zupetnie po-
szczeg6lnych sit dziatajacych na rézne ciata jakiego$ uktadu, ograni-
czajgc sie do rozwazania tej szczegolnej funkcji, od rozniczek ktérej
wszystkie one zalezg, zostatem naprowadzony na préby, czy bytoby
mozliwe odkry¢ jakie$ zwigzki pomiedzy tg funkcjg a ilosciami elek-

tryczno$ci w ciatach wytwarzajacych jg”.

W roku 1828 Green opublikowatl swoja najwazniejszg prace ,,Essay on the
Application of Mathematical Analysis of the Theories of Electricity on Ma-

gnetism”.

Teoria wytozona w tej pracy stanowita poczatek nowoczesnych teorii elek-
trycznoéci i magnetyzmu, a méwiac ogélnie nowoczesnej teorii fizyki matema-
tycznej w Anglii. Chociaz twierdzenie, znane dzisiaj jako twierdzenie Greena,
pojawito sie w tej pracy, jednak ten wazny wynik byt chwilowo nie zauwazony.
Powodem tego byt inaty naktad i lokalne rozpowszechnienie dzieta. Gauss nie
znat pracy Greena, gdy w 1839 roku opublikowat swojg prace na temat teorii
potencjatu. Warto tu jednak podkresli¢, ze zar6wno dzieta Greena jak i Gaussa
daty poczatek nowej niezaleznej gatezi matematyki, jaka jest teoria potencjatu.
Green po raz pierwszy uzyt terminu ,funkcja potencjalna”, za§ Gauss nazwat

.potencjatem” rozwigzanie réwnania Laplace’a.

W roku 1829 umiera ojciec Greena. Po jego $mierci przyjaciele sktonili Gre-
ena do tego, aby podjat studia w Caius College w Cambridge. Green rozpo-
czyna studia dopiero w 1833 roku po czterech latach indywidualnej nauki dla
wypetnienia luk w wiedzy podstawowej. Studiuje do 1837 roku. W tym czasie
publikuje szereg prac, ktore stanowia rozszerzenie pierwszej pracy. Prace do-
tycza miedzy innymi problemu odbicia i zatamania gtosu, odbicia i zatamania

Swiatta na wspdlnej powierzchni dwu niekrystalicznych ciat.

W dwa lata pézniej Green mimo sukceséw zawodowych opuszcza Cam-
bridge. Jest chory, wraca do Sneiton. Jego stan zdrowia znacznie sie pogarsza,

umiera 31 marca 1841 roku.

W' cztery lata po jego $mierci jego dzieto z 1828 roku zostato opublikowane
w Crelle’s Journal przez Williama Thompsona (p6zniejszego Lorda Kelwina),
a wytozona tam teoria zostata udostepniona szerokiej rzeszy uczonych. Green,
ktéry witasciwie byt samoukiem, przyczynit sie do stworzenia nowoczesnej teo-

rii fizyki matematycznej.

13
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Dzisiaj z nazwiskiem Greena wigzemy przede wszystkim pojecie ,funkcja

Greena" i ,wzory Greena”.
Jak wiemy, wzory Greena wyrazaja zwigzek miedzy catkami réznych typoéw.

W zoér

wyrazajacy zwigzek miedzy catka podwdjng po obszarze D a catkg krzywoli-
niowa po brzegu C tego obszaru znat juz Euler w 1771 roku. W swoim dziele

z 1828 roku Green opublikowat dwa nastepne wzory:

i) pierwszy wzdr Greena

rrrdudv dudv dudv rr du iii
i rl] J Yxai +VY,Yy+ Yz¥zdxdydz =JSJ vY dd~i rl] i VA dxay ®

ii) drugi wzor Greena

JJJ(uAv = vAu)dxdydz =j j(uQ -v~)ds,

n

gdzie i) jest obszarem przestrzeni tréjwymiarowej, 5 - powierzchnig ograni-

czajaca ten obszar, sa pochodnymi w kierunku normalnej zewnetrznej
do powierzchni 5. ...” (koniec cytatu z pracy [6] z pewnymi zmianami w ozna-
czeniach).

Green wprowadzit pierwszy funkcje, zwang p6ézniej funkcjag Greena, w celu wyznacze-
nia rozwigzania problemu Dirichleta dla r6wnania Laplace’a. Zdefiniowanie funkcji Greena
pozwolito przeformutowaé problem r6zniczkowy na réwnowazny problem catkowy poczat-
kujac réwnoczesnie teorie potencjatu zastosowang do pola elektrycznego.

Aby unaoczni¢ role funkcji Greena w teorii rownan rézniczkowych rozwazmy problem
Dirichleta dla r6wnania Laplace’a w kuli. Problem ten polega na wyznaczeniu takiej funk-
cji U ktéra spetnia nastepujace réwnanie Laplace’a

3
A ti(i,,i2,i3) =0, gdzie A = ££>*,, (1)
t=I
ktore rozwazamy w kuli D — {(zi,z22,x3) : (x\ -fx\ + z|)1/2 < Ti}. Poszukiwane rozwig-

zanie speinia nastepujacy warunek brzegowy

u(.r,,X2.z3) = /(zi.z2,t3) (2)

dla tych wszystkich (a:i..r2,.r3), ktére leza na powierzchni kuli D. Tzn. (.rj+ z2+ x3)12 =
R.
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Jak wiadomo z monografii [24], funkcja Greena dla problemu granicznego (1) - (2) ma
postac:
G(x,y) = U(x,y) + H(x,y), x = (xt,x2,x3), y = (yj.y2,y3),

gdzie
Ux,y) = K r=(£(».--%;,)2)12

jest rozwigzaniem podstawowym dla rownania Laplace’a. Natomiast funkcja H(x,y) jest
cze$cig regularng funkcji Greena, ktorg dla poszczegdlnych obszaréw daje sie efektywnie
wyznaczyé. Na przyktad dla kuli D, w ktérej rozwazamy réwnanie (1), cze$¢ regularna

funkcji Greena jest postaci

H(x,y)= ——m- dla x/ 0 lub H(x.y)= — dlax = 0.
pr R

gdzie O jest $rodkiem kuli I\(O.R) oraz p= Ox, r= yx, f = yx, zgodnie z rys. 48 na
str. 253 wmonografii [24] (wydanie polskie z 1957).

Rozwigzaniem problemu (1) - (2) jest funkcja
= 4HTr/ f(y*Dniy)G(x"y")" SDi<hv
8D

Gdyby rownanie (1) miato niezerowg prawg strone, tzn. gdyby$Smy rozwazali réwnanie
Poissona, to rozwigzanie problemu Dirichleta dla rownania Poissona w kuli D bytoby
sumag powyzej wypisanej catki i splotu funkcji Greena z prawg strong rownania Poissona.

Wspomnijmy tu, ze rowniez F. Leja (zmarty w 1979 roku) zajmowat sie konstrukcja
funkcji Greena dla réwnania Laplace’a w szerokiej klasie obszar6w ptaskich. Podat takze
warunki przedluzalno$ci rozwigzania problemu Dirichleta poza brzeg za pomocg pewnego
warunku wielomianowego.

Nadmienmy tutaj dla unikniecia nieporozumien, ze fizycy powszechnie funkcje Greena
utozsamiajg z rozwigzaniem podstawowym, ktére jest funkcjg Greena w catej przestrzeni.
Funkcja Greena nie ma woéwczas czeSci regularnej, a ma tylko cze$¢ osobliwg, czyli roz-
wigzanie podstawowe.

Podobnie jak dla réwnania Laplace’a, czy Poissona, mozna wprowadzaé¢ pojecie funk-
cji Greena dla innych rownan, réowniez dla rdwnan zwyczajnych. My jednak przesledzimy
rozwo6j metod rozwigzywania probleméw granicznych dla réwnan parabolicznych i poli-
parabolicznych, tak jak to juz wcze$niej zapowiedzielismy.

Skoncentrujmy sie chwilowo na pierwszym problemie Fouriera, tj. na problemie poszu-
kiwania rozwigzania spetniajgcego rownanie Fouriera, ktérego warto$¢ znamy dla kazdej
zmiennej przestrzennej w ustalonym czasie t0 (warunek poczatkowy) i znamy warto$ci roz-
wigzania dla wszystkich chwil czasu t na brzegu obszaru, w ktérym rozwazamy réwnanie

(warunek brzegowy).
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Dla pierwszego problemu Fouriera, rozwaznego w bardziej skomplikowanym obsza-
rze niz prostokat, a mianowicie w trapezie czasoprzestrzennym, funkcje Greena po raz
pierwszy wprowadzit w 1908 roku E. Levi w pracy [25], postugujac sie metoda odbic
symetrycznych Volterry.

W monografii M. Krzyzanskiego [24] znajdujemy efektywng konstrukcje funkcji Greena
dla pierwszego problemu Fouriera w prostokacie czasoprzestrzennym. KrzyzaAski konstru-
uje funkcje Greena metodg odbi¢ symetrycznych wzgledem bokéw prostokata zorientowa-
nych czasowo, powotujgc sie na prace Leviego [25]. Konstrukcja funkcji Greena metodg
zaczerpnieta z pracy Leviego jest poprawna i, co rownie wazne, efektywna dla obszarow
0 brzegach nie zmieniajgcych sie z czasem. Natomiast w przypadku trapezu prostolinio-
wego, czy tez krzywoliniowego, konstrukcja ta staje sie bardzo skomplikowana i przez to
malo efektywna.

Spowodowato to zaistnienie kilku préb innego podejscia do rozwigzania pierwszego
problemu Fouriera i to w trapezie krzywoliniowym, a wiec w obszarze o do$¢ skompli-
kowanej geometrii brzegu. | tak w monografii Kamkego ,Differentiallgleichungen (Par-
tialdifferentiallgleichungen)”, vol. 1l [9]na stronach 190 - 209 jest przytoczona in extenso
z dowodami praca Havlitschka z 1951 roku [7] o konstrukcji funkcji Greena dla trapezu
krzywoliniowego oraz dla zakrzywionych obszaréw piramidalnych. Havlitschek konstruk-
cje funkcji Greena dla pierwszego problemu Fouriera opiera na tzw. funkcji 0 Jacobiego,

ktéra wyraza sie poprzez nastepujac3' szereg

+00
0(a,6) = £ dla a > o.
n= —o0
Ponadto konstrukcja Havlitschka opiera sie r6wniez na funkcjach nad- i podparabolicznych
(metoda Perrona) ijest bardzo skomplikowana, a przez to mato konstruktywna.
Usunieciem tych komplikacji zajeta sie w ostatnich latach grupa matematykéw kra-
kowskich z Instytutu Matematyki Politechniki Krakowskiej: F. BaranAski, J. KoronAski,
J. Milewski i A. Pienigzek. Wymienieni matematycy zastosowali transformacje prostu-
jaca brzeg obszaru [1], [2], [26], [27] zaréwno w przypadku trapezu krzywoliniowego,
jak i w przypadku obszaréw piramidalnych. Tranformacja obszar6w o brzegach zmien-
nych w czasie do obszar6w o brzegach statych w czasie pozwala efektywnie zastosowac
konstruktywng funkcje Greena dla prostokata oraz dla prostopadto$cianu. Transformacja
prostujgca brzegi wptywa wprawdzie na komplikacje wyjsciowego réwnania, kt6rg usuwa
sie przez zastosowanie odpowiednich réwnan catkowych. Jednak jest to bardziej efektywna
droga konstrukcji rozwigzania niz metoda Havlitschka.
Zadajmy wreszcie pytanie: co poradzi¢ w sytuacji, gdy stopien komplikacji réwna-
nia rézniczkowego, komplikacji geometrii brzegu i skomplikowana struktura warunkéw
granicznych uniemozliwiajg konstrukcje funkcji Greena? OdpowiedZz znajdziemy w naste-

pujacych pracach J. Koronskiego: [10] - [23], w ktérych dla réwnan r6zniczkowych rzedu
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wyzszego niz dwa o zmiennych czasoprzestrzennych niezaleznych, zwanych réwnaniami
poliparabolicznymi, rozwazanymi miedzy innymi w trapezie krzywoliniowym, z réznymi
wariantami warunkéw granicznych, zostaty wyznaczone efektywne rozwigzania. Jednakze
w tych pracach zrezygnowano ze stosowania funkcji Greena (ktérej w omawianych przy-
padkach nie udaje sie skonstruowac) na rzecz specjalnie definiowanych serii brzegowych
potencjatéw cieplnych o niewiadomych gesto$ciach i potencjatow funkcji zrodta. W defi-
niowaniu tych potencjatdéw wykorzystuje sie wcze$niej wspomniang mys$l Poissona z 1820
roku, stosujagc zmodyfikowane rozwigzanie podstawowe dla rownania ciepta tak, aby sto-
sowato sie do rownan czastkowych wyzszych rzedéw. Nieznane gestosSci potencjatow brze-
gowych sg wyznaczane przez rozwigzywanie stosownych uktadéw réwnan catkowych typu
Volterry | - rodzaju, ktére przy wykorzystaniu transformacji Abela [28] sprowadzane sg do
uktadoéw réwnan catkowych Il rodzaju, a te dajg sie juz efektywnie rozwigza¢. Réwnanie
bikaloryczne w trapezie krzywoliniowym rozwazali powyzej zaprezentowang metoda F. Ba-
ranski i J. Musiatek w pracach [3] i [4]. Przedstawiona metoda pozwolita J. Koronskiemu
rozwigza¢ szereg probleméw odwrotnych dla rownan parabolicznych ipoliparabolicznych,
a takze, dodatkowo stosujgc twierdzenie Banacha o punkcie statym, zostaty rozwigzane
nieliniowe problemy dla réwnan poliparabolicznych.

Na koniec dodamy, ze na konstruktywnym wyznaczaniu rozwigzan réwnan fizyki mate-
matycznej i rownan czastkowych rzedéw wyzszych niz dwa, a takze i rownan zwyczajnych,
skupiali swoje wysitki pracownicy Zaktadu Analizy Matematycznej Instytutu Matematyki
Politechniki Krakowskiej, ktorym do niedawna kierowat F. BaraAski oraz pracownicy Za-
ktadu Réwnan Rézniczkowych Instytutu Matematyki AGH, ktérym do niedawna kierowat
J. Musiatek.

Efektem tych wysitkéw sg nastepujace monografie wydane przez Politechnike Krakow-
skg (ktorych redaktorem naukowym byt F. Baranski): [30] - [35] oraz nastepujace zeszyty
naukowe Opuscula Mathematica: [36] - [42], wydane przez AGH (czasopismo, ktére przed
druga wojng Swiatowg zatozyt A. Hoborski).

Opublikowano réwniez wiele prac wymienionych zespotéw w innych czasopismach ma-
tematycznych w Polsce i za granicg. Szczegdlnie duze osiggnigcia w zagadnieniach granicz-
nych z nielokalnymi warunkami dla réznych typéw réwnan ma L. Byszewski. Wiekszos¢
ze swoich prac opublikowat w renomowanych czasopismach matematycznych, gtdwnie za-
granicznych.

Najbardziej aktywnymi autorami prac z zakresu efektywnego rozwigzywania rownan
rézniczkowych czgstkowych rzedu drugiego i wyzszych, a takze rownan zwyczajnych sa:
F. Baranski, L. Byszewski, J. Milewski, J. KoroAski i A. Pienigzek z Instytutu Matematyki
Politechniki Krakowskiej. W AGH najbardziej aktywnymi okazali si¢ J. Musiatek, M. Filar
i K. Szalajko. Z WSP w Krakowie aktywniej dziatali E. Wachnicki i J. Gérowski. Dodajmy

wreszcie, ze powazne zastugi w dziedzinie efektywnego rozwigzywania réwnan
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rézniczkowych majg M. Krzyzanski (zmarty w 1965 roku) i Z. Kowalski (zmarty w 1991
roku), obaj z Instytutu Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego.
Osiggniecia w dziedzinie rownan rézniczkowych w AGH, PK i UJ beda przedmiotem

oddzielnie przygotowywanych prac.

2. Uwagi koncowe

Mozna jasno zapytaé: — kto pierwszy wprowadzit pomocniczg funkcje, zwang potem
funkcjg Greena w celu rozwigzywania rownan rézniczkowych? oraz — kto pierwszy podat
aksjomatyczng definicje funkcji Greena? OdpowiedZ na drugie pytanie wymagataby bar-
dzo gruntownych badan historycznych, polegajacych na sumiennym przegladnieciu sporej
liczby prac i podrecznikéw z réwnan r6zniczkowych (pod warunkiem, ze prace te bytyby
osiggalne). Odpowiedz na pierwsze pytanie, w $wietle tego co wyzej powiedziano, wydaje
sie by¢ prosta. Mianowicie, powszechnie uwaza sig, ze funkcje Greena pierwszy wprowadzit
Green w pracy ,Essay on the Application of the Mathematical Analysis of the Theories
of Electricity on Magnetism”. Jezeli jednak zwrécimy uwage na to, ze w przypadku catej
przestrzeni rozwigzanie podstawowe dla réwnania ciepta jest funkcjg Greena (gdyz cze$c
regularna odpada — przeciwnie niz w przypadku obszaréw ograniczonych), to wobec tego,
co powiedzieliSmy poprzednio o splocie i o pomys$le Poissona, stwierdzimy, ze praktycz-
nie pierwszy funkcje Greena do rozwigzania réwnania Fouriera na catej osi rzeczywistej
wprowadzit ok. 1820 roku witasnie Poisson.

Zwréémy réwniez uwage na to, ze bardzo juz stara idea Poissona odzyta ostatnio
w potencjatowej metodzie rozwigzywania réwnafn rézniczkowych. Swiadczg o tym wvzej
wypowiedziane uwagi o efektywnym rozwigzywaniu problemoéw granicznych dla réwnan
parabolicznych ipoliparabolicznych oraz czeste stosowanie potencjatéw do badania uogdl-
nionych rozwigzan réwnan rézniczkowych. Metoda potencjatowa daje najsilniejsze wyniki,
jesli chodzi o efektywne rozwigzywanie problemoéw granicznych dla réwnan rézniczkowych
czastkowych, z czym mieli ogromne ktopoty matematycy XV III i XIX wieku.

W pracy z wyboru wiecej uwagi poswieciliSmy réwnaniom czgstkowym parabolicznym
i poliparabolicznym, marginalnie wspominajac o rownaniach eliptycznych, pomijajac row-

nanie typu hiperbolicznego i rownania zwyczajne.
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Abstract

The paper is a more extensive version of the lecture delivered at the Conference
on History of Mathematics held in May 1994 in Rudy Raciborskie. It is a presentation of
some remarks on the Green function and on the effective solutions to the limit problems
for differential equations.

The first part concerns the informations about the Green function for Laplace,
Poisson and Fourier equations.

In the second part the methods of the effective constructions to the solutions of the
elliptic, parabolic and polyparabolic limit problems are presented. The spacious bibliog-

raphy concerns the problems presented in this paper.



