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1. R ó w n a n ia  fizyk i m a tem a ty c zn ej i funkcje G reen a

G łów ne o s iąg n ięc ia  m a te m a ty k ó w  X V III  w ieku p o legały  n a  sfo rm u ło w an iu  rów nań  

różn iczkow ych  cząstk o w y ch  m o d e lu jący ch  z jaw iska fizyczne. W y ło n ił się  d o tą d  n ie o d p a rty  

p a ra d y g m a t naukow y. S p o so b em  m o d elo w an ia  p rz y ro d y  s ta ły  się ró w n a n ia  różniczkow e.

W  1753 E u le r  [5] z a ją ł  się  d y n a m ik ą  p ły n ó w  i do roku  1755 sfo rm u ło w ał u k ła d  rów nań 

różn iczkow ych  cząstk o w y ch  o p isu jący ch  ru ch  p ły n u  bez  lepkości. S tw o rzy ł m odel p ły n u  

ja k o  c iąg łego , n iesk o ń czen ie  p o d z ie ln eg o  o śro d k a  i o p isa ł jeg o  ru ch  z a  p o m o cą  c iąg łych  

zm ien n y ch , zależnych  od  p o ło że n ia  c zą s tek  cieczy: p ręd k o śc i, gęstości i c iśn ien ia .

F o u rie r s fo rm u ło w ał ró w n an ie  o p isu jące  p rz ep ły w  c ie p ła  i z ap ro p o n o w a ł now ą p o tę ż n ą  

m e to d ę  ro zw iązy w an ia  go, zw an ą  ja k o  a n a liz a  F o u rie ra . M e to d a  t a  p o m im o  w ielu  za le t 

m a  je d n a k  p o d sta w o w ą  w adę. Z aw ęża k lasę  rozw iązań .

B a d an ie  m a te ria łó w  p o d  w pływ em  n a p ręż eń  dopro w ad ziło  do  rów nań  sp ręży sto śc i.

A n a liza  g ra w ita c ji d o p ro w a d z iła  do  ró w n ań  nazy w an y ch  o b ecn ie  ró w n an iam i L ap lac e ’a  
i Po issona.

Te sam e  ró w n a n ia  p o jaw iły  się  znow u w h y d ro d y n a m ice  o raz  e le k tro s ta ty c e  i sfo rm u ­

łow ano  ich u o g ó ln ien ie , zw ane  te o r ią  p o te n c ja łu  [8].

W iek  X V III  i p o c z ą te k  w ieku X IX  b y ł o k re sem , w k tó ry m  sfo rm ułow ano  w iększość 

k lasy czn ej teo rii fizyki m a te m a ty c z n e j. W y ją tk ie m  je s t  tu  ró w n an ie  N av ie ra  - S to k esa  d la  

p rz ep ły w u  cieczy lepk ie j i ró w n an ie  M ax w e lla  d la  e le k tro m a g n e ty z m u , k tó re  p o jaw iły  się 
n ieco  późn iej.

J a k  w idać z pow yższego  p rz eg ląd u , w iek  X V III  i p o c zą te k  w ieku X IX  m ia ł wiele 

osiąg n ięć  w w y p ro w ad zan iu  rów nań  różn iczkow ych  cząstkow ych . Je d n a k ż e  ok res ten  m ia ł 
w iele m nie j o siąg n ięć  w ro zw iązy w an iu  ty ch  rów nań .

Sukcesy  p a ra d y g m a tu  rów nań  różn iczkow ych  b y ły  im p o n u jące  i rozleg łe . W ie le  p ro ­

b lem ów , w ty m  ta k ż e  p o d staw o w y ch  i w ażnych , p ro w adziło  do  ró w n ań , k tó re  m og ły  być 

ro zw iązyw ane. J e d n a k  in n ą  rzeczą je s t  ro zw iązy w an ie  rów nań  a  in n ą  ich w yprow adzan ie .

N astęp o w ał p ro ces sam oselekcji, d z ięk i k tó re m u  ró w n an ia , k tó ry ch  n ie  m o żn a  by ło  

ro zw iązać , s ta w a ły  się a u to m a ty c z n ie  m n ie j in te re su jąc e  od  ty ch , k tó ry ch  rozw iązan ie  

b y ło  m ożliw e. (T rw a  to  z re sz tą  do  dz iś). P o d rę c zn ik i, z k tó ry ch  now e p o k o len ia  u czy ły  się 

te c h n ik  rach u n k o w y ch , zaw ie ra ły  oczyw iście  ty lk o  p ro b lem y  rozw iązalne .

W  roku  1750 L ag ra n g e  p o d ją ł id ee  E u le ra  i d o k o n a ł n a  ich p o d s ta w ie  e leganckiego 

i don iosłego  p rze fo rm u ło w an ia . W  jeg o  p o d e jśc iu  zau w ażam y  dw ie pod staw o w e spraw y. 

P ie rw sz a  to  z a sa d a  zach o w an ia  energ ii (g d y  z a n ie d b a  się  ta rc ie ) . D ru g ą  b y ło  w prow adzen ie  

w sp ó łrzęd n y ch  u ogó ln ionych . W sp ó łrzę d n e  p o z w a la ją  p rzem ien ić  p ro b lem y  g eo m etry czn e  

n a  p ro b lem y  a lg e b ra ic zn e  p o p rzez  z w iąz an ie  z k ażdym  p u n k te m  z b io ru  liczb. W sp ó ł­

rz ęd n e  uogóln ione pozw oliły  L ag ra n g e ’owi b a rd zo  p ro s to  w yp ro w ad z ić  ró w n an ia  ruchu  

w fo rm ie  n iezależnej od  w y b ran eg o  k o n k re tn ie  u k ład u  w sp ó łrzęd n y ch  [8]. S form ułow an ie
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L ag ran g e’a  m a  liczne z a le ty  w p o rów nan iu  ze sform ułow an iem  N ew tona. W iele  z nich 

m a  c h a ra k te r  techn iczny . Ł atw iej stosow ać to  sform ułow an ie , gdy is tn ie ją  w ięzy o g ran i­

cza jące  ru ch . U n ik a  się  w ted y  n iew ygodnych  i skom plikow anych p rzek sz ta łceń  w sp ó łrzęd ­

nych. Lecz, n a d e  w szy stk o , je s t  ono ogóln ie jsze, b ardzie j ab s trak c y jn e , b a rd z ie j eleganckie 

i p rostsze .

W reszcie idee te  kon ty n u o w ał H am ilto n  [8]. Jeszcze  raz  p rzefo rm u lo w al d y n am ik ę  

z jeszcze w iększą  ogó lnością . W  h am iltonow sk iej w ersji te j teo rii s ta n  u k ład u  d y n am icz ­

nego je s t  ok reślo n y  p rzez  ogólny zb ió r w sp ó łrzęd n y ch  (jak  u L ag ran g e ’a ), ra zem  z po ­

w iązanym  z n im  z b io rem  w sp ó łrzęd n y ch  p ęd u  (p rędkość  p o m n o żo n a  p rzez  m asę). P o je ­

dy n cza  w ielkość, n azy w an a  o b ecn ie  h a m ilto n ia n em  u k ład u , określa  ca łk o w itą  en erg ię  za 

po m o cą  ty ch  p o łożeń  i pędów . Szybkości zm ian  w spó łrzędnych  p o ło żen ia  i p ęd u  w czasie 

są  w y rażone  za  p o m o cą  h a m ilto n ia n u  w p ro sty m  e leganckim , jed n o lity m  u k ład z ie  rów nań , 

zw anych ró w n an iam i H am ilto n a . W sp ó łczesn e  ( te  b ardzie j zaaw ansow ane) pod ręczn ik i 

d y n am ik i ro z p o c z y n a ją  się często  od rów nań  H am ilto n a .

M a tem a ty k o m  u d a ło  się uchw ycić p rz y n a jm n ie j jed en  po rząd ek  W szech św ia ta . J e d ­

n ak , p o m im o  im p o n u ją cy c h  zdobyczy  klasycznej fizyki m a te m a ty c z n e j, p o z o sta ły  jeszcze 

n ie tk n ię te  ca le  dz ied z in y  św ia ta  p rzy rody . Jeszcze  gorzej w yg ląda  sp raw a  m eto d  rozw ią­

zy w an ia  w yp ro w ad zan y ch  rów nań  op isu jący ch  św ia t. M eto d a , k tó ra  w teo rii rozw iązu je  

w szystko , lecz w p ra k ty c e  n ie  je s t  u ż y te cz n a , n ie  m a  szansy  n a  zdobycie  w ielu en tu z jas tó w  

niezależn ie  od  teg o , ja k ie  m o g ą  być je j filozoficzne podstaw y.

Ja k  ju ż  wyżej zauw aży liśm y , p raw dziw e p ro b lem y  p o jaw ia ją  się p odczas rozw iązy w an ia  

w yprow adzonych  ró w n ań . J e d n a  z m eto d  rozw iązy w an ia  rów nań o p ie ra  się  n a  zas to so w a­

n iu  tzw . funkcji G reen a .

N a p o c z ą tk u  X IX  w ieku zauw ażono , że jeśli F ( x ,  i)  je s t  ca łką  ró w n an ia  różniczkow ego 

cząstkow ego ze zm ien n y m i n iezależnym i x , t,  liniow ego o s ta ły ch  w sp ó łczy n n ik ach , to

je s t  tak ż e  ca łk ą  teg o  sam eg o  ró w n an ia  [29]. O koło  roku  1820 Poisson w y k o rzy sta ł pow yż­

szą  m yśl do  n a p is a n ia  ca łek  ró w n an ia  p rzew o d n ic tw a  cieplnego w p o s ta c i1

T ak w ięc h is to r ia  sp lo tu  funkcji je s t  ściśle zw iązan a  z h is to r ią  ro zw iązy w an ia  p ro ­

blem ów  g ran iczn y ch  d la  rów nań  różniczkow ych, w szczególności cząstkow ych . Z asadn iczy  

w pływ  na ro zw iązy w an ie  p rob lem ów  g ran icznych  d la  rów nań  różniczkow ych w y w arł Geor- 

ge  G reen . W iem y, że fu n k c ja  G reen a . w zględnie  je j p o ch o d n a  n o rm aln a  w zględem  brzegu.

'W  [29], w y d a n ie  I. P W N , W a rs z a w a  1980 , b ra k  c z y n n ik a  ~ r

ooj  F ( x  — s,  T ) f ( s ) d s
— OO
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sp lec io n a  z fu n k c jam i d a n y m i w w aru n k ach  g ran iczn y ch  lu b  z p ra w ą  s tro n ą  ró w n an ia , d a je  

w su m ie  e fek ty w n y  w zór n a  rozw iązan ie  rozw ażan eg o  p ro b lem u  g ran icznego , o  ile fu n k c ja  

G re e n a  d a n a  je s t  e fek ty w n ie . C zęs to  fu n k c ja  G re e n a  n ie  je s t  d a n a  efek tyw nie . J e s t  to  

w y n ik iem  tego . że fu n k c ję  G reen a  d e fin iu je  się  a k s jo m a ty cz n ie  jak o  funkcję , k tó ra  sp e ł­

n ia  ro zw ażan e  ró w n an ie  w d an y m  o b szarze  i sp e łn ia  w aru n k i g ran iczn e  n a  brzegu  tego 

o b sza ru . Z a tem  fu n k c ja  G reen a  nie zależy  ty lk o  od  ró w n an ia  różniczkow ego, k tó re  ro z ­

w iązu jem y . a le  zależy  ta k ż e  od  geo m etrii b rzeg u  o b sz a ru , w k tó ry m  rozw ażam y rów nan ie  

i od  s t ru k tu ry  w arunków  gran icznych . N ieu w zg lędn ien ie  pow yższego  dopro w ad ziło  n a  te ­

ren ie  ró w n ań  różn iczkow ych  do  pew nych  m itó w  w o d n ies ien iu  do  p ro b lem u  kon stru k c ji 

ro zw iązań  p ro b lem ó w  gran iczn y ch  d la  ró w n ań  różn iczkow ych . J e d n i, m n ie j zo rien tow an i, 

u w a ża ją , że  k ażdy  p ro b le m  g ran iczn y  m o żn a  ro zw iązać  p o p rzez  zas to so w an ie  funkcji G re­

en a . In n i znow u s tw ie rd z a ją , że fu n k c ja  G re e n a  je s t  b a rd zo  d o b ry m  n a rzęd ziem  do roz­

w ią zy w an ia  p ro b lem ó w  gran iczn y ch  d la  ró w n ań  różn iczkow ych , a le  w b a rd zo  spec ja ln y ch  

p ro s ty ch  o b sz a ra c h , w k tó ry ch  k o n stru u je  się  rozw iązan ie . Pońiżej n a  p rzy k ład z ie  rów nań  

p a rab o lic z n y ch  i p o lip a rab o liczn y ch  o d n ies iem y  się zaró w n o  do  jed n y c h , ja k  i d rug ich .

N a  p o c z ą tk u  n a leż ) ' zauw ażyć, że, ja k  ju ż  wyżej w sp o m n ian o , fu n k c ja  G reen a  jak o  

o b iek t zdefin iow any  ak sjo m a ty czn ie  w y m ag a  jeszcze  dow odu is tn ie n ia , czyli k o n stru k c ji 

i to  e fek ty w n e j k o n s tru k c ji, jeśli liczym y n a  ja w n ą  p o s ta ć  rozw iązan ia .

U w aża  sie, że p o c z ą tk i funkcji G re en a  s ię g a ją  ro k u  1828. W te d y  to  po  raz  p ierw szy  

w teo rii ró w n ań  różn iczkow ych , w p rz y p a d k u  ró w n an ia  cząstkow ego, zw anego rów nan iem  

L a p la c e ’a, k tó re  z o s ta ło  w yprow adzone p rzez  E u le ra  w 1752 ro k u , G reen  u ży ł te rm in u  

„funkcja  p o te n c ja ln a ” d la  o k reślen ia  p o te n c ja łu  new tonow skiego . G au ss w 1839 roku  nie 

z n a ją c  w y n ik u  G reen a  op u b lik o w ał sw o ją  p ra c ę  n a  te m a t  teo rii p o te n c ja łu , gdzie  nazw ał 

p o te n c ja łe m  ro zw iązan ie  p odstaw ow e ró w n a n ia  L ap lac e ’a.

0  G reen ie  o b sze rn ie j t r a k tu je  p ra c a  [6], p o w s ta ła  z okazji d w u setn e j ro czn icy  u ro d z in  

G re en a , k tó ra  m in ę ła  w 1993 roku . A by p rz y b liży ć  p o s ta ć  ty tu ło w eg o  b o h a te ra  z acy tu jem y  

o b sze rn ie jszy  fra g m e n t te j p racy  :

„... G eorge  G reen  u ro d z ił się 14 lip c a  1793 roku  w S n e ito n  kolo N o ttin g h a m .

B yl sam o u k iem , o p u śc ił bow iem  szko łę  w m ło d y m  w ieku , by pracow ać w p ie­

k arn i o jca . K ied y  jeg o  o jciec  o tw o rzy ł m ły n , ch ło p iec  w p o k o ju  n a  p ię trze  s tu ­

d iow ał m a te m a ty k ę  i fizykę, książk i p o ży cza ł z b ib lio tek i. G reen  z d u ży m  za­

in te reso w an iem  śled ził now e o d k ry c ia  w zak re s ie  n au k i o e lek try czn o śc i. B yły  

to  l a ta  d w u d z ie s te  d z iew ię tn asteg o  s tu lec ia , wów czas n ie  by ło  jeszcze  m a te ­

m aty czn e j teo rii z jaw isk  e le k try czn y ch , je d y n ie  p ra c a  P o isso n a  (S im eon  D enis 

Po isson  1781 - 1840) z 1812 roku  d a ła  p o c zą te k  te j teo rii. G reen  s tu d io w ał 

p ra c e  L ap lac e 'a  (P ie r re  S im on de L ap lace  1749 - 1827) i ta k  p isze  na te m a t 

u jęc ia  teo rii e lek try czn o śc i w ra m y  a n a lizy  m a te m a ty c z n e j:
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„ R o zw aża jąc  ja k  p o żąd an y m  byłoby, aby  s iła  o ta k  un iw ersa ln y m  

d z ia ła n iu , ja k  e lek try czn o ść  d a ła  się u jąć , w m ia rę  m ożliw ości, w r a ­

m y ra c h u n k u  i ro zm y śla jąc  n ad  korzyściam i, k tó re  w ro zw iązy w an iu  

w ielu t ru d n y c h  p rob lem ów  p ły n ą  z tego, że n ie  b a d a  się zu p e łn ie  po ­

szczególnych sił d z ia ła jąc y ch  n a  różne c ia ła  jak iegoś u k ła d u , o g ra n i­

c za ją c  się do  ro zw ażan ia  tej szczególnej funkcji, od różn iczek  k tó rej 

w szy stk ie  one  zależą , zo sta łem  naprow adzony  na  próby , czy b y łoby  

m ożliw e o d k ry ć  jak ie ś  zw iązki pom iędzy  t ą  fu n k c ją  a  ilościam i e lek ­

try czn o śc i w c ia łach  w y tw arza jący ch  j ą ” .

W  roku  1828 G reen  opublikow ał sw o ją  n a jw ażn ie jszą  p ra cę  „E ssay  on th e  

A p p lica tio n  of M a th e m a tic a l A nalysis of th e  T h eo ries  o f E le c tr ic ity  on  M a- 

g n e tism ” .

T eo ria  w y ło żo n a  w te j p racy  s ta n o w iła  p o c zą te k  now oczesnych teo rii e lek ­

try czn o śc i i m ag n e ty zm u , a m ów iąc ogólnie now oczesnej teo rii fizyki m a te m a ­

tycznej w A nglii. C ho c iaż  tw ierd zen ie , zn an e  dz is ia j jak o  tw ierd zen ie  G reen a , 

p o jaw iło  się w te j p racy , jed n a k  ten  w ażny w ynik  by ł chwilow o n ie  zauw ażony. 

Pow odem  teg o  by ł in a ły  n a k ład  i lokalne rozpow szechnien ie  dz ie ła . G auss n ie 

zn a ł p racy  G reen a , gdy  w 1839 roku  opub likow ał sw o ją  p racę  n a  te m a t  teorii 

p o te n c ja łu . W a rto  tu  je d n a k  po d k reślić , że zarów no d z ie ła  G re en a  ja k  i G au ssa  

d a ły  p o c zą te k  nowej n iezależnej gałęzi m a te m a ty k i, ja k ą  je s t  te o r ia  p o te n c ja łu . 

G reen  p o  raz  p ierw szy  u ży ł term in u  „funkcja  p o te n c ja ln a ” , zaś G auss n azw ał 

„ p o te n c ja łe m ” ro zw iązan ie  ró w n an ia  L ap lace ’a.

W  roku  1829 u m ie ra  o jc iec  G reen a . Po jego  śm ierci p rzy jac ie le  sk łon ili G re ­

e n a  do  tego , aby  p o d ją ł s tu d ia  w C a iu s C ollege w C am b rid g e . G reen  ro zp o ­

czy n a  s tu d ia  d o p ie ro  w 1833 roku po  czterech  la ta ch  in d y w id u aln e j n au k i d la  

w y p e łn ien ia  luk w w iedzy  podstaw ow ej. S tu d iu je  do 1837 roku . W  ty m  czasie 

p u b lik u je  szereg  p ra c , k tó re  s tan o w ią  rozszerzen ie  p ierw szej p racy . P ra c e  do ­

ty c z ą  m iędzy  in n y m i p ro b lem u  o d b ic ia  i z a ła m a n ia  g łosu , o d b ic ia  i z a ła m a n ia  

św ia tła  na w spólnej pow ierzchni dw u n iek ry sta liczn y ch  c ia ł.

W  dw a la ta  późn ie j G reen  m im o sukcesów  zaw odow ych o p u szcza  C a m ­

brid g e . J e s t  chory , w ra ca  do Sneiton . Jeg o  s ta n  zd row ia  zn aczn ie  się p o g arsza , 

u m ie ra  31 m a rc a  1841 roku .

W' c z te ry  la ta  po  jeg o  śm ierci jego  dzie ło  z 1828 roku  zo s ta ło  o p u b lik o w an e  

w C re lle ’s Jo u rn a l p rzez  W illiam a  T h o m p so n a  (późn ie jszego  L o rd a  K e lw in a), 

a w yłożona  ta m  teo ria  zo s ta ła  u d o stęp n io n a  szerokiej rzeszy  uczonych . G reen , 

k tó ry  w łaśc iw ie  by ł sam o u k iem , p rzy czy n ił się do  stw o rzen ia  now oczesnej teo ­

rii fizyki m a te m a ty c z n e j.
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D zisiaj z n azw isk iem  G re e n a  w iążem y p rzed e  w szy stk im  p o jęc ie  „ funkcja  

G reen a"  i „w zory G re e n a ” .

J a k  w iem y, w zory  G re e n a  w y ra ż a ją  zw iązek  m iędzy  całk am i różnych  ty pów .

W zó r

w y ra ża jąc y  zw iązek  m ięd zy  c a łk ą  p o d w ó jn ą  p o  ob sza rze  D  a  c a łk ą  k rzyw oli­

n iow ą po b rzeg u  C  teg o  o b sz a ru  z n a ł ju ż  E u le r  w 1771 roku . W  sw oim  dzie le  

z 1828 roku  G reen  o p u b lik o w ał d w a  n a s tę p n e  w zory:

i) p ierw szy  w zór G re en a

r r r du d v dudv d udv r r du i i i
i  i  J Yxai + Y,Yy + Yz¥zdxdydz = JSJ vY dd~ i  i  i v^ dxdy ^

n n

ii) d ru g i w zór G re e n a

J J J ( u A v  - vAu)dxdydz = j  j ( u g  - v ^ ) d 6 ,  
n

g d z ie  i)  je s t  o b sz a re m  p rz e s trz e n i tró jw y m ia ro w e j, 5  - p o w ie rzch n ią  o g ra n i­

c z a ją c ą  ten  o b sz a r, są  p o c h o d n y m i w k ie ru n k u  n o rm aln e j z ew n ę trzn e j

d o  pow ierzchn i 5 .  . ..” (kon iec  c y ta tu  z p ra c y  [6] z p ew n y m i zm ia n am i w o zn a ­
czen iach ).

G reen  w p ro w ad z ił p ie rw szy  fu n k c ję , zw an ą  później fu n k c ją  G re en a , w celu w yzn acze­

n ia  ro zw iązan ia  p ro b lem u  D ir ic h le ta  d la  ró w n a n ia  L ap lac e ’a. Z defin iow anie  funkcji G reen a  

pozw oliło  p rzefo rm u ło w ać  p ro b lem  różn iczkow y n a  rów now ażny p ro b lem  całkow y  p o c z ą t­

k u ją c  ró w n ocześn ie  te o r ię  p o te n c ja łu  z as to so w an ą  do  p o la  e lek try czn eg o .

A by u n ao czn ić  ro lę  funkcji G re e n a  w teo rii rów nań  różn iczkow ych  ro zw ażm y p ro b lem  

D irich le ta  d la  ró w n an ia  L ap lac e ’a  w k u li. P ro b le m  ten  po leg a  n a  w y zn aczen iu  tak ie j fu n k ­

cji u. k tó ra  sp e łn ia  n a s tę p u ją c e  ró w n a n ie  L a p la c e ’a

3

A t i ( i , , i 2, i 3) =  0, gdz ie  A  =  £ £ > * ,. ,  (1)
t=l

k tó re  rozw ażam y  w ku li D  — { ( z i , z 2, x 3) : ( x \  -f x \  +  z | ) 1/2 <  Ti}. P o szu k iw an e  rozw ią­

zan ie  sp e łn ia  n a s tę p u ją c y  w aru n ek  brzegow y

u ( .r , ,X 2 .z 3) = / ( z i . z 2, t 3) (2)

d la  ty ch  w szy stk ich  (a :i ..r2, .r 3), k tó re  leżą  n a  p o w ierzchn i kuli D.  T zn . ( .r j  +  z 2 +  x 3)1/l2 =  

R.
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Ja k  w iad o m o  z m onografii [24], fu n k c ja  G re en a  d la  p ro b lem u  g ran iczn eg o  (1) - (2) m a

p ostać:

G ( x , y )  =  U ( x , y )  +  H ( x , y ) ,  x  =  ( x t , x 2, x 3), y  =  ( y j , y 2, y 3),

gdzie

U( x , y)  =  K  r  =  ( £ ( » . - - * ;)2)1/2

je s t  ro zw iązan iem  p o d staw o w y m  d la  ró w n a n ia  L ap lace ’a. N a to m ia s t fu n k c ja  H ( x , y ) je s t  

częścią  re g u la rn ą  funkcji G reen a , k tó rą  d la  poszczególnych  obszarów  d a je  się e fek tyw nie  

w yznaczyć. N a p rz y k ła d  d la  kuli D,  w k tó re j ro zw ażam y ró w nan ie  (1 ), część re g u la rn a  

funkcji G reen a  je s t  p o stac i

H ( x , y ) =  — — ■ -  d la  x  /  0 lu b  H ( x . y )  =  —— d la  x  =  0.
p r  R

gdzie O  je s t  ś ro d k iem  kuli I \ ( O . R )  o raz  p  =  Ox ,  r  =  y x ,  f  =  yx ,  zg o d n ie  z rys. 48 n a

s tr . 253 w m onografii [24] (w y d an ie  po lsk ie  z 1957).

R o zw iązan iem  p ro b lem u  (1) - (2) je s t  fu n k c ja

= 4tTr /  f ( y '>Dniy)G (x 'y ' ) ^ SD<i<7v
8D

G dy b y  ró w n an ie  (1) m ia ło  n iezerow ą p raw ą  s tro n ę , tzn . g d y b y śm y  rozw ażali rów nan ie  

Po issona, to  ro zw iązan ie  p rob lem u  D irich le ta  d la  ró w n an ia  P o issona  w kuli D  by łoby 

su m ą  pow yżej w yp isane j całk i i sp lo tu  funkcji G re en a  z p raw ą  s tro n ą  ró w n an ia  Po issona.

W sp o m n ijm y  tu ,  że rów nież F. L eja  (z m a rły  w 1979 ro k u ) za jm o w ał się  k o n stru k c ją  

funkcji G re en a  d la  ró w n an ia  L ap lace ’a w szerok iej k lasie  obszarów  p łask ich . P o d a ł tak że  

w aru n k i p rzed lu ża ln o śc i ro zw iązan ia  p ro b lem u  D irich le ta  p o za  b rzeg  za  p o m o cą  pew nego 

w aru n k u  w ielom ianow ego.

N ad m ień m y  tu ta j  d la  u n ik n ięc ia  n iep o ro zu m ień , że fizycy pow szechnie  fun k c ję  G reen a  

u to ż s a m ia ją  z ro zw iązan iem  p o d staw o w y m , k tó re  je s t  fu n k c ją  G re en a  w całe j p rzestrzen i. 

F u n k c ja  G re en a  n ie  m a  wów czas części reg u la rn e j, a  m a  ty lk o  część osob liw ą, czyli roz­

w iązan ie  podstaw ow e.

P o d o b n ie  ja k  d la  ró w n a n ia  L ap lace ’a , czy Po issona, m o żn a  w prow adzać  p o jęc ie  fu n k ­

cji G reen a  d la  innych  ró w n ań , rów nież d la  ró w n ań  zw y cza jn y ch . M y je d n a k  prześledzim y  

rozw ój m e to d  ro zw iązy w an ia  p rob lem ów  g ran iczn y ch  d la  rów n ań  p a rab o liczn y ch  i poli- 

p a rab o liczn y ch , ta k  ja k  to  ju ż  w cześniej zapow iedzieliśm y.

S k o n cen tru jm y  się chwilow o n a  p ierw szy m  p ro b lem ie  F o u rie ra , t j .  n a  p ro b lem ie  po szu ­

k iw an ia  ro zw iązan ia  sp e łn ia jąc eg o  ró w nan ie  F o u rie ra , k tó reg o  w arto ść  z n a m y  d la  każdej 

zm iennej p rz e s trz en n e j w u s ta lo n y m  czasie  t0 (w a ru n ek  p o czą tk o w y ) i z n am y  w arto ści roz­

w iązan ia  d la  w szystk ich  chwil czasu  t n a  b rzeg u  o b sza ru , w k tó ry m  rozw ażam y  rów nan ie  

(w aru n ek  b rzegow y).
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D la  p ierw szego  p ro b lem u  F o u rie ra , rozw ażnego  w b a rd z ie j skom plikow anym  o b sza ­

rze  n iż  p ro s to k ą t, a  m ian o w ic ie  w tra p e z ie  czaso p rzes trzen n y m , fun k c ję  G reen a  p o  raz  

p ierw szy  w p ro w ad z ił w 1908 roku  E. Levi w p racy  [25], p o słu g u jąc  się  m e to d ą  odb ić  

sy m e try czn y ch  V olterry .

W  m onografii M . K rzy żań sk ieg o  [24] z n a jd u je m y  e fek ty w n ą  k o n s tru k c ję  funkcji G reen a  

d la  p ierw szego  p ro b lem u  F o u rie ra  w p ro sto k ąc ie  cza so p rzes trzen n y m . K rzy żań sk i k o n s tru ­

u je  fu n k c ję  G re e n a  m e to d ą  o d b ić  sy m e try czn y ch  w zględem  boków  p ro s to k ą ta  zo rien to w a­

nych czasow o, p o w o łu jąc  się n a  p racę  L eviego [25]. K o n s tru k c ja  funkcji G reen a  m e to d ą  

z a c z e rp n ię tą  z p ra c y  L eviego je s t  p o p ra w n a  i, co rów nie  w ażne , e fek ty w n a  d la  obszarów  

o b rzeg ach  n ie  z m ie n ia ją c y ch  się z czasem . N a to m ia s t w p rz y p ad k u  tra p e z u  p ro s to lin io ­

wego, czy też  k rzyw olin iow ego , k o n s tru k c ja  t a  s ta je  się b a rd zo  skom plikow ana  i p rzez  to  
m a lo  e fek tyw na.

Spow odow ało  to  z a is tn ie n ie  k ilku p ró b  innego  p o d e jśc ia  do  rozw iązan ia  p ierw szego  

p ro b lem u  F o u rie ra  i to  w tra p e z ie  k rzyw olin iow ym , a  więc w o b szarze  o dość  skom pli­

kow anej g eo m e trii b rzeg u . I ta k  w m onografii K am kego  „D ifferen tia llg le ichungen  (P a r- 

tia ld iffe ren tia llg le ic h u n g e n )” , vol. II [9]na s tro n a ch  190 - 209 je s t  p rz y to c zo n a  in e x te n so  

z do w o d am i p ra c a  H a v litsch k a  z 1951 roku  [7] o k o n stru k c ji funkcji G re e n a  d la  tra p e z u  

krzyw olin iow ego  o raz  d la  zakrzyw ionych  o b sza ró w  p iram id a ln y ch . H av litsch ek  k o n s tru k ­

cję  funkcji G re e n a  d la  p ierw szego  p ro b lem u  F o u rie ra  o p ie ra  n a  tzw . funkcji 0 Jaco b ieg o , 

k tó ra  w y ra ża  się p o p rzez  n a s tę p u ją c 3' szereg

+oo
0 ( a , 6 )  =  £  d l a  a  >  o.

n =  — oo

P o n a d to  k o n s tru k c ja  H a v litsch k a  o p ie ra  się  rów nież  n a  fun k c jach  nad- i p o d p a rab o lic z n y ch  

(m e to d a  P e rro n a )  i je s t  b a rd zo  sk o m plikow ana , a  p rzez  to  m a ło  k o n s tru k ty w n a .

U sun ięc iem  ty ch  k o m plikacji z a ję ła  się  w o s ta tn ic h  la ta ch  g ru p a  m a te m a ty k ó w  k ra ­

kow skich  z In s ty tu tu  M a te m a ty k i P o lite ch n ik i K rakow skiej: F . B a rań sk i, J . K orońsk i, 

J . M ilew ski i A. P ie n ią ż ek . W y m ien ien i m a te m a ty c y  zastosow ali tra n s fo rm a c ję  p ro s tu ­

ją c ą  b rzeg  o b sz a ru  [1], [2], [26], [27] zaró w n o  w p rz y p ad k u  tra p e z u  krzyw oliniow ego, 

ja k  i w p rz y p a d k u  o b szarów  p iram id a ln y ch . T ran fo rm ac ja  obszarów  o  b rzegach  zm ien ­

nych  w czasie  d o  obsza ró w  o b rzegach  s ta ły c h  w czasie  p o zw ala  e fek ty w n ie  zastosow ać 

k o n s tru k ty w n ą  fu n k c ję  G re e n a  d la  p ro s to k ą ta  o raz  d la  p ro s to p a d ło śc ian u . T ran s fo rm a c ja  

p ro s tu ją c a  b rzegi w p ływ a w praw d z ie  n a  ko m p lik ację  w yjściow ego ró w n an ia , k tó rą  usuw a 

się  p rzez  zas to so w an ie  o d p o w ied n ich  ró w n ań  całkow ych . J e d n a k  je s t  to  bard z ie j e fek ty w n a  

d ro g a  k o n stru k c ji ro z w iąz an ia  n iż  m e to d a  H av litsch k a .

Z a d a jm y  w reszcie  p y tan ie : co p o ra d z ić  w sy tu a c ji, gdy s to p ień  kom plikacji ró w n a­

n ia  różniczkow ego, k o m plikacji geo m etrii b rzeg u  i sk o m p lik o w an a  s t r u k tu ra  w arunków  

g ran iczn y ch  u n iem o ż liw ia ją  k o n stru k c ję  funkcji G reen a?  O d pow iedź  zn a jd z ie m y  w n a s tę ­

p u jąc y ch  p ra ca ch  J .  K orońsk iego : [10] - [23], w k tó ry ch  d la  ró w n ań  różniczkow ych rzędu
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wyższego n iż  dw a  o  zm ien n y ch  czaso p rzes trzennych  n ieza leżnych , zw anych  rów nan iam i 

p o lip a rab o liczn y m i, ro zw ażan y m i m iędzy  innym i w tra p e z ie  k rzyw olin iow ym , z różnym i 

w a rian tam i w arunków  g ran iczn y ch , zo sta ły  w yznaczone efek ty w n e  ro zw iązan ia . Jed n ak że  

w ty ch  p ra ca ch  z rezy g n o w an o  ze sto sow an ia  funkcji G reen a  (k tó re j w o m aw ian y ch  p rzy ­

padkach  n ie  u d a je  się  sk o n stru o w ać) n a  rzecz sp ec ja ln ie  defin iow anych serii brzegow ych 

p o ten c ja łó w  c iep lnych  o  n iew iadom ych  gęstościach  i p o ten c ja łó w  funkcji ź ró d ła . W  defi­

n iow aniu  ty ch  p o te n c ja łó w  w y k o rzy stu je  się wcześniej w sp o m n ia n ą  m yśl P o isso n a  z 1820 

roku , s to su jąc  zm o d y fikow ane  rozw iązan ie  podstaw ow e d la  ró w n a n ia  c ie p ła  ta k , aby  s to ­

sow ało się do  ró w n ań  cząstkow ych  w yższych rzędów . N ieznane  gęstości p o ten c ja łó w  b rze­

gow ych są  w y zn aczan e  p rzez  rozw iązyw anie  stosow nych u k ładów  ró w n ań  całkow ych typu  

V o lterry  I - ro d z a ju , k tó re  p rzy  w y k o rzy stan iu  tran s fo rm a c ji A b e la  [28] sp ro w ad zan e  są  do 

uk ładów  rów n ań  całkow ych  II ro d z a ju , a  te  d a ją  się ju ż  e fek ty w n ie  rozw iązać. R ów nanie  

b ikalo ryczne  w t ra p e z ie  k rzyw olin iow ym  rozw ażali pow yżej zap re ze n to w an ą  m e to d ą  F. B a­

rańsk i i J .  M u sia łek  w p racach  [3] i [4]. P rz ed staw io n a  m e to d a  po zw o liła  J . K orońsk iem u 

rozw iązać szereg  p ro b lem ó w  o d w ro tn y ch  d la  rów nań p a rab o liczn y ch  i p o lip a rab o liczn y ch , 

a  tak że , d o d a tk o w o  sto su ją c  tw ierd zen ie  B a n ach a  o p u n k c ie  s ta ły m , zo s ta ły  rozw iązane 

n ieliniow e p ro b lem y  d la  rów nań  po lip a rab o liczn y ch .

N a koniec d o d am y , że n a  k o n stru k ty w n y m  w yznaczan iu  rozw iązań  ró w n ań  fizyki m a te ­

m aty czn e j i ró w n ań  cząstk o w y ch  rzędów  w yższych niż dw a, a ta k ż e  i ró w n ań  zw ycza jnych , 

skup ia li sw o je  w ysiłk i p raco w n icy  Z ak ład u  A nalizy  M a tem aty c zn e j In s ty tu tu  M a tem aty k i 

P o litech n ik i K rak o w sk ie j, k tó ry m  do n ied aw n a  k ierow ał F . B arań sk i o raz  p racow nicy  Za­

k ład u  R ów nań  R óżniczkow ych  In s ty tu tu  M a tem aty k i A G H , k tó ry m  do n ied a w n a  kierow ał 

J . M usia łek .

E fek tem  ty ch  w ysiłków  są  n a s tęp u jąc e  m onografie  w y d an e  przez  P o litech n ik ę  K rakow ­

ską (k tó ry ch  re d a k to re m  n aukow ym  był F . B arań sk i): [30] - [35] o raz  n a s tę p u ją c e  zeszy ty  

naukow e O p u scu la  M a th e m a tic a : [36] - [42], w y dane  p rzez  A G H  (czaso p ism o , k tó re  przed 

d ru g ą  w o jn ą  św ia to w ą  zało ży ł A. H oborski).

O p u b lik o w an o  rów nież  w iele p ra c  w ym ienionych zespołów  w in n y ch  czaso p ism ach  m a ­

tem a ty c zn y c h  w P o lsce  i za g ran icą . Szczególnie d u że  o siąg n ięc ia  w z ag ad n ien iach  g ran icz ­

nych z n ie lokalnym i w aru n k am i d la  różnych  typów  ró w n ań  m a  L. B yszew ski. W iększość 

ze sw oich p ra c  o p u b lik o w ał w renom ow anych  czasop ism ach  m a te m a ty c z n y ch , g łów nie  za­

g ran iczn y ch .

N a jb a rd z ie j ak ty w n y m i a u to ra m i p rac  z zak resu  efek tyw nego  ro zw iązy w an ia  rów nań 

różniczkow ych cząstk o w y ch  rzęd u  drug iego  i w yższych, a  tak ż e  rów nań  zw y cza jnych  są: 

F . B a rań sk i, L. B yszew sk i, J .  M ilew ski, J .  K oroński i A. P ien iążek  z In s ty tu tu  M a tem aty k i 

P o litech n ik i K rakow sk ie j. W  A G H  n a jb a rd z ie j ak ty w n y m i okazali się  J .  M u sia łek , M. F ila r 

i K . S za la jk o . Z W S P  w K rakow ie  ak ty w n ie j d z ia ła li E . W achnick i i J .  G órow ski. D o d a jm y  

w reszcie, że  p ow ażne  zasług i w d z iedzin ie  efek tyw nego  ro zw iązyw an ia  ró w n ań
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różn iczkow ych  m a ją  M . K rzy żań sk i (z m a rły  w 1965 ro k u ) i Z. Kow alski (z m a rły  w 1991 

ro k u ) , o b a j z In s ty tu tu  M a te m a ty k i U n iw e rsy te tu  Jag ie llońsk iego .

O siąg n ięc ia  w dz ied z in ie  ró w n ań  ró żn iczkow ych  w A G H , P K  i U J b ę d ą  p rz ed m io te m  
o d d z ie ln ie  p rzy g o to w y w an y ch  p rac .

2. U w a g i koń cow e

M ożna ja sn o  z a p y ta ć : —  k to  p ie rw szy  w p ro w ad z ił p o m o cn iczą  funkcję , zw an ą  p o tem  

fu n k c ją  G reen a  w celu  ro zw iązy w an ia  ró w n ań  różn iczkow ych? o raz  —  k to  p ierw szy  p o d a ł 

a k s jo m a ty c z n ą  d e fin ic ję  funkcji G reen a?  O dp o w ied ź  n a  d ru g ie  p y tan ie  w y m ag a łab y  b a r­

dzo g ru n to w n y ch  b a d ań  h is to ry cz n y ch , p o leg a jący ch  n a  su m ien n y m  p rzeg ląd n ięc iu  sporej 

liczby  p ra c  i p o d ręczn ik ó w  z ró w n ań  różn iczkow ych  (p o d  w aru n k iem , że p race  te  b y łyby  

o s ią g a ln e ). O dp o w ied ź  n a  p ierw sze  p y ta n ie , w św ie tle  teg o  co wyżej pow iedziano , w y d a je  

się  b y ć  p ro s ta . M ianow icie, pow szechn ie  u w aża  się, że fu n k c ję  G reen a  p ierw szy  w prow adził 

G reen  w p ra cy  „E ssay  on th e  A p p lica tio n  of th e  M a th e m a tic a l A nalysis o f th e  T h eo ries  

o f E le c tr ic ity  on M a g n e tism ” . Jeżeli je d n a k  zw ró cim y  uw agę na  to , że w p rz y p ad k u  całej 

p rz e s trz e n i ro zw iązan ie  pod staw o w e d la  ró w n a n ia  c ie p ła  je s t  fu n k c ją  G re en a  (gdyż  część 

re g u la rn a  o d p a d a  —  p rzec iw n ie  n iż w p rz y p a d k u  obszarów  o g ran iczo n y ch ), to  w obec tego, 

co p o w ied zie liśm y  p o p rz ed n io  o sp locie  i o po m y śle  P o isso n a , stw ierdzim y, że p ra k ty c z ­

n ie  p ierw szy  fu n k c ję  G reen a  do  ro z w iąz an ia  ró w n a n ia  F o u rie ra  n a  całej osi rzeczyw iste j 
w p ro w ad z ił ok. 1820 roku  w łaśn ie  Poisson.

Z w ró ćm y  rów nież uw agę n a  to , że b a rd zo  ju ż  s ta r a  id ea  P o issona  o d ż y ła  o s ta tn io  

w p o ten c ja ło w e j m e to d z ie  ro zw iązy w an ia  ró w n ań  różn iczkow ych . Św iadczą  o  ty m  wvżej 

w y p o w ied zian e  uw agi o e fek ty w n y m  ro zw iązy w an iu  p rob lem ów  g ran icznych  d la  rów nań  

p a rab o lic z n y ch  i p o lip a rab o licz n y c h  o ra z  częste  s to sow an ie  p o ten c ja łó w  do  b a d a n ia  uogól­

n io n y ch  ro zw iązań  ró w n ań  różn iczkow ych . M e to d a  p o ten c ja ło w a  d a je  n a js iln ie jsze  w yniki, 

jeś li chodzi o e fek ty w n e  ro zw iązy w an ie  p ro b lem ó w  g ran iczn y ch  d la  ró w n ań  różn iczkow ych  

cząstk o w y ch , z czym  m ieli o g ro m n e  k ło p o ty  m a te m a ty c y  X V III  i X IX  w ieku.

W  p ra c y  z w y b o ru  więcej uwagi p ośw ięc iliśm y  ró w n an io m  cząstk o w y m  p a rab o liczn y m  

i p o lip a rab o licz n y m , m a rg in a ln ie  w sp o m in a ją c  o ró w n an iach  e lip ty czn y ch , p o m ija ją c  rów ­

n a n ie  ty p u  h ip e rb o liczn eg o  i ró w n a n ia  zw y cza jn e .
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A b str a c t

T h e  p a p e r  is a  m o re  ex ten siv e  version  of th e  le c tu re  de livered  a t  th e  C onference 

on H is to ry  of M a th e m a tic s  h e ld  in M ay 1994 in  R u d y  R ac ib o rsk ie . I t  is a  p re sen ta tio n  of 

som e re m a rk s  on  th e  G reen  fu n c tio n  an d  on th e  effective  so lu tio n s  to  th e  lim it p ro b lem s 
for d iffe ren tia l e q u a tio n s .

T h e  first p a r t  co n cern s th e  in fo rm a tio n s  a b o u t  th e  G reen  fu n c tio n  for L ap lace , 
Po isson  an d  F o u rie r  e q u a tio n s .

In th e  second  p a r t  th e  m e th o d s  of th e  effective  c o n s tru c tio n s  to  th e  so lu tio n s of th e  

e llip tic , p a ra b o lic  a n d  p o ly p a ra b o lic  lim it p ro b lem s a re  p re se n te d . T h e  sp ac io u s b ib liog ­

ra p h y  co n cern s th e  p ro b lem s p re sen te d  in th is  p a p e r.


