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Streszczenie
W zw iązku z półwieczem rachunku operatorów  Mikusińskiego przypom niane są 

fakty dotyczące tej teorii oraz pod ję ta  próba scharakteryzow ania indyw idualnych 
cech twórczości jej autora.

JAN M IK U SIN SK I’S PHILOSOPHY OF MATHEMATICS 

Summary
In connection w ith the  half-century of the Mikusinski operational calculus, some 

facts concerning th e  theory  are rem inded and an a tte m p t is m ade to  characterize 
indiv idual features of the au tho r's  works.
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1. R ach u n ek  op era torów

M ija w łaśnie pól wieku od narodzin teorii m atem atycznej, której au torem  jest polski 

m atem atyk , a  jego nazwisko związało się nierozerwalnie z nazwą teorii, tworząc zbitkę po­
jęciową równie trw ałą  jak  przestrzenie B anacha czy całka Lebesgue’a.. Chodzi o rachunek
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operatorów M ikusińskiego. Jak  słusznie zauw ażył profesor W iesław Żelazko na  sesji nauko­
wej z okazji rocznicy śm ierci profesora M ikusińskiego, rachunek operatorów  Mikusińskiego 
oraz p rzestrzenie i algebry B anacha są jedynym i teoriam i m atem atycznym i z polskim i na­
zwiskami, stanow iącym i rozdziały klasyfikacji przedm iotowej p rzyjętej w M athem atical 
Reviews i pow szechnie stosowanej w świecie m atem atycznym .

Form alnie rzecz biorąc, pierwsze prace dotyczące tej teorii ukazały się d rukiem  w roku 
1947 ([7] i [8]), jej podstaw y zostały opublikowane w pracy [10] z roku 1950, a  książka 
[11] p rezen tu jąca tę  teorię  w 1953 roku. Jednak  w istocie pierw szą publikacją, której uka­

zanie się należy uznać za narodziny teorii, była niewielka książeczka p t. „H yperliczby” , 
pow stała  w lipcu 1944 r. W arunki okupacyjne spowodowały, że okoliczności pow stania 
tej książeczki były niezw ykłe. Ze względów konspiracyjnych au to r po d a ł jedyn ie  swoje 
inicjały: J. G .-M . (G . oznacza tu  skrót nazwiska rodowego au to ra ) i podobnie postąp ił w 
przypadku osób. k tó rym  dziękuje we w stępie „za życzliwe i cenne uwagi” . C ały  nakład 
książeczki o łącznej objętości 27 stron w yniósł zaledwie 7 egzem plarzy i zosta ł przygoto­
wany w łasnoręcznie przez au to ra , k tó ry  powielił rękopis przy użyciu klisz rentgenowskich. 
W szystkie egzem plarze zostały  rozdane uczestnikom  ta jnego  sem inarium , prowadzonego 
w Krakowie przez profesora T adeusza W ażewskiego. na  k tórym  au to r przedstaw iał swoje 
idee.

„H yperliczby” zosta ły  po latach w ydrukowane w większym nakładzie  i to  jednocze­
śnie w dwóch odległych miejscach. S tało  się to  w roku 1983 z okazji 70 rocznicy uro­
dzin profesora Ja n a  M ikusińskiego. U pam iętniona ona zosta ła  w ydaniem  w W arszawie 
dedykow anego jub ila tow i tom u 77 czasopism a „S tud ia  M athem atica” , który  otw ierały 
„H yperliczby” w angielskim  tłum aczeniu , a  z drugiej strony w ydaniem  przez kom itet or­
ganizacyjny konferencji n a  tem at funkcji uogólnionych i przestrzeni zbieżnościowych w 
S an ta  B arbara  w K alifornii facsimile o ryginału  „H yperliczb” wraz z angielskim  tłu m a­
czeniem . Jako ciekawostkę dodajm y, że z okazji w ydania „H yperliczb” w „S tu d ia  Ma­
th em atica” redakcja  i uczniowie profesora M ikusińskiego pragnęli rozszyfrować wszystkie 
inicjały um ieszczone we w stępie i zwrócili się z tym  do au to ra , ale naw et on po latach nie 
mógł odtw orzyć jednego  nazwiska. Dopiero pom oc ks. prof. A ndrzeja  Turow icza, uczest­
nika tam tego  sem inarium , pozwoliła „złam ać szyfr” .

G łów na idea sprow adzenia rachunku operatorow ego n a  g run t algebraiczny tkw iła  już 
w tej pierwszej pracy, choć zosta ła  zrealizow ana tam  za pom ocą hiperliczb, czyli par zło­
żonych z liczb i funkcji, z odpow iednio zdefiniowanymi nań działan iam i, stanow iącym i 
jednoczesne uogólnienie pojęcia liczby i funkcji. Do pełnej konstrukcji algebraicznych 
podstaw  teorii brakow ało w tedy jeszcze tw ierdzenia T itchm arsha , dotyczące splo tu  funk­

cji rzeczywistych określonych na półprostej dodatn iej. Tw ierdzenie to  zostało  wprawdzie 
udow odnione przez E .C . T itchm arsha  już  w 1926 r. w pracy [17], ale było początkowo 
m ało  znane i różni, w ty m  bardzo znani m atem atycy  niezależnie nadal poszukiwali jego
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dowodu (M .M . C rum  udowodni! je  ponownie w 1941 r. w pracy [3]; Laurent Schw artz po­
stawił je  jako problem  swojemu doktorantow i J . Dufresnoy, którego rozw iązanie zostało 

opublikowane w dwóch pracach [4] i [5] z 1947 r. i 1948 r.; Jan  M ikusiński postaw ił je 
jako problem  w C olloquium  M athem aticum  w 1950 r.). Zarówno oryginalny dowód T itch- 
marsha, jak  i następne dowody były trudne  i opierały się na  badaniu  rozkładu zer funkcji 
analitycznych (T itchm arsh) bądź szybkości wzrostu funkcji analitycznych lub harm onicz­
nych (C rum , D ufresnoy). Dopiero dowód podany przez C. Ryll-Nardzewskiego w 1952 r. 
był pierwszym  dowodem opartym  w yłącznie na teorii funkcji zmiennej rzeczywistej.

W pierwszej książce opublikowanej w 1953 r. rachunek operatorów  jes t już przedsta­
wiony jako kom pletna algebraiczna teoria, o p arta  na tw ierdzeniu T itchm arsha.

Niech 71 oznacza pierścień funkcji ciągłych (oznaczanych przez /  lub { /( i)} )  na pól- 
prostej dodatn iej [0, oc) nad ciałem  R  liczb rzeczywistych z operacjam i:

a f  + 3g  :=  { a f ( t )  + 0 g (t)} ; f g  :=  f { t  -  t ) ( / ( t ) ( / t J

dla f , g  6  K  oraz a f , 3 g  €  R . D ruga z operacji jest nazyw ana operacją splotu funkcji 
na [0,oo) i pełni rolę m nożenia w pierścieniu IZ. Tw ierdzenie T itchm arsha  orzeka, że 
równość f g  = 0 na [O.oc) im plikuje /  =  0 na [0, oo) lub g = 0 na [0, oo), tzn. piercień 7Z 
nie m a dzielników zera. To pozwala w natu ralny  sposób zdefiniować ciało A4 formalnych 
ułamków f / g ,  gdzie f . g  € 7Z, z działaniam i określonymi podobnie jak  w przypadku 
zwykłych ułam ków  liczbowych. C iało M  nazywamy ciałem  operatorów  Mikusińskiego. 
Ciało to  obejm uje w szystkie liczby rzeczywiste o , które są identyfikowane z ułam kam i 
postaci {q} /{ 1} , gdzie {o } dla danej liczby a  oznacza funkcję tożsamościowo równą a  na 
[0, oc). a także w szystkie funkćje /  lokalnie całkowalne na [0, oo), utożsam iane z ułam kami 

postaci
{ / o  f 0  ~  T ) g ( T ) d r )

{1}
Istnieją w nim jednak  elem enty, k tóre  nie są ani liczbami ani funkcjam i, np. I := {1} =  

{1}{1}/{1} pełni rolę operato ra  całkowania, bo

< / . { / >  > , * } ,  

a s : =  \ / l  pełni rolę operato ra  różniczkowania, bo

s f = r + m

dla funkcji /  klasy C ! i. ogólniej,

s nf  = /<"> -  £  * 7 (,)(0)
1=0

dla funkcji /  klasy C n.
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Te zależności pozw alają sprowadzić m etody  rozw iązyw ania rów nań i układów  równań 

różniczkowych zw yczajnych do rozw iązyw ania równań algebraicznych, a  także uprościć 
m etody  rozw iązyw ania rów nań cząstkowych. K onstrukcja naw iązuje do rachunku ope­

ratorow ego O. H eaviside’a, inżyniera angielskiego, k tóry  wykonywał podobne algebra­
iczne rachunki, nie d ba jąc  jednak  o ich popraw ność ([6]). Ich m atem atyczne uzasadnienie 
przyniosło oparcie rachunku operatorow ego na pojęciu transfo rm aty  Laplace’a, co jednak 
spowodowało konieczność narzucan ia  ograniczenia na  wzrost w nieskończoności rozpa­
tryw anych funkcji. Teoria M ikusińskiego uw alnia od tych ograniczeń, dzięki czemu gwa­
ran tu je  jednoznaczość rozw iązań badanych równań różniczkowych, a przy  tym  upraszcza 
rachunki zarów no przy rozw iązyw aniu równań różniczkowych, jak  i w bezpośrednich za­
stosow aniach w elektro technice, s ta tyce  belek, czy chrom atografii. Z drugiej strony teoria 
ta  okazała się niezw ykle p łodna m atem atyczn ie , dostarczając wielu nowych zagadnień i 
nieoczekiwanych rozw iązań, ciekawych z teoretycznego punk tu  widzenia.

Książka prezen tu jąca tę  teorię s ta ła  się praw dziw ym  bestsellerem  i m iała niezliczoną 
liczbę w ydań. Słowo ..niezliczoną” m ożna tu  rozum ieć dosłownie, ponieważ m im o wy­

siłków wielu osób nie udało  się do tąd  określić całkowitej ilości w ydań tej książki. Jest 
to  spowodowane przede w szystkim  dużą liczbą wydań japońskich , k tó re  ukazyw ały się ze 
znaczną częstotliw ością i au to r nie był o nich nawet informowany; w iedział tylko, że pierw ­
sze w ydanie japońsk ie  ukazało się w 1957 r. i że było ich ponad dziesięć. O rganizatorzy 
sesji naukowej zorganizowanej w 1988 r. w Katow icach i poświęconej pam ięci profesora 
M ikusińskiego bardzo  liczyli na  to, że liczbę wydań japońskich książki pom oże ustalić 
zaproszony na sesję profesor H ikosaburo K om atsu , ale i jem u się to  nie udało. Profesor 
K om atsu zdołał na tom ias t uzyskać inform ację, że ogólna liczba egzem plarzy sprzedanych 
w Japonii przekroczyła 20 000 i z pew nością był to  jeden z najw iększych bestsellerów 
m atem atycznych na  rynku  japońsk im . Ponieważ Japońskie  Towarzystwo M atem atyczne 

liczy mniej niż 5 000 członków, jes t oczyw iste, że wśród nabywców książki Ja n a  M ikusiń­
skiego musieli być n ie-m atem atycy, praw dopodobnie głównie inżynierowie. Nie jes t więc 
całkowicie wykluczone, że boom  w przem yśle sam ochodowym  w Japon ii, k tó ry  w ystąpił 
w parę  la t po pojaw ieniu się tej książki w Japon ii, m iał z tym  fak tem  jak iś związek, choć 
tego typu  sugestie pojaw iały  się w rozmowach z japońskim i m atem atykam i jedynie  w 
form ie żartu .

Nie ulega natom iast w ątpliwości, że książka by ła  najw iększym  bestsellerem  spośród 
książek m atem atycznych polskich autorów . W ym ieńm y w szystkie jej w ydania z w yjątkiem  
japońskich:

1. R achunek operatorów . PW N , W arszaw a 1953 (pierwsze wydanie polskie).

2. OnepapHOHHoe HCHHCJieHHe. M3#aTenbCTBO HHOCTpaHHoił J lH T ep aT yp u , M o- 
cKBa 19-56 ( wydanie rosyjskie).
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3. O peratorenrechnung. VEB D eutscher Verlag der W issenschaften, Berlin 1957 (wy­
danie niem ieckie).

4. R achunek operatorów . PW N , W arszawa 1957 ( drugie wydanie polskie rozszerzone).

5. O perational C alculus. Pergam on Press and PW N , New York-W arszawa 1959 (pierw­
sze wydanie angielskie).

6. O pera to rszam itas . M üszaki Kömyvkiadö. B udapest 1961 ( wydanie węgierskie).

7. O perational C alculus. Pergam on Press and PW N , New York-W arszawa 1967 (re­
print pierwszego wydania angielskiego).

8. O perational C alculus, volume I. PW N  and Pergam on Press, W arszawa-Oxford 1983 
(tom  I  drugiego rozszerzonego wydania angielskiego).

9. O perational C alculus, volume II. PW N  and Pergam on Press and PW N , Warsza- 
wa-Oxford 1987 [wspólnie z T .K . Boehme] ( tom  I I  drugiego rozszerzonego wydania 
angielskiego).

2. P ró b a  ch a ra k tery sty k i

Jubileusz półw iecza, jakie  upływ a od narodzin rachunku operatorów , je s t okazją, by 
zastanowić się nad dość wyjątkowymi cechami twórczości au to ra  tej teorii.

Cecham i w yróżniającym i twórcę rachunku operatorów  są przede wszystkim  oryginal­
ność, p ro s to ta  i elegancja podejścia do każdego zagadnienia. Profesor M ikusiński zawsze 

starał się znaleźć swą w łasną drogę w poszukiwaniu odpowiedzi na  interesujące go pytania. 
Nawet jeśli okazyw ało się, że znane jest, w lite ra tu rze  rozw iązanie jakiegoś zagadnienia, 
to nie zaprzestaw ał poszukiwań, gdy nie zadowalało ono jego poczucia piękna i prostoty. 
Instyktow nie wyczuwał, kiedy dana teoria bądź dowód tw ierdzenia mogą być opraco­
wane lepiej, p rzystępnie j, a  przede wszystkim bardziej elegancko. I na  ogół m u się to 

udawało; znajdow ał co najm niej równoważny opis m atem atyczny, wyrażony jednak przy 
użyciu dużo bardziej elem entarnych środków, a  przez to  dostępny znacznie szerszemu 
kręgowi potencjalnych odbiorców (m iał na uwadze zw łaszcza inżynierów i studentów ); 

często zaś prezentow ana przez niego m etoda okazyw ała się ogólniejsza. N ierzadko nowy 
opis stym ulow ał innych i stanow ił punk t wyjścia do ich badań. C hyba podstawowym 
kryterium , jak im  kierował się w swojej pracy, było k ry terium  piękna i elegancji. Uwa­
żał. że m atem atyka je s t w swej naturze piękna i tylko z powodu nieudolności twórców to 
piękno pozostaje  niekiedy w ukryciu. Świadomie odrzucał zagadnienia zbyt skompliko­
wane. Profesor S tanisław  Lojasiewicz pisał: „W tw orzeniu m atem atyki niewielu tak  jak
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on kierowało się przede w szystkim  pięknem  dowodu i konstrukcji. W  naszych czasach, 
kiedy techniczne szczegóły zalew ają m atem atykę prow adząc do zan iedban ia  jej głębi i 
este tyk i, jego działalność w ciągu całego życia jes t szczególnie cennym  przykładem . Był 
praw dziw ym  m atem aty k iem -arty stą  ” (zob. [1], s tr. 33).

Pow stanie rachunku operatorów  jes t tylko jednym  z wielu przykładów  takiej postawy 
twórczej profesora M ikusińskiego. Podobnie było w przypadku innych teorii m atem atycz­
nych. K iedy dow iedział się o stworzonej w łaśnie przez L auren ta  Schw artza teorii dystry­
bucji. natychm iast zauważ}’}, że teorię tę  m ożna oprzeć na  znacznie prostszych i bardziej 
intu icyjnych podstaw acłi m atem atycznych . N apisał o tym  do Schw artza, k tóry  zgodził się 
z nim  i zasugerował opublikow anie tego pom ysłu ([9]), choć sam  nie zm ienił już  funk- 
cjonałowego ujęcia swej teorii (bardzo zaawansowanej w tym  m om encie); uzyskało ono 
w krótce ogrom ną popularność i s ta ło  się kanonem. Prof. M ikusiński, za ję ty  opracowy­
waniem swego rachunku operatorów , m iał możliwość pow rotu do idei uproszczenia teorii 
dystrybucji dopiero po kilku la tach , ale zrealizował tę  ideę, podając bardzo elem entarną 
i ścisłą m atem atyczn ie  definicję dystrybucji w [12]. a  następnie rozw ijając ciągową teorię 
dystrybucji we w spółpracy z R. Sikorskim , a  później P. Antosikiem  ([15], [16], [1]).

Definicja M ikusińskiego dystrybucji naw iązuje do intuicyjnej idei aproksym acji dystry­
bucji ciągam i funkcyjnym i, leżącej u podstaw  tego pojęcia i jes t całkowicie elem entarna 
— w ym aga znajom ości jedyn ie  pojęć różniczkowalności funkcji, zbieżności jednostajnej 
ciągu funkcji oraz po jęcia  relacji równoważności. Jest przy tym  tak  prosta , że m ożna ją 
sform ułować w paru  zdaniach:

D e f in ic ja  1. M ów im y, ze ciąg (ęJ„) fu n kc ji gładkich je s t podstawowy, jeś li dla każdego 
otwartego ( ograniczonego) przedziału I  C K d istnieje liczba całkowita n ieujcm na k oraz 
istnieje ciąg funkcji gładkich  ($ „ )  (zarówno k ja k  i ciąg (4>n) mogą zależeć od przedziału  
I ) ,  takie że <J>Pd =  (ip„) na I  oraz ciąg (<J>„) je s t zbieżny jednostajn ie (do pewnej funkcji 
ciągłej) na 7.

D e f in ic ja  2 . M ów im y, że ciągi (g>„) i (U!n ) funkcji gładkich są równoważne, jeśli dla 
każdego otwartego ( ograniczonego) przedziału I  C R d istnieje liczba całkowita nieujem na k 
oraz istnieją ciągi (i^n ) i (ipn ) fu n kc ji gładkich (zarówno k  ja k  i ciąg ( $ n ) mogą zależeć od 

przedziału  / ) ,  takie że 4>|D =  = ipn na I  oraz ciągi (4>n) i ('!'„) są zbieżne jednostajnie
do te j sam ej fu n kc ji (ciągłej) na I .

Drugą z definicji m ożna zastąp ić  następu jącą  krótszą definicją równoważną, ale odwo­
łującą się do wcześniejszej definicji:
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jest ciągiem podstawowym.

Zdefiniowana w ten  sposób równoważność jest relacją  zw rotną, sym etryczną i prze­
chodnią, tzn . jes t relacją równoważności w zw ykłym  rozum ieniu tych słów. Klasy równo­
ważności ze względu na  tę  relację nazyw am y dystrybucjam i.

Definicja ta  je s t nieporów nanie bardziej e lem entarna niż powszechnie p rzy ję ta  definicja 
Schwartza, określa jąca  dystrybucję  jako  ciągły funkcjonał liniowy na  przestrzeni V  funkcji 
gładkich o ograniczonym  nośniku, wyposażonej w dość trudno  opisyw alną topologię (tzw. 
topologię granicy indukt.ywnej).

K olejnym przykładem  prosto ty  ujęcia jest definicja całki, podana przez Ja n a  Miku­
sińskiego (zob. [13] i [14]), k tó ra  jes t przy tym  bardzo ogólna i uniw ersalna; w ten  sam 
sposób (bez użycia pojęcia m iary) definiuje się zarówno całkę Lebesgue’a, jak  i całkę 
Bochnera (definicję tę  podajem y poniżej), a  nieznaczna m odyfikacja definicji prowadzi do 
aksjom atycznej teorii całki, obejm ującej także inne pojęcia całki (np. całkę Daniella).

D e f in ic ja  4 . Niech f  będzie funkcją  określoną na o wartościach w ustalonej prze­
strzeni Banacha X . Funkcję f  nazyw am y całkowalną w sensie Bochnera (a gdy X  =  R , w 
sensie Lebesgue 'a), jeś li istnieje ciąg ( /„ )  przedziałów w R d postaci

stronie równości je s t zbieżny bezwzględnie.

Symbol v o l( /„ )  oznacza tu  objętość przedziału /„ . czyli liczbę

V o l( / „ )  =  (,/^ l.n  n ' ] in ) . . . [Bd.n C*,Cn),

a xin  j est funkcją  charak terystyczną  przedziału /„ . tzn . przyjm ującą w artość 1 d la  x  6  /„ 
oraz 0 d la  x  & /„ .

D e f in ic ja  5. Całkę fu n kc ji f  spełniającą warunki (a) — (b) definiujem y wówczas wzo-

l  n  [®n, bj. ) [ o j in , B l . n )  X  . . .  X  [ o j tï l , B d ,n )

irm :
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3. R e la cja  rów n ow ażn ośc i

Profesor M ikusiński m iał odwagę staw iać py tan ia , nawet w najbardziej oczywistych 
spraw ach, kwestionować pojęcia i m etody  uświęcone w ieloletnią trad y c ją  i powszechnie 
zaakceptow ane w świecie m atem atycznym . Jako  przykład  takiego podejścia niech posłużą 
jego obserwacje dotyczące tak  elem entarnego i standardow ego pojęcia, jak im  jes t relacja 
równoważności.

Niech będzie dany zbiór X  i relacja ~  na  nim , będąca relacją  równoważności w kla­
sycznym  rozum ieniu tego określenia, tzn . spełn ia jąca  następu jące w arunki:

1° (zw rotność) x ~  x dla każdego x  G X ;
2° (sym etryczność) jeśli x  ~  y, to  y ~  x  d la  dowolnych x , y  £  X ;

3° (przechodniość) jeśli x  ~  y \ y ~  z , to  x  ~  z  d la  dowolnych x , y , z  £  X .
Przez klasę równoważności (klasę abstrakcji) [x0] w yznaczoną przez ustalony elem ent 

x 0 £ X , ze względu na  relację rozum iem y zbiór tych wszystkich elem entów  x £  X ,  
k tó re  są w relacji ~  z x0. tzn.

[x0] ■= {x  £  X  : x  ~  x 0}. (1)

Z założeń 1° - 3° relacji ~  w ynikają następujące dobrze znane własności klas równo­
ważności:

(i) jeśli z 2 £  [zi], to  [xi] =  [x2] dla dowolnych Z i ,x 2 € X \
(ii)  jeśli [xi] fi [z2] ^  0. to  [xj] =  [x2] dla dowolnych x ! ,x 2 € A';

(«*) Erg*!1] =  X.
Prześledźm y standardow e dowody własności (i)  -(iii), zw racając uwagę na to . z jakich 

spośród założeń 1° - 3° dotyczących relacji ~  korzystam y.
Dla dowodu (i)  zauważmy, że założenie x 2 £  [xi] oznacza, iż x 2 ~  x t . Jeśli więc 

y £  [x,], tzn. y ~  x t , to na mocy 2° i 3° (tzn. sym etrii i przechodniości relacji ~ )  
w nioskujemy, że y  ~  x 2, tzn. y £  [x2], co dowodzi inkluzji [xi] C [x2]. Podobnie, jeśli 

y €  [x2], czyli y ~  x2. to  założenie i przechodniość relacji im plikują, że y  ~  x ]f czyli 
y £  [xi], a  to  dowodzi przeciwnej inkluzji [x2] C [xi] i w efekcie równości [ ij]  =  [x2].

Aby udow odnić ( i i) , przypuśćm j', że y £  [xi] D [x2], tzn. y ~  Xj i y ~  x 2. S tąd  dzięki 
2° i 3° wynika, że x 2 ~  x i ,  tzn . x 2 £  [xi] i teraz tezę m ożna uzyskać bądź stosując 
udow odnioną w łasność (i), bądź pow tarzając  rozum owanie z jej dowodu.

Zauważmy, że w dowodach własności (¿) oraz (ii)  nie korzystaliśm y z 1°, tzn. zwrot- 
ności relacji ~ .  Z ak ładając  1°, w ystarczy udowodnić w łasność (ii) , bo w łasność (i) jes t 

wówczas jej szczególnym przypadkiem  (x 2 £ [xi] im plikuje [xi] D [x2] /  0 wobec fak tu , że 

a'! G N  na mocy zw rotności).



Jana M ikusińskiego filozofia m atem atyki 89

N atom iast do dowodu własności (iii)  założenie 1° jes t niezbędne; bez niego (a w istocie 
bez jakichkiłwiek założeń) zachodzi jedynie oczyw ista inkluzja:

E M C * .  (2)
x € X

Inkluzja przeciw na wynika właśnie ze zwrotności relacji
K onstatujem y, że w łasność (¿) (mówiącą, że definicja klasy równoważnoważności jest 

poprawna, tzn . nie zależy od wyboru rep rezen tan ta  tej klasy) oraz w łasność (ii)  (stw ier­
dzającą. że różne klasy równoważnoważności są param i rozłączne) m ożna udowodnić je ­
dynie w oparciu o założenia sym etrii i przem ienności (2° i 3°) relacji ~ . Założenie 1° 
zwrotności relacji po trzebne jest jedynie do wykazania własności ( i ii) ,  k tó ra  mówi, że 
wyjściowy zbiór X  je s t sum ą mnogościową w szystkich klas równoważnoważności utwo­
rzonych przez jego elem enty lub - jak to  niekiedy określam y - zbiór X  rozpada się na 
rozłączne klasy równoważności.

Rodzi się py tan ie , czy własność (iii)  je s t w ogóle po trzebna, czy też może w ystarczy 
nam fakt, że na  rozłączne klasy równoważnoważności rozpada się pewien (niekoniecznie 
znany explicite) podzbiór Y  zbioru X .  a mianowicie zbiór

EM,
x e x

w ystępujący po lewej stronie inkluzji (2).

Przyjrzyjm y się podanej wcześniej definicji dystrybucji. Definicja sk łada się z dwóch 
części. W  części pierwszej, będącej definicją w stępną, ze zbioru X  wszystkich ciągów 
funkcji gładkich w yodrębnia się podzbiór Y , złożony z ciągów podstawow ych. W części 

drugiej, stanow iącej w łaściwą definicję, w określonym uprzednio zbiorze Y  w prowadza się 
relację równoważności (w tradycyjnym  znaczeniu), przy czym jej określenie jes t bardzo 
podobne do wcześniejszego określenia ciągów podstawowych.

Podobną sy tuację  m am y w przypadku klasycznej konstrukcji C an to ra  liczb rzeczywi­
stych. N ajpierw  definiuje się ciągi podstawowe (pn) liczb wymiernych jako te  ciągi, które 
spełn iają w arunek

Vf >  0 3 n c €  N  VN 9 n ,m  >  ne \pn - p m \< £ .

N astępnie w zbiorze w szystkich ciągów podstawowych w prowadza się relację równoważ­
ności, uznając za równoważne te ciągi (pn), (qn)■. d la których zachodzi w arunek

Vf 3rjE € N  VN 9 n >  n . \pn -  ęn | <  f.

Oczywiście w ostatn iej nierówności </„ m ożna zastąpić równoważnie przez qm dla dowol­
nego )71 >  11 ę .
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M ożna m nożyć podobne przykłady  . By uniknąć pow tórzeń, autorzy  czasam i wyrażają 

d rugą część definicji w inny, równoważny sposób, np. przez sprow adzenie do definicji 
podanej w pierwszej części (np . w definicji dystrybucji Definicję 2 m ożna zastąp ić  Definicją 
3, co jednak  nie zm ienia złożonego, dwuczęściowego charakteru  definicji).

Rozwiązanie zaproponow ane przez profesora Mikusińskiego je s t proste: zm ienić defi­
nicję relacji równoważności tak . by postulow ane w niej były jedyn ie  w arunki 2° symetrii 
i 3° przechodniości. D la odróżn ien ia  nazw ijm y tak  zmodyfikowaną relację re lacją  podo­
bieństw a.

D e f in ic ja  6. Relację ~  określoną na danym  zbiorze X  i spełniającą w arunki 2° i 3° 
nazyw am y relacją podobieństwa, a klasy [■] ze względu na tę relację, zdefiniowane wzorem 
(1), klasam i podobieństwa.

Jak  wykazaliśmy, klasy podobieństw a m ają  własności (i) oraz ( ii)  i m ogą być trak ­
tow ane jako  elem enty nowego zbioru, zbioru wszystkich klas podobieństw . W  praktyce 
upraszczają  się konkretne definicje relacji, bo ich część w stępna s ta je  się te raz  zbyteczna.
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A b stra ct

T he 50th anniversary  of th e  M ikusinski operational calculus is th e  occasion for re­
calling som e facts concerning this theory. T he theory  is an exam ple of a  very individual 
approach of its au th o r to  m athem atics. In th e  artic le , an a ttem p t is m ade to  discribe char­
acteristic features of th e  au th o r’s works on th e  base of some of his theories. In particu lar, 
his proposition of th e  new definition of the  equivalence relation is discussed in detail.


