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Streszczenie

W zwigzku z péitwieczem rachunku operatoréw Mikusifiskiego przypomniane sg
fakty dotyczace tej teorii oraz podjeta préoba scharakteryzowania indywidualnych
cech twérczosci jej autora.

JAN MIKUSINSKI’S PHILOSOPHY OF MATHEMATICS

Summary

In connection with the half-century of the Mikusinski operational calculus, some
facts concerning the theory are reminded and an attempt is made to characterize
individual features of the author's works.

HHA MHKYCHHCKOrO $HJIOCOS$Hfl MATEMATHKH

Pe3K>Me

B CBH3H c¢ nojicTOJieTHeM onepaunoHHoro hc~hcjichkji MrarycnHCKoro Ha-
noMHCHDbi (fiakThi 06 3TOU TcopHH u cflejiaHa nonuTKa oxapaKTepii30BaTb mh-
AHBHiiyajibHbie cBoficTBa TBopwecTBa aBTopa.

1. Rachunek operatorow

Mija wasnie p6l wieku od narodzin teorii matematycznej, ktérej autorem jest polski
matematyk, a jego nazwisko zwigzato sie nierozerwalnie z nazwg teorii, tworzac zbitke po-
jeciowg réwnie trwatg jak przestrzenie Banacha czy catka Lebesgue’a. Chodzi o rachunek
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operatoréw Mikusinskiego. Jak stusznie zauwazyt profesor Wiestaw Zelazko na sesji nauko-
wej z okazji rocznicy $mierci profesora Mikusinskiego, rachunek operatoré6w Mikusinskiego
oraz przestrzenie i algebry Banacha sg jedynymi teoriami matematycznymi z polskimi na-
zwiskami, stanowiacymi rozdziaty klasyfikacji przedmiotowej przyjetej w Mathematical
Reviews i powszechnie stosowanej w Swiecie matematycznym.

Formalnie rzecz biorgc, pierwsze prace dotyczace tej teorii ukazaty sie drukiem w roku
1947 ([7] i [8]), jej podstawy zostaty opublikowane w pracy [10] z roku 1950, a ksigzka
[11] prezentujaca te teorie w 1953 roku. Jednak w istocie pierwsza publikacjg, ktérej uka-
zanie sie nalezy uznaé¢ za narodziny teorii, byta niewielka ksigzeczka pt. ,Hyperliczby”,
powstata w lipcu 1944 r. Warunki okupacyjne spowodowaty, ze okoliczno$ci powstania
tej ksigzeczki byty niezwykte. Ze wzgledéw konspiracyjnych autor podat jedynie swoje
inicjaty: J. G.-M. (G. oznacza tu skrot nazwiska rodowego autora) i podobnie postgpit w
przypadku oséb. ktéorym dziekuje we wstepie ,za zyczliwe i cenne uwagi”. Caty naktad
ksigzeczki o tacznej objetosSci 27 stron wynidst zaledwie 7 egzemplarzy i zostat przygoto-
wany whasnorecznie przez autora, ktdry powielit rekopis przy uzyciu klisz rentgenowskich.
Wszystkie egzemplarze zostaty rozdane uczestnikom tajnego seminarium, prowadzonego
w Krakowie przez profesora Tadeusza Wazewskiego. na ktérym autor przedstawiat swoje
idee.

»Hyperliczby” zostaty po latach wydrukowane w wiekszym naktadzie i to jednocze-
$nie w dwoch odlegtych miejscach. Stato sie to w roku 1983 z okazji 70 rocznicy uro-
dzin profesora Jana Mikusinskiego. Upamietniona ona zostata wydaniem w Warszawie
dedykowanego jubilatowi tomu 77 czasopisma ,Studia Mathematica”, ktory otwieraty
»Hyperliczby” w angielskim tlumaczeniu, a z drugiej strony wydaniem przez komitet or-
ganizacyjny konferencji na temat funkcji uog6lnionych i przestrzeni zbiezno$ciowych w
Santa Barbara w Kalifornii facsimile oryginatu ,Hyperliczb” wraz z angielskim ttuma-
czeniem. Jako ciekawostke dodajmy, ze z okazji wydania ,Hyperliczb” w ,,Studia Ma-
thematica” redakcja i uczniowie profesora Mikusinskiego pragneli rozszyfrowaé wszystkie
inicjaty umieszczone we wstepie i zwrécili sie z tym do autora, ale nawet on po latach nie
mogt odtworzy¢ jednego nazwiska. Dopiero pomoc ks. prof. Andrzeja Turowicza, uczest-
nika tamtego seminarium, pozwolita ,ztamaé szyfr”.

Gtéwna idea sprowadzenia rachunku operatorowego na grunt algebraiczny tkwita juz
w tej pierwszej pracy, cho¢ zostata zrealizowana tam za pomoca hiperliczb, czyli par zto-
zonych z liczb i funkcji, z odpowiednio zdefiniowanymi nan dziataniami, stanowigcymi
jednoczesne uogo6lnienie pojecia liczby i funkcji. Do petnej konstrukcji algebraicznych
podstaw teorii brakowato wtedy jeszcze twierdzenia Titchmarsha, dotyczace splotu funk-
cji rzeczywistych okreslonych na pétprostej dodatniej. Twierdzenie to zostato wprawdzie
udowodnione przez E.C. Titchmarsha juz w 1926 r. w pracy [17], ale byto poczatkowo
mato znane i rézni, w tym bardzo znani matematycy niezaleznie nadal poszukiwali jego
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dowodu (M.M. Crum udowodni! je ponownie w 1941 r. w pracy [3]; Laurent Schwartz po-
stawit je jako problem swojemu doktorantowi J. Dufresnoy, ktérego rozwigzanie zostato
opublikowane w dwdéch pracach [4] i [5] z 1947 r. i 1948 r.; Jan MikusifAski postawit je
jako problem w Colloquium Mathematicum w 1950 r.). Zaréwno oryginalny dowdéd Titch-
marsha, jak i nastepne dowody byty trudne iopieraty sie na badaniu rozktadu zer funkcji
analitycznych (Titchmarsh) badZ szybkosci wzrostu funkcji analitycznych lub harmonicz-
nych (Crum, Dufresnoy). Dopiero dowéd podany przez C. Ryll-Nardzewskiego w 1952 r.
byt pierwszym dowodem opartym wytgcznie na teorii funkcji zmiennej rzeczywistej.

W pierwszej ksigzce opublikowanej w 1953 r. rachunek operatoréw jest juz przedsta-
wiony jako kompletna algebraiczna teoria, oparta na twierdzeniu Titchmarsha.

Niech 71 oznacza pierscien funkcji ciggtych (oznaczanych przez / lub {/(i)}) na po6l-
prostej dodatniej [0, oc) nad ciatem R liczb rzeczywistych z operacjami:

af + 3g:= {af(t) + 0g(t)}; fg := f{t - t)(/(t)(/tI

dla f,g 6 K oraz af,3g € R. Druga z operacji jest nazywana operacjg splotu funkcji
na [0,00) i petni role mnozenia w pierécieniu 1Z. Twierdzenie Titchmarsha orzeka, ze
réwnos$¢ fg = 0 na [O.oc) implikuje / = 0 na [0, 00) lub g = 0 na [0, 00), tzn. piercien 7Z
nie ma dzielnikdw zera. To pozwala w naturalny sposéb zdefiniowa¢ ciato A4 formalnych
utamkéw f/g, gdzie f.g € 7Z z dziataniami okre$lonymi podobnie jak w przypadku
zwyktych utamkéw liczbowych. Ciato M nazywamy ciatem operatorow Mikusinskiego.
Ciato to obejmuje wszystkie liczby rzeczywiste o, ktére sg identyfikowane z utamkami
postaci {q}/{1}, gdzie {0} dla danej liczby a oznacza funkcje tozsamo$ciowo réwng a na
[0, oc). a takze wszystkie funkéje / lokalnie catkowalne na [0, 00), utozsamiane z utamkami

postaci
{/o fO —~ T)g(T)dr)
{13
Istniejg w nim jednak elementy, ktére nie sg ani liczbami ani funkcjami, np. | := {1} =

{1}{1}/{1} peini role operatora catkowania, bo
< /. {I> >*},
as:= \/l peini role operatora rézniczkowania, bo
sf=r+m

dla funkcji / klasy C! i. ogélniej,

snf = /<">- £ *7()(0)

1=0

dla funkcji / klasy Cn.
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Te zalezno$ci pozwalajg sprowadzi¢ metody rozwigzywania rownan i uktadéw réwnan
rézniczkowych zwyczajnych do rozwigzywania réwnan algebraicznych, a takze uproscic¢
metody rozwigzywania réwnan czastkowych. Konstrukcja nawigzuje do rachunku ope-
ratorowego O. Heaviside’a, inzyniera angielskiego, ktéry wykonywat podobne algebra-
iczne rachunki, nie dbajac jednak o ich poprawnos$¢ ([6]). Ich matematyczne uzasadnienie
przyniosto oparcie rachunku operatorowego na pojeciu transformaty Laplace’a, co jednak
spowodowato konieczno$¢ narzucania ograniczenia na wzrost w nieskonczono$ci rozpa-
trywanych funkcji. Teoria Mikusinskiego uwalnia od tych ograniczen, dzieki czemu gwa-
rantuje jednoznaczo$¢ rozwigzan badanych réwnan rézniczkowych, a przy tym upraszcza
rachunki zaréwno przy rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych, jak i w bezpos$rednich za-
stosowaniach w elektrotechnice, statyce belek, czy chromatografii. Z drugiej strony teoria
ta okazala sie niezwykle ptodna matematycznie, dostarczajgc wielu nowych zagadnien i
nieoczekiwanych rozwigzan, ciekawych z teoretycznego punktu widzenia.

Ksigzka prezentujgca te teorie stata sie prawdziwym bestsellerem i miata niezliczong
liczbe wydan. Stowo ..niezliczong” mozna tu rozumie¢ dostownie, poniewaz mimo wy-
sitkéw wielu os6b nie udato sie dotad okresli¢ catkowitej ilosci wydan tej ksigzki. Jest
to spowodowane przede wszystkim duzg liczbg wydan japonskich, ktdre ukazywaty sie ze
znaczng czestotliwos$cig i autor nie byt o nich nawet informowany; wiedziat tylko, ze pierw-
sze wydanie japonskie ukazato sie w 1957 r. i ze byto ich ponad dziesie¢. Organizatorzy
sesji naukowej zorganizowanej w 1988 r. w Katowicach i poSwieconej pamieci profesora
Mikusifnskiego bardzo liczyli na to, ze liczbe wydan japonskich ksiazki pomoze ustali¢
zaproszony na sesje profesor Hikosaburo Komatsu, ale i jemu sie to nie udato. Profesor
Komatsu zdotat natomiast uzyska¢ informacje, ze ogélna liczba egzemplarzy sprzedanych
w Japonii przekroczyta 20 000 i z pewnoscig byt to jeden z najwiekszych bestsellerow
matematycznych na rynku japonskim. Poniewaz Japonskie Towarzystwo Matematyczne
liczy mniej niz 5 000 cztonkéw, jest oczywiste, ze wéréd nabywcoéw ksigzki Jana Mikusin-
skiego musieli by¢ nie-matematycy, prawdopodobnie gtdwnie inzynierowie. Nie jest wiec
catkowicie wykluczone, ze boom w przemysle samochodowym w Japonii, ktéry wystapit
w pare lat po pojawieniu sie tej ksigzki w Japonii, miat z tym faktem jaki§ zwigzek, cho¢
tego typu sugestie pojawiaty sie w rozmowach z japoAskimi matematykami jedynie w
formie zartu.

Nie ulega natomiast watpliwosci, ze ksigzka byta najwiekszym bestsellerem sposréd
ksigzek matematycznych polskich autoré6w. Wymienmy wszystkie jej wydania z wyjatkiem
japonskich:

1. Rachunek operatoréw. PWN, Warszawa 1953 (pierwsze wydanie polskie).

2. OnepapHOHHoe HCHHCJieHHe. M3#aTenbCTBO HHOCTpaHHoit JIHTepaTypu, Mo-
cKBa 19-56 (wydanie rosyjskie).
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3. Operatorenrechnung. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1957 (wy-
danie niemieckie).

4. Rachunek operatoréw. PWN, Warszawa 1957 (drugie wydanie polskie rozszerzone).

5. Operational Calculus. Pergamon Press and PWN, New York-Warszawa 1959 (pierw-

sze wydanie angielskie).
6. Operatorszamitas. Miszaki Kémyvkiadd. Budapest 1961 (wydanie wegierskie).

7. Operational Calculus. Pergamon Press and PWN, New York-Warszawa 1967 (re-

print pierwszego wydania angielskiego).

8. Operational Calculus, volume I. PWN and Pergamon Press, Warszawa-Oxford 1983

(tom | drugiego rozszerzonego wydania angielskiego).

9. Operational Calculus, volume Il. PWN and Pergamon Press and PWN, Warsza-
wa-Oxford 1987 [wspdlnie z T.K. Boehme] (tom |l drugiego rozszerzonego wydania

angielskiego).

2. Préba charakterystyki

Jubileusz pétwiecza, jakie uptywa od narodzin rachunku operatoréw, jest okazja, by
zastanowi¢ sie nad do$¢ wyjagtkowymi cechami twoérczos$ci autora tej teorii.

Cechami wyrézniajgcymi twdérce rachunku operatoréw sa przede wszystkim oryginal-
no$¢, prostota i elegancja podej$cia do kazdego zagadnienia. Profesor MikusifAski zawsze
starat sie znalez¢ swa wtasng droge w poszukiwaniu odpowiedzi na interesujgce go pytania.
Nawet jesli okazywato sie, ze znane jest, w literaturze rozwigzanie jakiego$ zagadnienia,
to nie zaprzestawat poszukiwan, gdy nie zadowalato ono jego poczucia piekna i prostoty.
Instyktownie wyczuwal, kiedy dana teoria bgdZz dowo6d twierdzenia moga by¢ opraco-
wane lepiej, przystepniej, a przede wszystkim bardziej elegancko. | na ogdt mu sie to
udawato; znajdowat co najmniej réwnowazny opis matematyczny, wyrazony jednak przy
uzyciu duzo bardziej elementarnych $rodkéw, a przez to dostepny znacznie szerszemu
kregowi potencjalnych odbiorcéw (miat na uwadze zwlaszcza inzynieréw i studentéow);
czesto za$ prezentowana przez niego metoda okazywata sie ogélniejsza. Nierzadko nowy
opis stymulowat innych i stanowit punkt wyjscia do ich badan. Chyba podstawowym
kryterium, jakim kierowat sie w swojej pracy, byto kryterium piekna i elegancji. Uwa-
zal. ze matematyka jest w swej naturze piekna i tylko z powodu nieudolnosci twércow to
piekno pozostaje niekiedy w ukryciu. Swiadomie odrzucat zagadnienia zbyt skompliko-
wane. Profesor Stanistaw Lojasiewicz pisat: ,W tworzeniu matematyki niewielu tak jak
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on kierowato sie przede wszystkim pieknem dowodu i konstrukcji. W naszych czasach,
kiedy techniczne szczegdty zalewaja matematyke prowadzac do zaniedbania jej gtebi i
estetyki, jego dziatalno$¢ w ciggu catego zycia jest szczeg6lnie cennym przyktadem. Byt
prawdziwym matematykiem-artystg ” (zob. [1], str. 33).

Powstanie rachunku operatoréw jest tylko jednym z wielu przyktadéw takiej postawy
twoérczej profesora Mikusinskiego. Podobnie byto w przypadku innych teorii matematycz-
nych. Kiedy dowiedziat sie o stworzonej witasnie przez Laurenta Schwartza teorii dystry-
bucji. natychmiast zauwaz}’}, ze teorie te mozna oprze¢ na znacznie prostszych i bardziej
intuicyjnych podstawacti matematycznych. Napisat o tym do Schwartza, ktéry zgodzit sie
z nim i zasugerowat opublikowanie tego pomystu ([9]), cho¢ sam nie zmienit juz funk-
cjonatowego ujecia swej teorii (bardzo zaawansowanej w tym momencie); uzyskato ono
wkrétce ogromng popularno$é i stato sie kanonem. Prof. Mikusifnski, zajety opracowy-
waniem swego rachunku operator6w, miat mozliwo$¢ powrotu do idei uproszczenia teorii
dystrybucji dopiero po kilku latach, ale zrealizowat te idee, podajgc bardzo elementarng
i Scistg matematycznie definicje dystrybucji w [12]. a nastepnie rozwijajac ciggowa teorie
dystrybucji we wspotpracy z R. Sikorskim, a pdzniej P. Antosikiem ([15], [16], [1]).

Definicja Mikusifnskiego dystrybucji nawigzuje do intuicyjnej idei aproksymacji dystry-
bucji ciaggami funkcyjnymi, lezacej u podstaw tego pojecia i jest catkowicie elementarna
— wymaga znajomosci jedynie poje¢ rézniczkowalno$ci funkcji, zbieznosci jednostajnej
ciggu funkcji oraz pojecia relacji rownowaznos$ci. Jest przy tym tak prosta, ze mozna ja
sformutowaé w paru zdaniach:

Definicja 1. Mowimy, ze ciag (eJ,) funkcji gtadkich jest podstawowy, jesli dla kazdego
otwartego (ograniczonego) przedziatu | C Kd istnieje liczba calkowita nieujcmna k oraz
istnieje ciag funkcji gtadkich ($,) (zaréwno k jak i ciag (4>n) moga zaleze¢ od przedziatu
1), takie ze <R = (ip,,) na | oraz cigg (<J>,) jest zbiezny jednostajnie (do pewnej funkcji
ciggtej) na 7.

Definicja 2. Méwimy, ze ciagi (g, i (Un) funkcji gtadkich sg réwnowazne, jesli dla
kazdego otwartego (ograniczonego) przedziatu I C R distnieje liczba catkowita nieujemna k
oraz istniejg ciagi (i*n) i (ipn) funkcji gtadkich (zaréwno k jak i cigg ($n) moga zaleze¢ od
przedziatu /), takie ze 45D = = ipn na | oraz ciggi (4>n) i ('!",)) sa zbiezne jednostajnie

do tej samej funkcji (ciagtej) na I.

Drugg z definicji mozna zastapi¢ nastepujacg krdtszg definicjg r6wnowazng, ale odwo-
tujacq sie do wczesniejszej definicji:
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jest ciggiem podstawowym.

Zdefiniowana w ten sposéb réwnowazno$¢ jest relacjg zwrotng, symetryczng i prze-
chodnia, tzn. jest relacjg rownowaznos$ci w zwyktym rozumieniu tych stéw. Klasy réwno-
waznosci ze wzgledu na te relacje nazywamy dystrybucjami.

Definicja ta jest nieporéwnanie bardziej elementarna niz powszechnie przyjeta definicja
Schwartza, okreslajaca dystrybucje jako ciggty funkcjonat liniowy na przestrzeni V funkcji
gtadkich o ograniczonym nosniku, wyposazonej w do$¢ trudno opisywalng topologie (tzw.
topologie granicy indukt.ywnej).

Kolejnym przyktadem prostoty ujecia jest definicja catki, podana przez Jana Miku-
sinskiego (zob. [13] i [14]), ktéra jest przy tym bardzo ogélna i uniwersalna; w ten sam
spos6b (bez uzycia pojecia miary) definiuje sie zarbwno catke Lebesgue’a, jak i catke
Bochnera (definicje te podajemy ponizej), a nieznaczna modyfikacja definicji prowadzi do
aksjomatycznej teorii catki, obejmujacej takze inne pojecia catki (np. catke Daniella).

Definicja 4. Niech f bedzie funkcja okreslong na o wartosciach w ustalonej prze-
strzeni Banacha X . Funkcje f nazywamy catkowalng w sensie Bochnera (a gdy X = R, w
sensie Lebesgue ‘a), jesli istnieje ciag (/,,) przedziatéw w R d postaci

In [®n, bj.) [ojin,Bl.n) X ... X [o]jtil, Bd,n)

stronie réwnosci jest zhiezny bezwzglednie.

Symbol vol(/,,) oznacza tu objeto$¢ przedziatu /,. czyli liczbe

Vol(/,) = (/ln  n7in) ... [Bdn  cxcn),
a xin jest funkcja charakterystyczng przedziatu /,,. tzn. przyjmujaca warto$¢ 1dla x 6 /,,

oraz 0 dla x &/,,.

Definicja 5. Catke funkcji f spetniajgcg warunki (a) —(b) definiujemy woéwczas wzo-

irm:
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3. Relacja rownowaznosci

Profesor Mikusinski miat odwage stawia¢ pytania, nawet w najbardziej oczywistych
sprawach, kwestionowa¢ pojecia i metody uswiecone wieloletnig tradycja i powszechnie
zaakceptowane w $wiecie matematycznym. Jako przyktad takiego podejécia niech postuza
jego obserwacje dotyczace tak elementarnego i standardowego pojecia, jakim jest relacja
rébwnowaznosci.

Niech bedzie dany zbiér X i relacja ~ na nim, bedaca relacjg réwnowaznosci w kla-
sycznym rozumieniu tego okreslenia, tzn. spetniajgca nastepujgce warunki:

1° (zwrotno$¢) x ~ x dla kazdego x G X;

2° (symetryczno$¢) jesli x ~ y, to y ~ x dla dowolnych x,y £ X;

3° (przechodnio$¢) jesli x ~ y \y ~ z, to x ~ z dla dowolnych x,y,z £ X.

Przez klase rownowaznosci (klase abstrakcji) [x0] wyznaczong przez ustalony element
x0 £ X, ze wzgledu na relacje rozumiemy zbhiér tych wszystkich elementéw x £ X,
ktére sag w relacji ~ z x0. tzn.

[x0] == {x £ X : x ~ x0}. 1)

Z zatozen 1° - 3° relacji ~ wynikajg nastepujgce dobrze znane wtasnosci klas réwno-
waznosci:

(i) jesli z2 £ [zi], to [xi] = [x2] dla dowolnych Zi,x2 € X\

(ii) jesli [xi] fi [z2] » 0. to [xj] = [x2] dla dowolnych x!,x2 € A’

(«*) Erg*!l] = X.

Przes$ledZzmy standardowe dowody wt#asnosci (i) -(iii), zwracajgc uwage na to. z jakich
sposrod zatozen 1° - 3° dotyczacych relacji ~ korzystamy.

Dla dowodu (i) zauwazmy, ze zalozenie x2 £ [xi] oznacza, iz x2 ~ xt. Je$li wiec
y £ [x,], tzn. y ~ xt, to na mocy 2° i 3° (tzn. symetrii i przechodniosci relacji ~)
wnioskujemy, ze y ~ x2, tzn. y £ [x2], co dowodzi inkluzji [xi] C [x2]. Podobnie, jesli
y € [x2], czyli y ~ x2. to zatozenie i przechodnio$¢ relacji implikuja, ze y ~ x]f czyli
y £ [xi], a to dowodzi przeciwnej inkluzji [x2] C [xi] i w efekcie réwnosci [ij] = [x2].

Aby udowodni¢ (ii), przypusémj', ze y £ [xi] D [x2], tzn. y ~ Xj iy ~ x2. Stad dzieki
2° i 3° wynika, ze x2 ~ xi, tzn. x2 £ [xi] i teraz teze mozna uzyska¢ badZ stosujac
udowodniong wtasno$¢ (i), badZ powtarzajgc rozumowanie z jej dowodu.

Zauwazmy, ze w dowodach witasnosci (;) oraz (ii) nie korzystaliSmy z 1°, tzn. zwrot-
nosci relacji ~. Zaktadajac 1°, wystarczy udowodni¢ wiasnos$¢ (ii), bo wiasnos¢ (i) jest
woéwczas jej szczegblnym przypadkiem (x2 £ [xi] implikuje [xi] D [x2]/ 0 wobec faktu, ze

al GN na mocy zwrotnosci).
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Natomiast do dowodu wtasnosci (iii) zatozenie 1° jest niezbedne; bez niego (a w istocie
bez jakichkitwiek zatozen) zachodzi jedynie oczywista inkluzja:

EMC *. 2)
X€X
Inkluzja przeciwna wynika wtasnie ze zwrotnos$ci relacji
Konstatujemy, ze wtasno$¢ (;) (moéwiaca, ze definicja klasy réwnowaznowaznosci jest
poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru reprezentanta tej klasy) oraz wtasno$¢ (ii) (stwier-
dzajaca. ze rézne klasy réwnowaznowaznos$ci sa parami roztgczne) mozna udowodni¢ je-
dynie w oparciu o zatozenia symetrii i przemiennos$ci (2° i 3°) relacji ~. Zatozenie 1°
zwrotnos$ci relacji potrzebne jest jedynie do wykazania wtasnosci (iii), ktéra moéwi, ze
wyjsciowy zbiér X jest suma mnogoSciowa wszystkich klas réwnowaznowaznosci utwo-
rzonych przez jego elementy lub - jak to niekiedy okreslamy - zbiér X rozpada sie na
roztgczne klasy réwnowaznosci.
Rodzi sie pytanie, czy witasno$¢ (iii) jest w ogdle potrzebna, czy tez moze wystarczy
nam fakt, ze na roztgczne klasy réwnowaznowazno$ci rozpada sie pewien (niekoniecznie
znany explicite) podzbiér Y zbioru X. a mianowicie zbiér

EM,
XeXx
wystepujacy po lewej stronie inkluzji (2).

Przyjrzyjmy sie podanej wczesniej definicji dystrybucji. Definicja sktada sie z dwéch
czeSci. W czesci pierwszej, bedacej definicja wstepna, ze zbioru X wszystkich ciggéw
funkcji gtadkich wyodrebnia sie¢ podzbiér Y, ztozony z ciggéw podstawowych. W czesci
drugiej, stanowigcej wiasciwg definicje, w okres§lonym uprzednio zbiorze Y wprowadza sie
relacje rownowaznosci (w tradycyjnym znaczeniu), przy czym jej okre$lenie jest bardzo
podobne do wcze$niejszego okreslenia ciggdw podstawowych.

Podobng sytuacje mamy w przypadku klasycznej konstrukcji Cantora liczb rzeczywi-
stych. Najpierw definiuje sie ciggi podstawowe (pn) liczb wymiernych jako te ciagi, ktére
spetniajg warunek

Vf>03nc€ N VNI nm >ne \pn-p m<g£.

Nastepnie w zbiorze wszystkich ciggéw podstawowych wprowadza sie relacje réwnowaz-

nosci, uznajac za rdwnowazne te ciggi (pn), (qgnm dla ktérych zachodzi warunek
Vf 3rfEE N VN 9n >n. \pn- en|< f.

Oczywiscie w ostatniej nieréwnos$ci <, mozna zastgpi¢ rownowaznie przez gm dla dowol-

nego )1 > le.
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Mozna mnozy¢ podobne przyktady . By uniknaé powtérzen, autorzy czasami wyrazaja
druga cze$¢ definicji w inny, réwnowazny sposéb, np. przez sprowadzenie do definicji
podanej w pierwszej czesci (np. w definicji dystrybucji Definicje 2 mozna zastgpi¢ Definicja
3, co jednak nie zmienia ztozonego, dwuczesciowego charakteru definicji).

Rozwigzanie zaproponowane przez profesora Mikusifiskiego jest proste: zmienié¢ defi-
nicje relacji rownowaznos$ci tak. by postulowane w niej byty jedynie warunki 2° symetrii
i 3° przechodnio$ci. Dla odréznienia nazwijmy tak zmodyfikowang relacje relacjg podo-
bienstwa.

Definicja 6. Relacje ~ okre$long na danym zbiorze X i spetniajgcg warunki 2° i 3°
nazywamy relacjag podobieAstwa, a klasy [w] ze wzgledu na te relacje, zdefiniowane wzorem
(1), klasami podobienstwa.

Jak wykazaliSmy, klasy podobiefstwa majg wiasnosci (i) oraz (ii) i moga by¢ trak-
towane jako elementy nowego zbioru, zbioru wszystkich klas podobienstw. W praktyce
upraszczajg sie konkretne definicje relacji, bo ich cze$¢ wstepna staje sie teraz zbyteczna.
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Abstract

The 50th anniversary of the Mikusinski operational calculus is the occasion for re-

calling some facts concerning this theory. The theory is an example of a very individual

approach of its author to mathematics. In the article, an attempt is made to discribe char-

acteristic features of the author’s works on the base of some of his theories. In particular,

his proposition of the new definition of the equivalence relation is discussed in detail.



