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S tr e s z c z e n ie
Lem at U rysohna byl opublikowany i — jak m ożna sądzić, był odkry ty  — rok 

później niż tw ierdzenie znane jako tw ierdzenie Luzina-M ieńszowa. To drugie tw ier
dzenie było w istocie dowiedzione przez W. Bogomolową w jej jedynej opublikowanej
(1924) pracy. Dowody obu tw ierdzeń biegną równolegle. Nie m oże być wątpliwości o 
priorytecie Bogomotowej, ale Urysohn byl tym . który ocenił znaczenie tw ierdzenia 
dla system u pojęć topologii.

JIEMMA yPLICOHA MJIH TEOPEMA JTy3MHA-MEHL>IHOBA? 

Pe3K > M e

JleMMa Y pticoH a nojiBHJiacb b nenaTH — h  KaK m o*ho c y ^ h t ł  . óbiJia o t-  
KpbiTa — ro fl no3*e  mcm TeopeMa H3BecTHa non Ha3BaaneM TeopeMU JIy3MHa- 
-MeHbmoBa. H a cłmom nene aTa TeopeMa Gbina noKa3aHa B. Botom ojioboh 
b  efi enuHCTBOHHOH nyó JiHKoBaHHoii paooTe ( 1924 ). HoKa3aTeJibCTBa o6onx 
TeopeM napane.ibHbi. HeT comhchhh b nepBeHCTBe Botom ojioboh, ho YpbicoH 
RbIJI TeM, KTO 3aMeTHJI BaOKHOCTb TeopeMbl ĄJlfl CHCTeMbl noHHTHH TOnOJIOTHH.

U R Y S O H N ’S L E M M A  O R  L U S I N -M E N C H O F F  T H E O R E M ?  

S u m m a r y
T he U rysohn Lem m a was published and — as it can be thought — also discovered, 

a year la te r then  th e  theorem  called Lusin-Menchoff. T he last one was proved in fact 
by Bogomolova 1924. th e  au tho r of a single paper. Proofs of the m entioned theorem s 
— as in com m only known —  go paralelly. There is no doub t in th e  priority  of 
Bogomolova, but is was Urysohn who understood the topological m eaning of the 
result.
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Z nanym  i znanym  autorowi jedynie z legendy m atem atykom  mo
skiewskim , k tórzy dokonali wielkich dzieł, ale którym  ich emocjo

nalna postawa wobec nauki nie zawsze pozwalała na obiektywizm  
wobec własnych odkryć.

T w ierdzenie nazyw ane lem atem  Urysohna  w ypowiada się zwykle tak: jeśli F  C U. 
gdzie F  jes t podzbiorem dom kniętym , a U podzbiorem otwartym  przestrzeni norm alnej X , 
to istnieje funkcja  ciągła f  : X  —* [0 . 1], taka że f ( x )  =  0 dla x  €  F  i f ( x )  - 1 dla
x e  x  -  u.

Przez przestrzeń norm alną  rozum ie się p rzestrzeń topologiczną, taką że m ając  jej pod
zbiór dom knięty  F  i podzbiór o tw arty  U. tak ie  że F  C U. zawsze daje  się znaleźć jej 
podzbiór dom knięty  I \ .  taki że

F  C int.A' C K  C U. (1)

Najczęściej w miejsce intA ' staw ia się zbiór o tw arty  V ,  a  za K  bierze się dom knięcie V

zbioru V; w arunek (1) przyjm uje w tedy postać:

F  C V  C V  C U, dla pewnego V  ot w artego. (1')

Nie zawsze norm alność była tak  rozum iana: T ie tze  w swojej pracy (1923) [1], w której

przedyskutow ał system atycznie  w arunki oddzielenia począwszy od To, poprzez T2, norm al
ność — tj. warunek Tą — rozum iał jako możliwość oddzielenia (niemieckie Trennung, stąd 
litera  T )  zbiorów dom kniętych rozłącznych ich otoczeniam i rozłącznym i. Równoważność 
tak  w ypowiedzianego w arunku T ą z  w arunkiem  (1) jes t prostym  ćwiczeniem logicznym, 
ale jak  się w ydaje, przejście do form y (1) m iało dla tem a tu , który  tu  poruszam y, ważne 
znaczenie.

L em at U rysohna pochodzi z pracy U rysohna Uber die M ätchtigkeit der zusam m en
hängenden M engen, drukow anej w M athem atische A nnalen 94 (1925), 262 - 295; w roku 
1951 praca  ta  b y ła  przedrukow ana w wersji rosyjskiej w Trudach po topologii i drugim  

o b ła s tja m  m atiem atiki (dw utom ow ych dziełach zebranych U rysohna), k tó re  wyszły pod 
redakcją i z kom entarzam i P. S. A leksandrow a (p. tom  I Trudów, s. 177 - 218). Urysohn 
ukończył ją  w sierpniu 1924, trzy  dni przed sw oją trag iczną śmiercią. P raca  jes t niejed
no lita  co do treści. Ma trzy  aneksy. To, co d la  nas najw ażniejsze, a  więc lem at U rysohna, 

je s t w aneksie trzecim  i wygląda na rzecz pow stałą  dopiero już po napisaniu głównych 
tw ierdzeń pracy [2].

Zgodnie z zapow iedzią z ty tu łu  pracy. U rysohn zajm uje się problem em  m ocy prze

strzeni spójnych. G łów nym  wynikiem  zasadniczego trzonu  pracy jest konstrukcja prze

strzeni topologicznej T> przeliczalnej spójnej [3]. Przeciwwagą jes t tw ierdzenie orzekające.
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że przestrzeń  norm alna wymiaru dodatniego — tym  bardziej spójna —  nie może być mocy 
m niejszej n iż  continuum  [4].

IJrysohn rozum ie najpierw  (w rozdziale w stępnym ) norm alność w form ie warunku Tą, 

tj. tak  jak  ją  rozum iał T ietze. ale kiedy przystępuje do dowodu w spom nianego twierdze
nia, poprzedza ten  dowód lem atem , w którym  dowodzi implikacji: T ą => (1 '). Warunek 
norm alności w form ie (1 ') (tym  sam ym  i w form ie (1)), m usiał być więc d la  Urysohna 

nowością.
W arunek (1 '), zapew niający w stawianie m iędzy zbiór dom knięty  i zaw ierający go zbiór 

o tw arty  zbioru o tw artego  wraz z domknięciem , pozwala na iterację  postępowania. W 
rezultacie, m ając zbiór dom knięty F  i zaw ierający go zbiór o tw arty  U. Urysohn dostaje 
dobrze znany z podręczników  topologii łańcuch zawierań:

F  C . . .  C v; c  F r C . . .  C V. C . . .  C U. (2)

gdzie r  i s. r  <  s . są liczbami postaci k / 2 n, 1 <  k  < 2" — 1, n  =  1 . 2 , . . a  Vt są  zbiorami 
o tw artym i.

Posługując się łańcuchem  zawierań (2) dla odpow iednio dobranej pary F  C U,  dostaje 
w spom niane wyżej tw ierdzenie (nie budując przy tym  żadnej funkcji).

W  głównym trzon ie pracy żadnego innego zastosow ania łańcuchy zawierań (2) nie 
m ają . Jest to  nieoczekiw ane d la  współczesnego czytelnika, bo spodziew ałby się raczej 
zastosowań bardziej mu znanych, a przede wszystkim  tw ierdzeń m etryzacyjnych.

Tym czasem  pew ne tw ierdzenia m etryzacyjne Urysohn ma już  za sobą, ale w celu ich 
uzyskania posługuje się m etodam i całkiem  innym i niż te , k tóre rozw ija w omawianej 
tu  pracy. Posługuje się tam  ciągam i pokryć zbioram i o tw artym i, wpisywanymi kolejno 
jedne w drugie w odpow iedni sposób. Pełny wyraz znalazła ta  m etoda w twierdzeniu 

A leksandrow a-U rysohna z roku 1923 [5].
Dopiero w aneksie trzecim  omawianej pracy Urysohn korzysta z konstrukcji (2) w 

celu w ykazania, że na przestrzeniach normalnych uńelopunktowych zawsze można zbudo
wać funkcję  rzeczywistą ciągłą nie redukującą się do stałej. W spom niany jego przykład 
przestrzeni przeliczalnej spójnej dowodził nieprawdziwości tego tw ierdzenia w zakresie 
przestrzeni T\.

Tw ierdzenia dowodzi od razu w formie ostrzejszej, podanej na w stępie tego artykułu.
Funkcję /  określa wzorem

f ( x )  =  in f{ r : x  e  Vr }, (3)

gdzie VT m a ją to  znaczenie co w (2).
Pisze, że rozw iązuje problem  Freclieta [6]. k tó ry  py tał, jak ie  w arunki mnogościowe 

m ają  spełniać przestrzen ie  topologiczne, aby można było na nich określić nietrywialne 
funkcje rzeczyw iste ciągłe. Tego rodzaju w arunkiem  okazała się norm alność [7j.
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W  teorii funkcji rzeczyw istych znane jes t jako tw ierdzenie Luzina-M ieńszow a  następu
jące  tw ierdzenie:

(5) Jeśli (na prostej) F  je s t zbiorem doskonałym , a U zbiorem m ierzalnym  jednorod
nym , takim  że F  C  U, to istnieje zbiór doskonały K , taki że

F  C K C  I\ C U.

Przez punki gęstości zbioru m ierzalnego A  (leżącego na prostej) rozum ie się p unk t a 
(niekoniecznie należący do A ), tak i że

lim M-4 O (a -  h .a  +  h )) _  
h—0.h>0 2 h

gdzie p  oznacza m iarę L ebesgue’a. Tw ierdzenie Lebesgue’a orzeka, że praw ie wszystkie (w 

sensie p) punk ty  zbioru m ierzalnego są jego punk tam i gęstości. Przez A  został oznaczony 
zbiór punktów  gęstości zbioru m ierzalnego A  należących do A. Zbiór jednorodny  w sensie 
m iary  to  zbiór m ierzalny równy zbiorowi swoich punktów  gęstości. Zbiory o tw arte  są 
jednorodne w sensie m iary. Do zbioru dom kniętego należą w szystkie jego punk ty  gęstości, 
co jes t również łatw o widoczne. Je s t form alne podobieństw o operacji do operacji 
w nętrza. Te uwagi ob jaśn ia ją  form alne znaczenie tw ierdzenia (5).

N azwa tw ierdzenia (5) jes t um ow na. Nie pochodzi ono z żadnej z prac m atem atyków  
figurujących w nazw ie tw ierdzenia. Tw ierdzenie pochodzi z pracy W . S. Bogomołowej, Ob 
odnom kłassie fu n kc ij wsiudu assim ptoticzeski nieprcrywnych , M atiem aticzeskij Sbornik 
32 (1924), 152 - 171. A u to rka  —  praw dopodobnie studentka L uzina — zam ieszcza to 
tw ierdzenie pisząc, że było ono „dowiedzione przez N. N. Luzina i D. E. Mieńszowa. Nic 
znając ich m etody, o trzy m ałam  nieco później inny dowód, k tóry  tu  p rzedstaw iam ” .

Tw ierdzenie Bogomołowej je s t nieco szczegółowsze. P rzytoczone tu  zostało  w wersji 
uwspółcześnionej; p. L. I. K ap łan , S. G. Słobodnik, M onolonnyje prieobrazowanija i dif- 
ferencialnyje swojstwa funkcij, M atiem aticzeskije Zam ietki 22 (1977), 859 - 871. Są to  
jedyni autorzy, k tó rzy  cy tu ją  Bogomołową. Inni piszą, „tw ierdzenie Łuzina-M ieńszowa” , 
nie podając  źród ła , a jeszcze inni p iszą „tzw. tw ierdzenie Łuzina-M ieńszowa” nie bacząc 
na m ałą  elegancję tego zw rotu . Dowód tw ierdzenia u Bogomołowej jest tru d n y  (zresztą 
dowodzi ona wersji nastaw ionej na  specyficzne zastosow ania, o których będzie w zmianka 

niżej), ale i w spółczesne dowody są kłopotliwe: p. A. M. B rucknera, D ifferentiation o f real 
functions, Lecture N otes in M athem atics 659, Springer 1978.

M ając zbiór doskonały F  i zb iór U jednorodny w sensie m iary, i tak i że F  C U,
Bogomołową —  korzystając z (5) — buduje łańcuch zawierań

F  C . . .  C K r C K r C . . .  C K SC . . . C U ,

gdzie r  i s,  s  < r,  są liczbam i postaci k / 2n, k  =  1 , . . . , 2 „  — 1, n =  1 ,2 , . . .  , a I\ ,  są
zbioram i doskonałym i, a po tem  budu je  funkcję /  o w artościach w [0.1] wzorem

/(.!•) =  in f{ r : .r  €A', }. (4)
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Dowodzi, że funkcja /  jest aproksym atyw nie ciąg ła1, przy czym f ( x )  =  0 d la  x  6  F  i 
f ( x )  =  1 dla x  U.

W  rzeczywistości wzór u Bogomolowej jes t nieco inny — funkcja jes t rów na 0 poza 
U.  a  na F  jes t dodatn ia , niekoniecznie równa 1: poza tym , specyficzna sy tuacja  umożli
w iająca posługiw anie się m iarą  pozw ala na zbudow anie funkcji, tak  by by ła  dodatn ia  na 
podzbiorze gęstym  zbioru U,  czego u U rysohna być nie mogło.

Bogomolowa podaje  także ogólną m etodę budow ania funkcji wszędzie różniczkowal- 
nych. których przedziały stałości da ją  w sum ie zbiór gęsty.

D opełnienie tej sum y przedziałów musi być zbiorem  doskonałym , co jest oczywiste; 
ten zbiór musi być ponadto  m iary wszędzie dodatn iej, co znaczy, że jego przekroje z 
przedziałam i — jeśli są n iepuste — są m iary dodatniej.

M ając zbiór doskonały m iary  wszędzie dodatn iej, Bogomołowa buduje funkcję wszę

dzie różniczkowalną. m onotoniczną (nieujem ną), której przedziałam i stałości są składowe 
dopełnienia tego zbioru.

W  tym  celu, korzystając ze swego tw ierdzenia, buduje najpierw’ funkcję aproksym atyw 
nie ciągłą /  o w artościach w [0.1], znikającą poza C  (tak  oznaczm y dany zbiór doskonały 
m iary wszędzie dodatn ie j) i dodatn ią  na podzbiorze gęstym zbioru C  (rolę zbioru U z jej 
tw ierdzenia pełni tu  zbiór C  złożony z wszyst kich punktów' gęstości zbioru C).  Funkcja

i/(*) =  /  /Jo

jest zapow iedzianą funkcją wszędzie różniczkow aną; więcej: g' (x)  =  f ( x )  wszędzie, na 
mocy tw ierdzenia Lebesgue'a o funkcjach aproksym atyw nie ciągłych (ograniczonych). Wo
bec znikania funkcji /  poza C  i jej dodatniości na podzbiorze gęstym  zbioru C , składowe 
dopełnienia tego zbioru pokryw ają się z przedziałam i stałości funkcji g.

Funkcję różniczkowalną o gęstej sum ie przedziałów stałości zbudow ał M azurkiewicz 
(1916) (używ ał zw’rotu: panlachicznie przedziałam i siała), ale konstrukcja dotyczyła jed 

nego przykładu. Bogomołowa wie o konstrukcji M azurkiew icza od Luzina, k tó ry  z kolei 
wde o tym  od Sierpińskiego, który  jeszcze niedawno przebywał w Moskwie. K onstrukcja 
Bogomołowej da je  te raz  w szystkie tego rodzaju  funkcje i w yjaśnia ich pochodzenie. We 
w'stępie do swojej pracy pisze, że pisze tę  pracę ..w'edług planu Profesora L uzina” .

P raca Bogomołowej (1924) była przedstaw iona redakcji w m aju  1923. P raca  Urysohna
(1925) by ła  ukończona w sierpniu 1924. Ani U rysohn, ani kom entator pracy w Trudach

1 Funkcja jest aproksymatywnie ciągła w punkcie a, jeśli o jest punktem  gęstości pewnego zbioru 
mierzalnego .4 i / |.4  jest ciągła tv a. Funkcja jes t aproksymatywnie ciągła, jeśli jest aproksymatywnie 
ciągła w każdym punkcie. Szczegóły dowodu m ożna znaleźć w artykule przeglądowym I. Krzemińskiej, 
Zeszyty Naukowe WSI tv O polu. 15)94.
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(1951) nie w spom inają ani Luzina — in icjatora pracy Bogomołowej — ani Bogomołowej, 
ani M ieńszowa, a przecież U rysohn jes t o co najm niej rok spóźniony, a  wszyscy wspom niani 
p racu ją  na tym  sam ym  uniwersytecie!

W pływ  U rysohna na w spom nianą tró jkę  autorów  — jakkolwiek niew ykluczony — jest 
m ało  praw dopodobny, jeśli się zważy, że m ając nawet jedynie  zarys idei swego lem atu, 
szedłby on wcześniej innym  tropem  ku tw ierdzeniom  m etryzacyjnym . Pom ysł tw ierdze
nia m etryzacyjnego, k tóre jest znane jako  twierdzenie Urysohna głoszące, że przestrzenie 
norm alne z bazą przeliczalną są m etryzowalne. pojaw ia się dopiero w trzecim  — o sta t
nim  — aneksie pracy (1925). Tw ierdzenie je s t sform ułowane, ale dowód odk łada  Urysohn 
do następnej pracy. Tę następną  pracę odtw orzył z jego no ta tek  jego przyjaciel Paweł 
Aleksandrów um ieszczając ją  w M athem atische A nnalen w tom ie 94 (1925), 309 - 315 
(przedrukow ana w Trudach, tom  II, s. 740 - 746).

Czy w arto wracać do tej historii i rozniecać jeszcze jeden spór. jakich wiele w m ate 
m atyce? Zresztą, tru d n o  być pew nym , czy chodzi w ogóle o spór, bo nie u jaw nił się w 
słowie drukow anym . A jeśli to  spór, to  czy nie lepiej rzec: „ostaw tie e to t spor Łuzitancew  
m ieżdu soboju"?

Żeby usunąć tę  w ątpliwość, zgódźm y się. że fakty — jeśli już  weszły do historii — 

p rzes ta ją  być w łasnością autorów  zdarzeń. W  naszym  przypadku chodzi o tw ierdzenia, 
k tóre weszły w skład gm achu m atem atyk i. P rzes ta ją  one być własnością autorów , a jeśli 

ich znaczenie w ykracza poza zasięg lokalny, p rzesta ją  być one także i w łasnością lokalnych 
środowisk.

Poza tym . wcale nie idzie już w tedy o osoby.

W  sporze N ew tona z Leibnizem  m ożna widzieć m otyw y osobiste. Ale są w nim  motywy 
m atem atyczne: czy analiza  jes t a lgorytm em  — jak  chciał Leibniz — czy rozwinięciem 
geom etrii Euklidesa wzbogaconej o czas i ruch — jak  chciał Newton?

Popatrzm y również i na relacje m iędzy lem atem  U rysohna i tw ierdzeniem  Luzina - 
Mieńszowa od strony  czysto  m atem atycznej.

Oba tw ierdzenia m a ją  w swoich dyscyplinach — pierwsze w topologii mnogościowej, 
drugie w teorii funkcji rzeczyw istych — wysokie pozycje. Ale role tych tw ierdzeń w tych 

dyscyplinach m a ją  odm ienny charak ter.
Lem at U rysohna przenika poprzez jego znaczenie w tw ierdzeniach m etryzacyjnych i 

w teorii zanurzeń w p roduk ty  ca łą  architekturę  dyscypliny nazyw anej obecnie topologią 
ogólną.

Rola tw ierdzenia Luzina-M ieńszowa w teorii funkcji rzeczywistych jest inna.
P rzede w szytkim  um ow ny jes t zakres tego tw ierdzenia. Przew ażnie rozum ie się je  jako 

tw ierdzenie (5) uzupełn ione konstrukcją funkcji (6). Jeśli tak . to  trzeba zwrócić uwagę na 
to. że punkt ciężkości tw ierdzenia leży w (5). bo wzór (6) się sam narzuca, a spraw dzenie 
w arunku aproksym alyw nej ciągłości leży ju ż  w elem entarnym  w ariancie tw ierdzenia (5)
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orzekającym , że
(5 ' ) Jeśli r  je s t punktem  gęstości zbioru mierzalnego U, to istnieje zbiór doskonaly 

K , dla którego x  je s t punktem  gęstości, i który je s t zaw arty w zbiorze punktów gęstości 

zbioru U .
Nie zm niejszy się ogólności, jeśli się założy, że U  je s t zbiorem  jednorodnym  w sensie 

miary. T w ierdzenie (5') orzeka wtedy, że jeśli x  €  U, to  istnieje zbiór doskonały K ,  taki 

że

x  €A 'C  I< C U.

T w ierdzenie (5 ') też byw a nazyw ane twierdzeniem Luzina-M icńszowa.

M ożna tw ierdzenie (5) zaostrzyć tak . by zbiór doskonały K  m iał z góry przewidzianą 
m iarę będącą liczbą z przedziału (p( F) ,  p(U) )  (w przedziale (0 , p ( U) )  w wariancie (5')).

A więc. tw ierdzenie Łuzina-M ieńszowa — nawet w swym najw ęższym  zakresie — jest 
w istocie serią tw ierdzeń.

N akładając  na l\ (z tw ierdzenia 5) jeszcze dalsze dodatkow e w arunki, Zygmunt Za
horski (1941) zbudow ał funkcję ciągłą rosnącą, m ającą  pochodną wszędzie z wyjątkiem 
punktów  z góry danego zbioru typu Gs m iary zero, w których pochodna jes t nieskończona, 
w skazując na  to , że m ając  łuk prostowalny można tak  przeparam etryzow ać zm ienną opi
sującą ten  łuk za pom ocą odpowiednio dobranej funkcji tego rodzaju , by m iał już  wszędzie 
styczną.

M etoda w ygładzania funkcji o wahaniu skończonym przez przeparam etryzow anie jej 
dziedziny — zapoczątkow ana przez Zahorskiego — została  rozw inięta w latach sześćdzie
siątych w sam oistną  teorię; A. .VI. B ruckner i J . Leonard (1965), cytow ana już książka A. 
M. B rucknera (1976), A. M. B ruckner i C. Goffman (1976), L. I. K apłan i S. G. Słobodriik 
(1977), i in.

Teoria funkcji rzeczywistych została zapoczątkow ana w końcowych dziesięcioleciach 
ubiegłego wieku. Jest to  teoria będąca raczej zbiorem  faktów, bo elem entów  jednoczących 
jes t m ało. W latach dw udziestych naszego wieku nagrom adziło  się ju ż  dostatecznie dużo 

osobliwych przykładów  funkcji i to w zakresie, który raczej powinien wykluczać osobliwo
ści, bo w zakresie funkcji różniczkowalnych. Zaczęło się od funkcji typu Pompeiu, tj. funkcji 
różniczkowalnych z zerującą się pochodną na zbiorze gęstym  brzegowym (Kópcke (1887), 

Pom peiu (1906)). Funkcje rosnące typu Pom peiu konstruuje się jednak  względnie prosto 
pisząc wzór. Ale Kopcke (1890) odkrył osobliwość trudniejszą, budu jąc  funkcje różniczko- 
walne nigdzie niem onotoniczne, których konstrukcje budziły  najp ierw  wątpliwości, a po

tem  były w ielokrotnie przetw arzane. Do krańcowej osobliwości doprow adził je  Zalcwasser 
(1927). Była mowa o funkcji różniczkowalnej o gęstej sum ie przedziałów stałości zbudo
wanej przez M azurkiew icza, a także o roli. jaką spełniło  tw ierdzenie Łuzina-Mieńszowa w
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wyjaśnieniu n a tu ry  tej osobliwości. Dzięki tw ierdzeniu Luzina-M ieńszowa um iem y dzisiaj 
(prace Zahorskiego) rozeznać s tru k tu rę  osobliwości zarówno funkcji M azurkiew icza, jak  i 
Kópckego-Zalcwassera. oraz sposób, w jaki sprow adzają się one do osobliwości prostszych, 
np. osobliwości typu  Pom peiu: to  osta tn ie , p. C. Weil, On nonwhere m onotone fm ictions, 
Proc. Am er. M ath . Soc. 56 (1976). 388 - 389. gdzie redukcji do osobliwości typu  Pom peiu 
dokonuje się m etodą  kategorii B aire a.

W yjaśn iająca rola tw ierdzenia Łuzina-M ieńszowa daleka jest wszakże od kreow ania 
a rch itek tu ry  przedm iotu . Teorią funkcji rzeczywistych rządzą inne praw a rozw oju. Nie 
istnieje a rch itec tu ra  teorii funkcji rzeczywistych.

Jest logiczna zależność m iędzy lem atem  U rysohna i tw ierdzeniem  Luzina- M ieńszowa, 
k tó ra  m usiała być rozum iana już przez U rysohna. bo inaczej tru d n o  byłoby w ytłum aczyć 
nagły jego zw rot ku nowej idei tw ierdzeń m etryzacyjnych z ostatn ich  jego prac, a  nawet 
przejścia do w arunku norm alności w form ie (1').

Środkiem  do zrozum ienia tej zależności jest topologia gęstościowa prostej, generow ana 
przez zbiory jednorodne w sensie m iary. Zbiory ot w arte zwykłej topologii prostej są jed 
norodne w sensie miary. S tąd  topologia gęstościowa m ajoryzuje zw ykłą.

Tw ierdzenie (5 ') orzeka o jej regularności. Twierdzenie (5) nie orzeka jednak  o jej 
norm alności, bo F  nie je s t dowolnym zbiorem dom kniętym  w topologii gęstościowej, lecz 
specjalnym , bo zak łada się o nim , że należy do topologii zw ykłej. M imo to  postępow a
nie w staw iania zbioru pośredniego m ożna ¡terować i w rezultacie o trzym ać wzorem z (5) 
funkcję ciągłą, jeśli zm ienną niezależną slopologizować gęstościowo. Ta ciągłość — z topo

logią gęstościową w dziedzinie funkcji — im plikuje aproksym atyw ną ciągłość; możliwość 
o trzym an ia  funkcji ciągłej znikającej na F  i równej 1 poza U. przy oznaczeniach z (5), 
im plikuje całkow itą regularność topologii gęstościowej.

Mimo swojej na turalności topologia gęstościowa była zauw ażona dość późno (Goffman 

i W aterm an, 1961).
W ykształcony w spółcześnie m atem atyk  poznaje najp ierw  lem at U rysohna, później 

zapoznaje się przy jak ie jś okazji z topologią gęstościową, a  kiedy zapozna się z tru d n y m  i 
leżącym na peryferiach form alnego n u rtu  m atem atyki mnogościowej tw ierdzeniem  Łuzina- 

-M ieńszowa, może widzieć to  tw ierdzenie jako w tórne wobec lem atu  U rysohna. Logika 

form alna nie jest jednak  najlepszym  przew odnikiem  po historii odkryć. Kolejność odkryć 
była inna.
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Zygm unt Zahorski. Tw ierdzenie znane jako tw ierdzenie Zahorskiego pochodzi z pracy 
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Journal 48 (1941), 32 - 330; p raca  w ysłana ze Lwowa w sierpniu 1940.

W acław Sierpiński (1882 - 1969). W la tach , o których mowa w artyku le , jes t w Polsce i 
kieruje jej życiem m atem atycznym . P rzed tem , w latach  1914 - 1918 przebyw a w Moskwie 
(początkow o w W ia tce), internow any jako  obyw atel A ustro-W ęgier. Internow anie — za 
spraw ą m atem atyków  moskiewskich —  zam ienia sie w sw obodny poby t w Moskwie. Z 
tych lat da tu je  się jego przy jaźń  z Luzinem . Na tem at tego okresu w życiu Sierpińskiego, 
p. a rty k u ł G aliny Sinkiewicz O w zajem nym  w łijanii Sierpinskogo i Luzina. M atem atyka 
przełom u XIX i XX w ieku, Szczecin 1990, s. 135 - 140 (IV  Ogólnopolska Szkoła Historii 
M atem atyk i. Pogorzelica 1989).

A b str a c t

T he U rysohn Lem m a was published and — as it can be thought — also discovered, 
a year la te r then  th e  theorem  called Lusin-M enchoff. T he last one was proved in fact by 
Bogomolova 1924, th e  au th o r of a  single paper. Proofs of th e  m entioned theorem s — as 
in com m only known — go paraielly. T here  is no doubt in th e  p rio rity  of Bogomolova, but 
is was U rysohn who understood  th e  topological m eaning of th e  result.


