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PRIORYTET ŻORAWSKIEGO CZY GOURSATA?

Streszczenie
Praca K. Zorawskiego p t. „O własnościach pewnej całki w ielokrotnej będących 

uogólnieniam i dwóch tw ierdzeń z teorii wirów” (1902) zaw iera wyprowadzone przez 
au to ra  wzory dotyczące pewnego przekształcenia całkowego. Te sam e wzory wypro­
wadził pow tórnie i opublikował E. G oursat w pracy p t. „Sur les invariants In tégraux” 
(1908). N iestety opublikow anie swoich rezultatów  przez K. Zorawskiego w języku 
polskim uniem ożliw iło zapoznanie się z nimi E. G oursatowi.

ZORAWSKI ODER GOURSAT — WEM GEHÖRT DIE PRIORITÄT?

Zusammenfassung
Die Publikation von K. Zorawski „U ber Eigenschaften eines vielfachen Integrales, 

d ie Verallgem einerungen zweier Sätze der W irbeltheorie sind” en th ä lt Form eln, die 
gewisse In tegraltransform ation  betreffen, die vom K. Zorawski en tdeck t worden sind. 
Leider hat Zorawski seine R esu lta te  in der polnischen Sprache veröffentlicht, so 
war es für G oursat unm öglich, sie kennenzulernen. Dieselben Formeln sind vom 
E. G oursat w iederentdeckt und in der A rbeit ..Sur les invariants in tégraux” im 
Jah re  1908 dargestellt .

ZORAWSKI OR GOURSAT — WHOM BELONGS THE PRIORITY? 

Summary
T he paper of K. Zorawski ,.On som e properties of certain  m ultip le integral that 

a re  generalizations of two theorem s of th e  whirl theo ry” contains som e form ulas tha t 
refer to  an integral transform ation . U nfortunately, these results were form ulated in 
Polish, so it was im possible for G oursat to know them . For this reason G oursat 
rediscovered these form ulas and publicated  them  as his own results in the paper 
..On some integral invariants".
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B ohateram i kom unikatu  są dw aj m atem atycy  przełom u wieków X IX  i XX: Kazimierz 
Żorawski (1866 - 1953) i E duard G oursat (1858 - 1936), a  właściwie ich tw ierdzenia 
dotyczące przekształceń całkowych.

E. G ousat. m atem aty k  francuski, członek Paryskiej Akademii N auk (od 1919 r . ), pro­
fesor U niw ersy tetu  Paryskiego (od 1897 r.). zajm ow ał się głównie funkcjam i analitycznym i 
i teorią  rów nań różniczkowych o pochodnych cząstkowych rzędu 2. Je s t au to rem  trzyto- 
mowego dzieła: C ours d 'analyse  m athém atique  (Paris. 1917).

K. Żorawski studiow ał nauki ścisłe na Uniw esytecie W arszawskim  (1884 - 1888), gdzie 
uzyskał stopień kan d y d a ta  nauk m atem atycznych (1888) na podstaw ie rozprawy z astro­
nom ii, oraz na  un iw ersy tetach  w Lipsku. G etyndze i Paryżu. W  1891 doktoryzow ał się u 
Sophusa Liego n a  U niw ersytecie Lipskim na podstaw ie rozprawy p t. „O pew nym  odkształ­
ceniu pow ierzchni". Po powrocie do k ra ju  w ykładał w Szkole Politechnicznej we Lwowie 
(1892 - 1893) jako  docent habilitowany, na U niw ersytecie Jagiellońskim  jako docent (1893 
- 1895). profesor nadzw yczajny (1895 - 1898). profesor zw yczajny (1898 - 1919), następnie 
na Politechnice W arszawskiej (1919 - 1926) i Uniw ersytecie W arszawskim  (1919 - 1935 i 
1947 - 1952), gdzie od 1935 r. był profesorem honorowym. Był rek torem  UJ (1917/1918), 
w spółdziałał w zorganizow aniu Akademii Górniczej w Krakowie, w 1920/1921 był dy­

rek torem  D ep artam en tu  Nauki i Szkół W yższych w M inisterst wie W yznań Religijnych i 
Oświecenia Publicznego.

Szerokie zainteresow ania naukowe Żorawskiego obejm ow ały geom etrię różniczkową, 
teorię ciągłych g rup  przekształceń i ich zastosow anie do geom etrii i analizy m atem a­
tycznej. teorię niezm ienników całkowych, teorię niezmienników różniczkowych, równania 
i m etody  fizyki m atem atycznej, geom etrię analityczną.

Żorawski publikow ał sw oje wyniki przew ażnie w języku polskim , później anonsowano 
je  w języku niem ieckim  lub drukow ano cale prace w tym  języku. Powodem tego była — 
według opinii W ładysław a Slebodzińskiego [3] — niezw ykła skrom ność Żorawskiego w 

ocenie w łasnych p rac  i niechęć do jakiejkolwiek autoreklam y.
W yniki uzyskane w rozprawie doktorskiej o formach różniczkowych były cytowane 

przez Liego — tw órcę teorii ciągłych grup przekształceń ([2]. s. 810). Teoria ta  pow stała 
na gruncie zagadnień związanych z badaniem  m etod rozw iązyw ania rów nań różniczko­
wych zw yczajnych i o pochodnych cząstkowych przy dokonyw aniu różnych przekształceń 

zm iennych w ystępujących w tych rów naniach. Żorawski bada ł m iędzy innym i pełny układ 
niezm ienników grup przekształceń-pew nych tworów analitycznych i geom etrycznych.

P race Żorawskiego dotyczące niezmienników całkowych pochodzą z lat 1895 - 1913.

Pojęcie niezm iennika całkowego, wprowadzone przez H. Poincarćgo na gruncie me­
chaniki nieba, a przez S. Liego na gruncie teorii grup ciągłych, odgryw ało w ażną rolę w 

tych teoriach , jak  rów nież w teorii rów nań różniczkowych, w topologii, w zagadnieniach 
całkowych geom etrii różniczkowej. W edług zdania W. Slebodzińskiego I\. Żorawski był 
jednym  z pierwszych m atem atyków , który  ocenił ważność pojęcia. W roku 1895 ogłosił
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pierwszą pracę o niezm iennikach całkowych p t. ..0  całkach niezm iennych ciągłych grup 
przekształceń" (R ozpraw y W ydz. M at. P rzyr. AU w Krakowie, t. 28, s. 232 - 273) i 
anons: „Uber In tegralinvarianten  der continnuierlichen Transform ationsgruppen'' (Bull, 
de l’Acad. de C racovie, 1895, 127 - 130). Udowodnił tam  między innymi twierdzenie: 
„G rupa przekształceń o jednym  param etrze określona układem  równań:

^  _  fk ,  1 2 «I—  =  /  (T .1 ,....1 )

m a niezm ienniki całkowe każdego stopnia” ([3]. s. 54) i wskazał możliwości konstrukcji 
tych niezmienników.

To tw ierdzenie po raz pierwszy udowodnione przez Żorawskiego jest podane (na s. 
212) w monografii E. G oursa ta  „Leçons sur le problèm e de Pfaff” (Paris, 1922), jednak 
bez cytow ania nazwiska au to ra  tw ierdzenia.

D rugą pracą K. żoraw skiego zaw ierającą ważne wzory z teorii niezmienników całko­
wych była opublikowana w 1902 r. praca p t. „O własnościach pewnej całki wielokrotnej 

będących uogólnieniem  dwóch tw ierdzeń z teorii wirów” (P race Matem.-Fiz., 13 (1902), 
s. 107 - 153). Nim przedstaw im y główne jej tw ierdzenie, zauważmy, że praca ta by ła  ogło­
szona w yłącznie po polsku nawet bez streszczenia w języku obcym  jak  w poprzednim 
przypadku. W 1908 r. wzory Żorawskiego zostały  ponownie odkry te  przez E. G oursata 
i opublikowane w pracy: „Sur les invariants in tégraux” [1], przy czym Goursat praw do­
podobnie o odkryciu Żorawskiego nie wiedział. W pracy Żorawskiego z 1909 r. p t. „O 
pewnych w łasnościach całek w ielokrotnych” — „Liber gewisse Transformationseigenscha­
ften der vielfachen In tegrale“ opublikowanej w języku niemieckim [4] jest przypis: ,.K. 
Żorawski. O w łasnościach pewnej całki w ielokrotnej etc. P race M at. Fiz. t. XIII, 1902. s. 
111. Die in dieser A bhandlung auf s. 111 befindliche Formel stellt auch neuerdings Herr 
G oursat auf in der A bhandlung: Sur les invariants intégraux, Journal de math, pures et 
appl. t. IV. 1908. s. 340” (na s. 185) świadczący o tym . że au to r zna pracę G oursata z 
1908 r. Żorawski zorientow ał się. że jego praca  nie by ła  dostępna ze względów językowych, 
być m oże poproszony także  przez innych m atem atyków , opublikował w 1913 r. skróconą 
wersję pracy z 1902 r. w języku niemieckim p t. „Uber E igennschaften eines vielfachen In te­
grals, welche V erallgem einerungen zweier Sätze der W irbebew egung sind” (M onattshefte 
für M ath, u Phys. 24 (1913), s. 277 - 299).

P raca Żorawskiego z 1902 r. dotyczy ruchu ciągłego pewnych zbiorów punktów m ate­
rialnych. podczas którego linie wirowe „sk ładają  sie z tych sam ych materialnych elementów 

liniowych” — jak  określił to  we wstępie au tor. W poprzednich pracach wyprowadził wzory 
określające zachow anie się natężenia wirów w przypadku takich przekształceń i wyzna­
czył całki podw ójne, k tóre są niezm iennikam i wszystkich ruchów w zdłuż linii wirowych. 

W  pracy [5] zam iast równań różniczkowych linii wirowych rozważał układ r < n niezależ­
nych równań Pfaffa o ii zmiennych niezależnych i określił, jak  przy przekształceniu tego 
układu zmienia się pewna całka kro tna zw iązana z natężeniem  wiru.
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K. Żorawski tak  pisa) o w spom nianym  wyżej wzorze: „Część rachunków  tej pracy 

opieram  na  wzorze ogólnym , wyprowadzonym w ustępie 1, a  określającym  nieskończe­
nie m ałe  przekształcen ie  jakiejkolwiek całki, rozpostartej na  n —w ym iarow ą rozm aitość w 

przestrzeni o 4 w ym iarach. 0  ile mi w iadomo, wzór ten w swej zupełn ie  ogólnej postaci 
nigdzie dotychczas podany  nie został" ([5], s. 107).

B ierze sum ę:
"  ”  ”  f ) T  i ) T

J l = l s 2 =  l  sr =  l ^ P l  & Pr

gdzie i4S]...s, są funkcjam i zmiennych x j , . . . , x n, k tóre są funkcjam i param etrów  p-y,. . .  ,pr. 
Dokonuje p rzekształcenia:

D f  =
1=1 6x<

na sum ie S.  W yprow adza wzór na D(S) .  na podstaw ie którego w ypisuje warunki nie- 
zmienniczości całki r —krotnej przy przekształceniu D f .  Jeżeli zatem :

w  =  /  • • ■ J E • • • E ¿ ’ i - i r t e s ,  ■ ■ ■ d x , T

to
Sy -  1 S-2 ~ 1

D ( M ) . =  / . . . / E  E  • ■ ■ E { ^ ( A „ ) +  E w ; ■ • . d x Sr.
J J . _  i .. _  1 ... _  i  i

gdzie

*, = i

er er er
W/S1.,2....,r ( / )  =  / ł , S2...St. --------1- —  +  -4S)S2...i —

*^Sj *^32

i w arunki niezm ienniczości m a ją  postać:

D(ASlS2...5r) + J2 l |̂..,r(“.) = 0,
1 = 1

przy czym za s i , .s2 .sr należy wziąć wszystkie w artości od 1 do n.
W  nieco nowszej sym bolice W". Slebodziński przedstaw ił tw ierdzenie Zorawskiego na­

stępująco:

R ozpatrzm y p— k ro tn ą  całkę:

E Ahyh2...hrd x h' . . . d x hr
$  /ti .^2  h p = l

rozposta rtą  na pew ną p— w ym iarow ą rozciągłość S  n — wymiarowej przestrzeni. Jeżeli 
punk ty  rozciągłości 5  poddam y ruchowi stacjonarnem u określonem u rów naniam i:

dxh ,

to  przejdzie ona w pew ną rozciągłość 5<. Całka powyższa jest niezm iennikiem  układu , je­
żeli w artość jej obliczona dla 5 , jest dla każdego / równa w artości obliczonej d la  S.  Zoraw- 
ski pokazał, w jak i sposób m ożna poznać, czy całka jest niezm iennikiem  przekształcenia. 
Podał w arunki w postaci kryteriów  różniczkowych, k tóre muszą spełn iać w spółczynniki .4.

/ .
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A b str a c t

T he paper of K. Zorawski „On some properties of certain  m ultiple integral tha t are 
generalisations of two theorem s of th e  whirl theo ry” contains some formulas tha t refer 

to  an in tegral transfo rm ation . U nfortunately , These results were formulated in Polish, 
so it was im possible for G oursa t to know them . For th is reason Goursat rediscovered 

these form ulas and pub lica ted  them  as his own results in th e  paper „On some integral 
invarian ts” .


