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PEWNE PRIORYTETY W RACHUNKU
PRAWDOPODOBIENSTWA

Streszczenie

W niniejszej pracy przedstaw iamy osiggniecia trzech matematykéw polskich: Jana
Sleszynskiego, Antoniego tomnickiego i Hugona Steinhausa. J. Sleszyhski w 1892
w pracy [6] udow'odnil pewien szczeg6lny przypadek centralnego twierdzenia gra-
nicznego — A. Lapunow uzyskat podobny wynik dopiero w 1901. A. tomnicki [3]
w 1923 sformutowat aksjomatyke rachunku prawdopodobienstwa, a H. Steinhaus
[7], takze w 1923 przedstawit przyktad prawdopodobienstwa przeliczalnego wpro-
wadzajgc prawdopodobienstwo za pomocg miary. A. Kolmogorow przedstawit swoj
kompletny uktad aksjomatow rachunku prawdopodobiefstwa po dziesigciu latach
w 1933.

SUR QUELQUES PRIORITES DANS LE CALCUL DES PROBABILITES

Résumé

Dans la note suivante nous présentons des résultats obtenus par trois mathéma-
ticiens polonais: Jan Sleszynski, Antoni tomnicki et Hugo Steinhaus. J. Sleszyriski
en 1892 dans un travail [6] a démontré un certain cas du théoréme sur la limite de
probabilité — A. Liapounoff a obtenu un résultat similaire en 1901. A.tomnicki [3] a
formulé en 1923 un systeme d’axiomes du calcul des probabilités et H. Steinhaus [7],
aussi en 1923, a présenté un example de probabilité denombrable introduisant prob-
abilité a I’aide de mesure. A. Kolmogoroff a présenté son parfait systéme d’axiomes
du calcul des probabilités aprés dix ans en 1933.
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SOME PRIORITIES IN THE THEORY OF PROBABILITY.

Summary

In this paper we present the results obtained by three Polish mathematicians:
Jan Sleszynski. Antoni tomnicki and Hugo Steinhaus. J. Sleszynski proved in 1892
in the paper [6] a special case of central limit theorem — A. Lapunov obtained the
similar result only in 1901. A. £omnicki [3] formulated in 1923 the system of axioms
in probability theory and H. Steinhaus [7]. also in 1923. presented an example of
denumerable probability introducing the probability with the aid of measure. A
Kolmogorov presented his perfect system of axioms in probability theory only ten
years later in 1933.

1. Wstep

Wybitne osiggniecia naukowe wiazg sie zazwyczaj z nazwiskiem tego. kto ostatecznie
rozwigzat problem. Zapomina sie przy tym. ze czesto ten ostatni postawit tylko kropke
nad i. podsumowujgc wieloletni trud rzeszy poprzednikdéw. Z drugiej strony czasem tez
przecenia sie zastugi tych poprzednikéw, jak to pamietamy z niedawnej historii. Jakkol-
wiek by byto. dobrze jest pamieta¢, kto byt wczesniej i co osiagnat. Zwitaszcza gdy byt
Polakiem.

Celem naszym jest wskazanie tego polskiego $ladu w dwoch fundamentalnych proble-
mach probabilistyki: aksjomatyce rachunku prawdopodobienstwa i centralnym twierdze-
niu granicznym. Oba te zagadnienia byty tematem referatdw na V Szkole Historii Ma-
tematyki (Dziwnéw 1991). Pierwszemu poswiecone byty wystgpienia A. Jakubowskiego
[2] i A. Zapat}’ [10]. drugiemu D. Szyriala [8]. Jedynie w [2] na stronie 99 jest wzmianka
o pracach A. tomnickiego [3] i H. Steinhausa [7]. natomiast o udziale Polakéw w dowo-
dzie centralnego twierdzenia granicznego nie ma ani stowa. Tymczasem w 1984 ukazat
sie artykut E. Senety [5] z Uniwersytetu w Sydney, w ktérym autor na wstepie pisze:
..... I. V. Sleshinsky (ktory wykonat w petni Scisty dowod centralnego twierdzenia gra-
nicznego przed Markowem)". W tymze artykule na stronach 71 - 73 podaje obszerng note
biograficzng i nazwisko Jan Sleszynski, wyjasniajac, ze poprzednie jest angielskg trans-
krypcja z rosyjskiego. Sadzimy, ze warto przypomnie¢ o pracach A. tomnickiego i H.
Steinhausa oraz wydoby¢ z zapomnienia Jana Sleszynskiego.
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2. Centralne twierdzenie graniczne

Dzieje centralnego twierdzenia granicznego zostat}' obszernie omowione przez D. Szy-
nala [8]. Przypomnijmy wiec tylko, ze poczatkowo byto ono formutowane dla konkretnych
rozktadow (Bernoullego i Poissona), a pierwszg nieudang prébe dla dowolnego rozktadu
podjat w 1890 roku Czebyszew. Dowo6d Czebyszewa poprawit w 1898 jego uczen A. Mar-
kow. W 1 1900 - 1901 ogtosit swoje twierdzenia graniczne Lapunow.

Praca Sleszyriskiego [6] ukazata sie w 1892. dej autor pochodzit z polskiej rodziny
ziemianskiej osiadtej na Kijowszczyznie. Urodzit sie w 1854 w kysiance. Po ukoriczeniu
gimnazjum w 1871 studiowat w Odessie (1871 - 75) i w Berlinie (1881 - 82) u E. Kummera,
L. Kroneckera i K. Woierst.rassa. Wyktadat na Uniwersytecie w Odessie od roku 1883. W
1893 uzyskat stopieh dra (jak twierdzi E. Senct.a [5] na podstawie rozprawy [6]). W 1909
przeszedt na emeryture. Zaproszony w 1911 na wyktady na Uniwersytecie Jagielloriskim
przenidst sie do Krakowa jako profesor kontraktowy, nadzwyczajny, a od 1919 do przejscia
na emeryture w 192! jako zwyczajny. Zmart w Krakowie w 1931.

Jego zainteresowania obejmowaty algebre liniowa, logike matematyczng, teorie liczb,
funkcje analityczne i rzeczywiste, szeregi trygonometryczne, utamki ciggte i rachunek
prawdopodobieristwa. Napisat dwutomowa monografie ..Teoria dowodu" (1925, 1929) oraz
.Teorie wyznacznikéw" (1926). Interesujaca nas praca Sleszyriskiego [6] nosi tytut .,0 teo-
rii metody najmniejszych kwadratow”. W ustepach 3 -9 autor dowodzi kolejno 7 twier-
dzen. z ktérych ostatnie na s. 254 brzmi nastepujaco:

Jezeli P oznacza prawdopodobiefstwo, ze Ajej + ... + Anin zawiera sie w
granicach +2/\/rA. to “Ilngc P —Vi=iejp(—a2)da. przy zatozeniu ze liczby
InAil,..., )nA,| przy wzroscie n do nieskoriczonos$ci zawierajg sie¢ miedzy skon-

czonymi liczbami dodatnimi 1izZ> 1 (A= A+ ... + Aj.c= ja2).

Jak autor dochodzi do tego twierdzenia? Rozwaza btgd przy wyznaczaniu wartosci Xj.
.. xm w oparciu o uktad v réwnan (% ni), gdy prawe strony sg obcigzone btedem t,
dla i = 1.....n. Pokazuje, ze btgd wartosci x mozna wowczas zapisa¢ w postaci

i = AICl + ..+ A,

gdzie A sg pewnymi wspdtczynnikami.

Zaktadajac, ze wszystkie ¢, majg ten sam symetryczny rozktad z gestosciag f(x) zeru-
jaca sie dla |x| > k. wprowadza funkcje charakterystyczng. <p(a) i za jej pomoca wyraza
prawdopodobieristwo /' w postaci catki. Réznice |P —A|. gdzie P3 oznacza catke z tezy.
szacuje za pomocg roznie |P —I\\. \P\ —P?\. \Pj —P3\. gdzie P\ i P2 sg pewnymi catkami.
Otrzymane oszacowania (twierdzenia -1 - 6) majg postac:
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Tw.4 \P - P, I< (TT7i)-le-/t, gdzie 7= [rA02(I + rA202) '\

0 > max{212[r(7/.Afl —2A2)]- i/2,2Aq1[r(n —4)]-1/2},

A0 = min{A}. A= max{A,}, i— stala.

Tw.5 |P, - /2| < 2ha'/2:!-" In[Or 3~'/2+ 1+ 0V .3-)"2

h = max{exp(l/4 cA2A04#*) —1.1 —exp[—e2A2A 04(l —eA20 2)-1]},
v = 2<(cA)V2jesli 0 < (AK)->.

Tw.6 |Pi- 73| < (lii A02)-,exp(-eA02).

Oszacowania te sg ciezkie i niejasne. Zatozenia twierdzenia 7 o nA, sprawiajg wrazenie
bardzo restryktywnych. Nic wiec dziwnego, ze (cytujemy za E. Senetg [5]) spotykamy
opinieg:

.Nie wiedziatem poczatkowo, ze prébe w tym kierunku zrobit Sleszynski. Nie-
mniej jednak, gdy poOzniej zapoznatem sie z tym. stwierdzitem, ze nowe bada-
nia nie sg zbedne, poniewaz Sleszynski, kontynuujac idee Cauc.hy'ego, zrobit
zatozenia zbyt ograniczajgce i jego badania nie mogg mie¢ zastosowania do
bardziej og6lnych zagadnien” (A. Lapunow 1900).

(praca Sleszynskiego) ..... pominieta jest, milczeniem w literaturze” (Gnedenko
1Gikman 1956).

Czy zatem praca Sleszynskiego rzeczywiscie stanowi tylko nieciekawy przyczynek do za-
gadnienia, czy tez, jak chce E. Seneta, jest pierwszym $cistym dowodem centralnego twier-
dzenia granicznego? Oddajmy gtos Scnccie.

Po pierwsze, jesli zapiszemy P jako prawdopodobiefAstwo tego. ze

ALt -)-... f Ae«|[2(cA)2iZ 1< i.

to fatwo zauwazy¢, ze wyrazenie po lewej stronie jest jednorodne wzgledem A, czyli mozna
licznik i mianownik podzieli¢ przez n w stosownej potedze tak. by spetnione byto zatozenie
0 nX,.

Po drugie, warto§¢ 0 musi by¢ dos¢ duza (tw. 4) i nie za duza (tw. 5), ale wobec
zatozenia o n\, mozna przyja¢ 0 = rC+1/2. gdzie 0 < 7 < 1/4. Otrzymamy wdwczas
h < consl /r4’-1 (43 - 1< 0). co zatatwia \P~ Pi\) |P2- P3Z% Trudniej jest z \Pi - P21 Tu
oszacowanie zalezy od /. ale jak pisze Seneta - mozna sie pozby¢ tej zaleznosci, co pokazat
pbézniej Lapunow.

Z powyzszych uwag wynika, ze dowéd Sleszyriskiego, przy odpowiedniej modyfikacji
zapisu, jest dowodem centralnego twierdzenia granicznego, co prawda dla troche szczeg6l-
nej postaci rozktadu, ale przy zatozeniach stabszych niz u Markowa i Lapunowa. ktorzy

zaktadali istnienie momentéw stopnia wyzszego niz 2.
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Na zakonczenie zajrzyjmy do M. Fisza ([1], 209 - 210). Czytamy tam: ... twierdzenie
Lindeberga - Levy'ego ...

Twierdzenie 6.8.1. Jezeli Aj. .Yj. ... sg zmiennymi losowymi niezaleznymi o tym sa-
mym rozktadzie i skofczonym odchyleniu standardowym < ~ 0, to cigg dystrybuant
(F.,(2)) zmiennych losowych Zj, okreslonych wzorami

> = Aj+...+ A, Z,= (K- nm)(rnl2 1

’

speinia dla kazdej wartosci 2 rownosé
lim Fn(z) = (2tt)-12 / exp(—z2/2)dz

Potem nastepuje jednostronicowy dowod w oparciu 0 metode funkcji charakterystycznych.
Czy nam to czego$ nie przypomina?

Powstaje pytanie, dlaczego praca Sleszynskiego w ciagu przeszto stu lat zostata tylko
raz doceniona. OdpowiedzZ jest prosta. Po pierwsze, sam tytut i gtowna teza pracy su-
geruja. iz chodzi o metode najmniejszych kwadratéw. Po drugie, twierdzenie 7 stanowi
wprawdzie podsumowanie wczesniejszych twierdzen, ale jest jak gdyby lematem do twier-
dzenia koncowego i nigdzie nic jest powiedziane, ze stanowi ono wazny samodzielny wynik.
Po trzecie wreszcie, niezbyt szcze$liwy dobor oznaczen, dtuzyzny oraz pewne niedopowie-
dzenia i minimalne luki powodujg, ze cato$¢ jest stabo czytelna. A poza tym. komu miato
zaleze¢ na rozgtaszaniu osiagnieé¢ Sleszynskiego? Rosjanie mieli swoich — Markowa i La-
purtowa — a Sleszynski, ktéry wczesniej od nich osiggnat swoje wyniki, byt Polakiem.
Polacy zetkneli sie ze Sleszyriskim dopiero, gdy miat 57 lat ijego zainteresowania nie do-
tyczyly juz rachunku prawdopodobienstwa, a czasopisma, w ktérym opublikowano prace
Sleszyniskiego, nie ma w Bibliotece Jagiellofiskiej. W tej sytuacji ,,odkrycia” Sleszyriskiego
dokonano dopiero po 9) latach w dalekiej Australii.

3. Aksjomatyka rachunku prawdopodobienstwa

Niekwestionowanym twoércg aksjomatyki rachunku prawdopodobieristwa jest Andriej
Kotmogorow, ktéry sformutowat jg w ksigzce ..Grundbegriffe der Warscheinlichkeitsrech-
nurtg” wydanej w 1933 w Berlinie. Jednak juz wcze$niej wielu uczonych prébowato wigczyé
probabilistyke do matematyki. O tych prébach, a szczeg6lnie o pracach szkoty niemieckiej,
moéwiono w Dziwnowie (por. [2] i [10]). Omédwienie prac tomnickiego [3] i H. Steinhausa
[71 bedzie uzupetnieniem informacji o powstawaniu aksjomatyki rachunku prawdopodo-
bieAstwa.

A. tomnicki i Il. Steinhaus byli matematykami lwowskimi. Przypomnijmy pierwszego

z nich. mniej znanego.
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Antoni fomnicki urodzi! sir; w 1881 we Lwowie, studia matematyczne na Uniwersy-
tecie Lwowskim zakonczy! doktoratem w 1903. Pracowat jako nauczycie! szkol $rednich,
przez rok przebywa! w Getyndze, gdzie zetkng! sie z H. Minkowskim. D. Hilbertem i F.
Kleinem. Po habilitacji w 1919 rozpoczat prace na Politechnice Lwowskiej jako zastepca
profesora, a od 1920 jako profesor nadzwyczajny (1921 - zwyczajny) i kierownik Kate-
dry Matematyki Il. Zajmowat sie logika, teorig funkcji zmiennej rzeczywistej, rachunkiem
prawdopodobienstwa, i statystyka, jak rowniez dydaktyka matematyki i kartografig, w kto-
rej to dziedzinie byt ekspertem. Wraz z innymi profesorami Iwowskimi zostat rozstrzelany
4 lipca 1941.

Prace A. Lomnickiego i Il. Steinhausa ukazaty sie w tym samym roczniku (1923) Fun-
damenta Mathematicae. Pierwsza datowana jest — Lwow, 19 XI 1920, druga— Getynga
18 VI 1922. Obie prace zawieraja proby zdefiniowania prawdopodobienstwa za pomoca
miary.

A. Lomnicki okre$la prawdopodobienstwo jako funkcje e

gdzie 911 oznacza zbiér zdarzen dopuszczalnych, m — zbidr przypadkoéw sprzyjajacych
danemu zdarzeniu, o rozktad masy (gesto$é). Zada przy tym. aby spetnione byly
postulaty:

| 7'f0j(o: ) =0
Il pgji(OT: Ogjj(<)) = 1
Il Jezeli i i 0ii2=0. to

U Ogjffc)) = /<9jj(m,: 0OT(r)) + pOT(m2;
IV Jezeli nii C 911, nt2C Y12. m = m, x m2 C 911, x 9TI2 = 9Ji. to
[191(*"*:°9J31(") = 1", (mi! ®9JI,(F))/9Ji.,(m2; c9TI2(i ))e

Poniewaz dla zbioréw nieprzeliczalnych A. tomnicki wprowadza prawdopodobiefstwo
za pomocg miary, wiec mozna przyjac, ze pominiety w tym zestawie pierwszy aksjomat
Kotmogorowa jest rowniez spetniony.

Praca tomnickiego, choé zawierajgca luki. stanowi jednak wazny etap na drodze do
celu. Autor stawia przed sobg zadanie ([3], s. 3(i): podanie konstruktywnej definicji praw-
dopodobienstwa i konsekwentnie siara si¢ je realizowac.

Inny charakter ma praca Il. Steinhausa [7]. Autor podaje teorie nieskonczonych rzutow
monetg. Poprzez odwzorowanie ich na ciggi zero - jedynkowe rozwazane jako rozwinie-
cia dwojkowe liczb z przedziatu [0, 1] zdarzenia losowe przechodzg na zbiory mierzalne, a
prawdopodobienstwo jest miarg Lebesgue a. Powstat w ten sposob w petni zmatematyzo-
wany model.

Dlaczego cze$ciej wymienia sie prace Steinhausa, ktora dotyczy szczegdélnego modelu
i szczegblnej miary, niz prace tomnickiego, ktéra stara sie objg¢ zagadnienie catosciowo?
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By¢ moze odpowiedZ da nam czeSciowo przytoczone przez A. Jakubowskiego [2] zdanie
z ksigzki Kohnogorowa: ..Odpowiadajgca og6lnemu punktowi widzenia konstrukcja ra-
chunku prawdopodobienst wa byta w danych kregach od pewnego czasu znana, brakowato
jednak prezentacji petnego i wolnego od zbednych komplikacji systemu”. Istotnie, praca
tomnickiego jest wiasnie petna tych ..zbednych komplikacji” i dlatego po wydaniu ksigzki
Kotmogorowa poszta w zapomnienie. Jest tu zreszta analogia ze Sleszyfskim. W obu przy-
padkach sugestia tytutu iznaczne rozmiary pracy zniechecaty do wnikliwego czytania. | w
obu przypadkach, o czym méwimy w uwagach koncowych, przeszty niedostrzezone pewne
juz niezaprzeczalne priorytety.

Proste wyjasnienie ma tez stosunkowo wieksza popularno$¢ pracy Steinhausa. Po pro-
stu Steinhaus wykorzystat swdj model do badania zbieznosci pewnych szeregéw, a tego
juz nikt nie ulepszyt.

Na sesji poswieconej Hugonowi Steinhausowi K. Urbanik [9] wysoko ocenit osiagnie-
cia lwowskich matematykow: ,finat nalezat do Kotmogorowa. ale dwéch matematykow
polskich Hugo Steinhaus i Antoni tomnicki doszto do péHinatdw”. Dlaczego tomnicki i
Steinhaus nie poszli dalej, wyjasnit w 30 lal p6zniej Hugo Steinhaus. Stwierdzit, ze na dro-
dze do powstania silnej lwowskiej szkoty probabilistycznej stanety dwie przeszkody: sita
atrakcyjna szkoty warszawskiej, zajmujacej sie wytgcznie teorig mnogosci oraz katastrofa
wojenna 1939.

4. Uwagi koncowe

Pora teraz na refleksje. Wydaje sie. ze ani Sleszynski nie byt Lindebergiem czy Felle-
rem. ani Lomnicki i Steinhaus nie byli Kotmogorowami. Trzeba sie chyba jednak zgodzi¢
z E. Seneta. ze Sleszynski byt przed Markowem oraz z K. Urbanikiem, ze po Lomnickim
i Steinhausie byt juz tylko Kolmogorow. Mozliwe, ze osiggniecia polskich matematykow
bytyby znaczniejsze, gdyby nie fakt. ze pracowali daleko od stolicy. Steinhaus tlumaczy,
jaki to miato wptyw na matematyke we Lwowie. Sleszyriski mégiby powiedzieé, ze trudno
byto pracowaé w Odessie, gdy w odlegtym Petersburgu zyt jeszcze Pafnucy Czebyszew
otoczony gronem rownie genialnych ucznidw.

Na zakonczenie dwie uwagi. D. Szyna] w [8] na stronie 197 pisze: ,,Lapunow ... wpro-
wadzit nowg metode badawczg (metode funkcji charakterystycznych)”, ale wiemy, ze J.
Sleszyriski stosowat funkcje charakterystyczne juz 8 lat wczesniej. Z kolei K. Urbanik
w [9] na stronie 46 napisat: ,,Gtebokie znaczenie wyniku Kotmogorowa polega takze na
uchwyceniu paraleli miedzy niezaleznoscig stochastyczng a produktowaniem Kkartezjan-
skim”. Czy to przypadkiem nie koresponduje z czwartym postulatem tomnickiego ([3].
s. -13)? Wydaje sie zreszta, ze w zagadnieniach niezalezno$ci stochastycznej A. Lomnicki
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wyprzedzit nie tylko Kotmogorowa. P. Matula w [4] podaje definicje funkcji niezaleznych
wprowadzong w 1936 przez H. Steinhausa w pracy ..Le courbe de Peano et les fonctions

indépendantes”. Definicja ta pokrywa siez pojeciem niezaleznosci w pracy A. £omnickiego
[3] napisanej 16 lat wczes$niej.

W podanym wykazie literatury znajdujg sie tylko te pozycje, z ktérych autorzy bez-

posrednio korzystali. Zainteresowanych petniejsza bibliografig odsytamy do prac [5], [8] i

[10].

Literatura

[

(2

3

[“

[

(8

Bl

[10]

Fisz M.: Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna. PWN, War-
szawa 1969.

Jakubowski A.: Wokot aksjomatyki teorii prawdopodobienstwa: Niemcy, poczatek
XX wieku. Probabilistyka i mechanika w szkicach historycznych, cz. |, Probabili-
styka, Szczecin (1992), s. 98 - 102.

tomnicki A.: Nouveaux fondements du calcul des probabilités. Fund. Math. 4 (1923),
s. 34 - 71

Matula P.: Probabilistyka w pracach Hugona Steinhausa. Probabilistyka, Szczecin
(1992), s. 259 - 268.

Seneta E.: The Central Limit Problem and Linear Least Squares in Pre - Revolu-
tionary Russia. The Background Math. Scientist 9 (1984), s. 37 -77.

Sleszynski J.: O teorii metody najmniejszych kwadratéw (w jez. rosyjskim). Zap.
Mat. Otdel. Noworossijskogo Obszczestwa Estestwoispytatielej, 14 (1892), s. 201 -
264.

Steinhaus H.: Les probabilités dénombrables et leur rapport a la théorie de la me-
sure. Fund. Math. 4 (1923), s. 286 - 310.

Szynal D.: Centralne twierdzenie graniczne od Abrahama de Moivre’a do Williama
Fellera. Probabilistyka, Szczecin (1992), s. 178 - 208.

Urbanik K.: Idee Hugona Steinhausa w teorii prawdopodobienstwa. Wiad. Mat.
XVII (1973), s. 39 - 50.

Zapala A.. O aksjomatach teorii prawdopodobienstwa. Probabilistyka, Szczecin
(1992). s. 103 - 120.



Pewne priorytety 183

Abstract

The authors presented the results obtained by J. Sleszyriski, A. tomnicki and H.
Steinhaus.

J. Sleszynski proved the central limit theorem. Of course his proof is not complete
and he considered only a special case but he obtained his results ten years earlier than A.
Lapunow and he was undeniably the first who used the method of characteristic functions
to prove the theorem. Moreover his assumptions are weaker than those of Lapunow and
close t.o the assumptions of Lindeberg.

A. Lomnicki formulated the system of axioms in the theory of probability based on
the theory of measure. It was not perfect system and it was presented in rather complicated
form. Nevertheless after him was only Kolmogorov and A. tomnicki had the undeniable
priority in observation of the connection between stochastic independence and cartesian
product, the paper of Steinhaus was published only 13 years later.

An ingenious example of H. Steinhaus showed that the new concept of probability,
which was obtained with the aid of measure, may be applicated to solve some practical
problems.

Recapitulating the above observations we may say that the achievements of J.
Sleszynski. A. Lomnicki and 11 Steinhaus are significant and therefore they need to be
reminded.



