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Witodzimierz TROCHANOWSKI

LEKCJE MATEMATYKI Z ELEMENTAMI HISTORII
MATEMATYKI | ICH WPLYW NA WYNIKI
NAUCZANIA ORAZ ROZWOJ ZAINTERESOWAN
MATEMATYCZNYCH

Streszczenie

Celem wprowadzenia historii matematyki do nauczania szkolnego jest podniesie-
nie zainteresowania ucznidbw matematyka, rozwéj ich kultury matematycznej oraz
wzrost wynikéw nauczania. Przedstawiono pewne tresci z historii matematyki, ktdre
mozna realizowa¢ w szkole podstawowej i Sredniej. Fakty historyczne mogg obejmo-
waé 10 - 15 % lekcji, czyli 5 - 10 minut na jedng z nich w postaci pogadanki, roz-
wigzania zadania, objasnienia rysunku itd. i powinny by¢ omawiane z materiatem
teoretycznym. Z badan eksperymentalnych wynika, zc historia matematyki wptywa
w 17 % na wzrost wiedzy uczniéw, w 11 % na jej trwato$¢ oraz przyczynia sie do
rozwoju zainteresowan matematycznych.

LESSONS OF MATHEMATICS WITH MATHS’ HISTORICAL
ELEMENTS AND THE EFFECT OF THEM ON TEACHING AND
DEVELOPMENT OF MATHEMATICAL INTERESTS

Summary

In order to raise an interest in maths by pupils and obtain an increase in the
effectiveness in teaching this subject, one intends to introduce maths historical ele-
ments into school teaching. Some contents connected with maths history in primary
and secondary school have been shown. It is supposed to occupy from 10 to 15 per
cent of the lesson time at them, so it should last about 5-10 minutes per lesson.
From the experimental research it follows that maths history causes an increase in
knowledge of pupils by 17: per cent the persistence of the knowledge is higher by 11
per cent. The interest in mathematics increases as well.
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yPOKH MATEMATHKH C 3JIEMEHTAMH HCTOPHM MATEMATHKH
H BJIHHHHE 9THX YPOKOB HA PE3YIJILTATBI OEBIHEHMH, A
TAK1KE HA PABBHTHE HHTEPECA YHEHHKOB K MATEMATHKE

Pe3ioMe

Hejibio BBeAemin HCTopMH MaTCMaTUKM b ooyHeHMe HBJiiieTCii noBbime-
Hue HHTepeca yneHHKOB k MaTeuaTHKe, a TaioKe pe3VJ]ibTaTOB o6vhchhji
n pMBOHHTCH OTfleJIbHUfi 6 ParMeH™ HCTOpHH MaTeMaTHKH B HaMalltHOH H
cpeztHeii niKoaax. McTopHwecKHe chaKTbi. npeflcTaBlJieHHbie n BHfle Geceflbi,
pClUeHHB 3a”aM. 0O”"bfICHCHHil pHCyKKOB H T. n. flOJI*Hbl 3aHHMaTb 10 - 15 %
Bcex ypoKOB. a bo opeMH ochoto ypoKa — 5-10 mhhvt.
Pe3VJIbTaThl BKCnepHMeHTalloHOrO H3VHeHHH 3TOH npOQiieMbl CBHfleTejlbCTBy-
lot o tom, mto OliaroipipH BBc”eHHio ajicmchtob HCTopHH Ha ypoicax MaTeM-
aTHKH pOCT 3HaHHH VHeHHKOB yBC.THMHOaeTCil Ha 17 %, a npOHHOCTb ycBOe-
hhji \iaTepnajia — Ha 11 %.

0. Wstep

YYprowadzajac elementy historii matematyki na lekcjach nalezy odpowiedzie¢ sobie na
nastepujace pytania:

- po co je wprowadzamy?

- jakie tresci z historii matematyki sg najbardziej potrzebne uczniom?

- za pomocg jakich form, metod i $rodkéw dydaktycznych przekazywaé uczniom

tresci historyczne?

- czy i w jakim stopniu elementy historii matematyki majg wptyw na wzrost wy-

nikbw nauczania i rozwdj zainteresowan matematycznych?
Na postawione powyzej pytania trudno jest jednoznacznie odpowiedzie¢, lecz w prak-

tyce szkolnej trzeba szuka¢ najbardziej optymalnych rozwigzan.

Zasadnicze cele, ktére przy$wiecajg wprowadzeniu elementéw historii matematyki w
szkotach, sg nastepujace:
a) ozywienie i uatrakcyjnienie lekcji, tym samym rozwéj zainteresowan przedmiotem,
b) pogtebienie zrozumienia przez uczniéw matematyki i mozliwo$¢ skonfrontowania po-
ziomu wiedzy tej sprzed wiekéw' z obecng, co stanowi dodatkowg motywacje do rozwia-
zywania zadan sprzed setek lat,
c) podniesienie ogélnej kultury matematycznej uczniéw' oraz zrozumienie miejsca i roli
matematyki we wspétczesnym Swiecie.

Na podstawie badan ankietowych dotyczgcych stosowania historii matematyki na lek-

cjach (badaniem objeto stu nauczycieli matematyki szkél podstawowych i $rednich) wy-
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nika, ze nauczyciele widzg potrzebe jej stosowania w nauczaniu szkolnym, lecz nie zawsze
wiedzg jak to zrobi¢. Miedzy dostrzeganiem a stosowaniem historii matematyki na lek-
cjach istnieje tendencja malejagca. Na podstawie badan, rozméw z nauczycielami, literatury
naukowej mozna zauwazy¢, ze historia matematyki przenika do nauczania szkolnego bar-
dzo wolno. Najbardziej wykorzystujg historie matematyki na lekcjach nauczyciele z duzym
stazem pracy, nauczyciele ktorzy ukonczyli studium nauczycielskie oraz nauczyciele szcze-
gélnie zainteresowani tg dziedzing wiedzy. Obecnie sytuacja diametralnie sie zmienita, bo
historia matematyki znalazta swoje miejsce w programie studi6w matematycznych. Do-
tychczas wéréd wielu przyczyn nieprzenikania historii matematyki do nauczania szkolnego
mozna byto zaliczy¢é miedzy innymi braki w zakresie literatury naukowej tego przedmiotu.

Teraz okazuje sig, ze sytuacja znacznie sie zmienita, poniewaz mozna znalez¢ pozy-
cje ksigzkowe [3], [21], [22], [23], [61] oraz ciekawe artykuty w czasopismach polskich,
jak: ,,Delta”, ,Dydaktyka matematyki”, ,Matematyka”, ,Problemy Dydaktyczne Mate-
matyki”, ,Nauczyciel i Matematyka”. ,Wiadomos$ci Matematyczne”, a takze czasopisma
zagraniczne. Autorzy podkreslaja, ze ciekawostki historyczne wzbudzaja zainteresowanie
nawet ws$réd tych uczniéw, ktérzy uczg sie matematyki jedynie z obowigzku, bowiem dla
wielu uczniéw matematyka nauczana w szkole jest czesto przedmiotem nielubianym.

Brak motywacji i zainteresowan do uczenia sie matematyki, obok abstrakcyjnosci po-
je¢, wad programu i niewtasciwych metod nauczania, jest jedng z przyczyn niepowodzen
i trudnosci uczniéw w jej uczeniu sie. Taki uktad powoduje, ze matematyka jest nie tylko
trudna, ale réwniez staje sie nudna dla uczniéw. Sposéb, w jaki uczen traktuje matema-
tyke, zwigzany jest z jej specyfika i z osobg nauczyciela. Muszg to by¢ nauczyciele nie tylko
»mili i kochani”, ale nauczyciele umiejagcy w odpowiedni sposéb przekazaé uczniom wiedze
matematyczng i zdolni do rozbudzenia zainteresowan wsréd uczniéw tym przedmiotem.

Ponadto wazne jest przekonanie ucznia, ze matematyka jest. zwiagzana $cisle z cztowie-
kiem i towarzyszy mu na kazdym kroku, od zarania dziejéw. Przyktadem zwigzku mate-
matyki z zyciem jest problem podwojenia sze$cianu, rozwigzywany przez dwa tysigce lat,
by w konicu znalez¢ rozwigzanie negatywne, méwiace, iz konstrukcja platoriska jest w tym
przypadku niemozliwa. Chodzi réwniez o to, aby zmienia¢ zty wizerunek matematyka,
w obiegowej opinii, ktéry to wizerunek czesto kojarzy sie jako osoby dziwnej, majacej
jedyne hobby — wymyslanie trudnych probleméw, a jedyng rozrywke — ich rozwigza-
nie. A przeciez matematycy, to czesto ludzie wszechstronni, humanisci, ludzie oczytani,
dowcipni, czasem frywolni, ciekawi.

Na fakt}’ przedstawione powyzej mozna spojrze¢ inaczej, gdy wykorzystamy w na-
uczaniu historie matematyki. Wprowadzenie historii matematyki na lekcje nie moze by¢
tylko suchym zestawieniem faktéw albo rejestrem zycioryséw’ stawnych ludzi. Powinna
ona ttumaczy¢ sens wprowadzenia danego pojecia, zadania, twierdzenia itp. oraz obja-
$nia¢ dlaczego przebiegat on wiasnie w taki a nie w inny sposéb. Argumentacja moze
by¢ historyczna lub matematyczna. Na przyktad rozwdéj réwnan algebraicznych w okresie
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Odrodzenia we Wtoszech ma argumentacje natury historycznej, natomiast rozwéj grup w
zwigzku z rozwojem réwnan bedzie wymaga¢ uzasadnienia matematycznego.

Nasuwa sie pytanie: czy naprawde warto wprowadza¢ historie matematyki na lek-
cje i zapoznawa¢ uczniow z dawnymi problemami? Nowa matematyka, ktérej ucza sie
uczniowie (po zmianach programu w 1961, 1967 i p6zZniejszych), ma mato wspélnego z
dawng matematyka. Jedynie dawne problemy i teorie lepiej wyraza si¢ za pomocg no-
wego jezyka i nowych poje¢. OdpowiedZ na postawione pytanie jest jednoznaczna: nalezy
historie matematyki wprowadza¢ do nauczania szkolnego, aby przetamac¢ biernos¢, nie-
che¢ i zahamowania uczniéw do tego przedmiotu, a tym samym wptynaé na rozwdj ich
aktywnos$ci matematycznej. Rozbudzenie zainteresowan matematyka jest bowiem podsta-
wowym warunkiem osiggania sukceséw w jej nauczaniu. Dlatego tez niniejsze opracowanie
ma by¢ zachetg dla nauczycieli matematyki do inspirowania dziatan, aby w miare mozli-
wosci wprowadzali uczniéw’ w elementy historii matematyki na swoich lekcjach i zajeciach

pozalekcyjnych.

I.Rys historyczny wprowadzania elementdéw historii

matematyki do nauczania szkolnego

W naszej literaturze dydaktycznej brak jest naukowych opracowan dotyczacych wyko-
rzystania historii matematyki w nauczaniu ijej roli w podnoszeniu kultury matematycznej
[11], [13], [32], [33], [35], [45], [46]. Problem wprowadzania do procesu nauczania histo-
rii matematyki nie jest nowy. Szczeg6lny nacisk na nauczanie historii nauk w szkotach
$rednich ktadt P. Tanncry (1843 - 1904) — francuski historyk matematyki. Domagat sie
przeznaczenia po6ttorej godziny’ tygodniowo na wyk#tad historii nauk dla uczniéw ostatniej
klasy, jako oddzielny przedmiot prowadzony’ przez specjalistéw poszczeg6lnych dyscyplin
naukowych. Podobne poglady reprezentowat we Wtoszech matematyk i historyk G. Lo-
ria (1862 - 1953) [3], Juz Komisja Miedzymarodowa do Spraw’ Nauczania Matematyki,
utworzona w 1908 r. na Miedzynarodowym Kongresie Matematykéw w Rzymie, wyrazita
zadanie szerokiego uwzgledniania rozwoju historycznego matematyki [43]. Nie bedziemy
wy’'mienia¢ spotkan i konferencji, na ktérych omawiane byty kwkestie zwigzane z wykorzy-
staniem historii nauki. Wystarczy zauwazy¢, ze juz w 1952 r. zostaty doktadnie sprecy-
zowane pytania w tym zakresie [45]: czy historia nauki moze interesowa¢ uczniéw? Czy
nauczanie historii nauki jest potrzebne i jakie wnosi warto$ci do procesu dydaktycznego?
Czy i w jakim stopniu oraz na miejscu jakiego materiatlu mozna jg wigczyé do przecia-
zonych programoéw szkolnych? Kto jest najbardziej kompetentny by uczy¢ historii nauki?
Na jakie elementy nalezaloby zwréci¢ uwage w toku nauczania historii nauki?
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Byta to pierwsza Miedzynarodowa Konferencja Nauczania historii, uznajac doniosto$¢
historii nauki nie tylko dla prawdziwego zrozumienia poszczeg6lnych nauk, lecz réwniez
dla poznania og6lnej i catkowitej historii ludzkosci, uchwalita nastepujaca rezolucje:

a) popiera akcje rzadéw, ktére wprowadzity nauczanie historii nauk do programéw szkoél
$rednich,

b) wyraza zyczenie, azeby we wszystkich krajach takie nauczanie zostato wprowadzone w
szkotach podstawowych i $rednich,

c) wyraza nadzieje, ze reforma nauczania w szkotach wyzszych, zmierzajgca do zwieksze-
nia liczby wyktadéw historii, mysli naukowej i historii nauk. przyczyni sie skutecznie do
ksztatcenia nauczycieli, ktérzy beda powotani do realizacji tego nauczania w szkotach.

W Polsce okresu miedzywojennego elementy historii matematyki zostaty uwzglednione
po raz pierwszy w doskonatych podrecznikach w zakresie szkol)' $redniej z algebry i geo-
metrii S. Kulczyriskiego i S. Straszewicza (1937). Przy niektérych tematach merytorycz-
nych znajdujemy w tych podrecznikach informacje o rozwoju pojecia liczby, poczatkach
rachunku rézniczkowego, Kartezjuszu, Newtonie i inne. Wiadomosci historyczne byty wig-
czane do tre$ci programowych. Natomiast S. Dickstein i E. Stamm [69] sktaniali sie do
wyodrebnienia kursu historii matematyki i prowadzenia go obok kursu matematyki szkol-
nej.

Po drugiej wojnie $wiatowej tylko niektére podreczniki szkolne zawieraty elementy
historyczne, przewaznie w postaci krotkich zycioryséw matematykédw, ktérych elementy
teorii realizowano w programie. W 1972 r. Komitet Historii Nauki i Techniki PAN opra-
cowat memoriat w sprawie nauczania w Polsce historii nauki i historii techniki, ktéry we
wnioskach organizacyjnych dla resortu o$wiaty i wychowania zawiera nastepujace postu-
laty [45]:

- okreslenie zagadnien historyczno - naukowych, jakie nalezy uwzgledni¢ w programach
szkolnych,

- rozdziaty i fragmenty podrecznikéw szkolnych réznych pozioméw powinny byc opinio-
wane przez historykéw nauki i techniki,

- nauczyciele przedmiotéw obejmujacych elementy historii nauki i techniki powinni by¢
stopniowo doksztatcani w tym zakresie,

- okregowe os$rodki metodyczne powinny podjag¢ badania nad realizacjg w szkotach obo-
wigzujacego programu nauczania w zakresie dotyczgcym historii nauki i techniki.

Przejawem duzego zainteresowania historykdw nauki nauczaniem reprezentowanej
przez nich dyscypliny, byto utworzenie — w ramach Miedzynarodowej Unii Historii i
Filozofii Nauki — specjalnej komisji zajmujacej sie tym zagadnieniem.

Komisja ta podczas zgromadzenia ogdlnego w Moskwie w 1971 r. zostata zreorgani-
zowana w taki sposdb, aby dziatalnoscig swojg obja¢ mogta zaré6wno nauczanie historii
nauki, jak i ksztatcenie przysztych wyktadowcoéw tej dyscypliny. Na drugim Miedzynaro-
dowym Kongresie Nauczania Matematyki w Paryzu w 1972 r. pracowata ,,grupa robocza"
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zajmujgca sie zwigzkami miedzy historig i nauczaniem matematyki. Prace tej grupy kon-
tynuowane byty na kolejnym Kongresie w Karlsruhe w 1976 roku. Ogdlny temat Kongresu
brzmiat nastepujagco: Historia matematykijako krytyczne narzedzie do sporzgdzania pro-
gramu nauczania”.

Na tym Kongresie zostat zatwierdzony zwigzek pod nazwg Miedzynarodowej Grupy do
Badania Relacji Miedzy Historig i Dydaktyka Matematyki. Informacje o pracach tej Grupy
sg publikowane systematycznie w kwartalniku miedzynarodowym, ukazujacym sie od 1974
r.w USA ..Historia Mathematica”. Szczeg6lnie aktywnym w pracach tej grupy jest R. J. K.
Stowasser - przeodniczacy. W redagowanym przez siebie czasopiSmie ,,Mathematiklehrer”
ukazujgcym sie od 1980 r. w Niemczech, publikuje materiaty, ktére mogg by¢ wykorzystane
w pracy szkolnej. Sg tu m. in. propozycje ujecia pewnych zagadnieh programu matematyki
uwzgledniajgc droge ich historycznego rozwoju. Stowasser penetruje historie matematyki i
wydobywa te fragmenty, kt6re sg atrakcyjne dla ucznia, niezbyt trudne, aby nie zniechecaé
ucznia, oraz odpowiednio trafnie wytyczajgce idee omawianego fragmentu wiedzy.

W Rosji elementy historii matematyki zajmujg wazne miejsce w procesie ksztatcenia
matematycznego [23], Tam tez w latach osiemdziesigtych ukazaly sie ksigzki poswiecone
historii matematyki w szkole dziesiecioletniej [16]. Celem tych podrecznikéw jest dostar-
czenie konkretnej pomocy nauczycielom okre$lonego materiatu. Do kazdego tematu pro-
gramu szkolnego dane sa krdtkie pogadanki, ktére proponuje sie prowadzi¢ na lekcjach
matematyki mimochodem, $rednio na kazde sze$¢ lekcji przypada jedna pogadanka. W
rozdziatach przeznaczonych dla kétka matematycznego znajduje sie materiat historyczny
dopetniajacy wiadomosci przekazywane na lekcjach.

Program polskiej szkoty réwniez zobowigzuje nauczyciela do przekazywania uczniom
w procesie nauczania wiadomosci z historii matematyki i zapoznania ich z zyciorysem i
dziatalno$cig wybitnych matematykéw [51, 52]. Nie ma jednak w programie konkretnych
wskazan na to, jakie wiadomosci z historii matematyki nalezy przekazywaé uczniom, w
ktorych klasach w jakiej objetosci i w jakich dziatach matematyki szkolne;j.

Z przedstawionych danych historycznych wynika r6znorodno$¢ podejscia do kwestii hi-
storii matematyki w szkole i wazno$é tego zagadnienia dla ksztatcenia matematycznego. Z
pewnos$cig nie stanie sie ona oddzielnym przedmiotem nauczania, jak réwniez nie powinna
by¢ metoda i $Srodkiem do opanowania pewnego zakresu matematyki, ale powinna tworzy¢
obraz matematyki jako nauki zywej i rozwijajacej sie, dawa¢ mozliwos$¢ przewidywania jej

przysztosci.
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2. Formy wprowadzania historii matematyki do na-

uczania szkolnego

Nie wydaje sie rzecza mozliwg ustalenie jakich$ statych form i regut postepowania przy
wprowadzaniu historii matematyki do nauczania szkolnego [33], [34], [35], [37], [43], [46],
[67], [68], [69], Zalezy to wytacznie od inicjatywy nauczyciela i od znajomosci przez niego
historii matematyki. W jednym przypadku uwzgledni on wytgcznie chronologie pojawie-
nia sie pewnych osiggnie¢ i duzo uwagi poswieci ich autorom, m. in. zyciorysom, w drugim
bedzie chodzito o ukazanie jak poprzez badania poszczegélnych uczonych narastata wiedza
matematyczna. W pracy szkolnej obie te form}' beda miaty miejsce. W pierwszych latach
nauki najlepiej jest stosowaé pierwszg forme, a dalszych latach — drugg forme, gdyz
obie przyczyniajg sie do rozwoju umystowego uczniéw. Zaznajamianie uczniéw z historig
matematyki oznacza przemys$lane, planowe wykorzystanie na lekcjach faktow z historii na-
uki i ich Sciste powigzanie z systematycznym przekazywaniem materiatu programowego.
Gwarancja sukcesu lezy w umiejetnym wykorzystaniu elementéw historii matematyki w
taki sposoh, aby organicznie zlewaty sie one z wyktadanym faktycznym materiatem. Z
elementami historycznymi powinno sie najpierw zapozna¢ uczniéw na lekcjach matema-
tyki, a dopiero w drugiej kolejnosci na zajeciach pozalekcyjnych. Jesli zaczaé¢ takg prace
od klasy czwartej szkoty podstawowej i prowadzi¢ jg systematycznie do klasy 6smej, a
nastepnie w szkole $redniej, to ,element historyczny” z czasem stanie sie dla samych
uczniéw konieczng czes$cig lekcji. W ten sposéb elementy historyczne moga sie przyczy-
nia¢ do zwiekszenia motywacji w uczeniu sie matematyki, a tym samym do zwiekszenia
skutecznos$ci nauczania.

Chodzi o znalezienie takich form wprowadzania historii matematyki na lekcjach, ktére
aktywizowatyby matematycznie wszystkich uczniéw. Wsréd wielu form, ktére mozna wy-
korzysta¢ przy przekazywaniu tresci historycznych na lekcjach i zajeciach pozalekcyjnych
z matematyki, mozna wymieni¢ nastepujace:

— ,pogadanka”, to umowny termin na lekcji, ktéry oznacza podanie pewnego faktu z
historii matematyki w formie opowiadania nauczyciela, rozpatrzenie i objasnienie rysunku,
krotkg uwage, rozwigzanie interesujgcego zadania itp.,

— referaty przygotowane przez uczniéw na okre$lone tematy,

— studiowanie i czytanie ciekawych artykutéw z prac matematycznych i historycznych,

— studiowanie oryginalnej literatury historycznej z prébg zapisu w obecnej symbolice
matematycznej,

— gry i zabawy matematyczno - historyczne,

— dyktando matematyczne i opis konstrukcji.

— rozwiagzywanie zadan konkursowych i historycznych,

— wykonywanie samodzielnie prac na podstawie literatury z historii matematyki.
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— studiowanie i oglagdanie audycji radiowych i telewizyjnych oraz filméw z kaset magne-
towidowych zwigzanych z matematyka i historig,

— spotkania z wybitnymi nauczycielami i matematykami,

— rézne formy aktywizacji na lekcjach matematyki, np. drama - zabawy tematyczne,
— symulacja odkry¢ matematycznych, od starozytnosci do czaséw najnowszych,

— wieczornica zwigzana z historig matematyki, pierwsza cze$¢ teoretyczna a druga czesc¢
w formie zabawy, np. dyskoteka,

— dodatkowe lekcje poswiecone historii matematyki,

— wycieczki historyczne, cze$ciowo zwigzane z matematyka,

— kolo matematyczne prowadzone przez nauczyciela historii i matematyki,

— gazetka matematyczna szkolna i klasowa z ciekawymi opracowaniami,

— szkolne zawody, teleturnieje matematyczno - historyczne,

konkursy dotyczace dziatalno$ci ludzi zwigzanych z matematyka np. Leonardo da Vinci,
— spotkania z wybitnymi znawcami kultury i historii,

— teatrzyk historyczno - matematyczny,

— inne formy, ktére wg nauczyciela pozwalaja realizowa¢ historie matematyki.

Bardzo wazne jest wykorzystywanie popularno - naukowych seriali telewizyjnych, w
ktérych pojawiajg sie tematy zwigzane z matematyka, architektura, rozwojem cywiliza-
cji, np.: Zycie codzienne w starozytnym Egipcie; Dzien w ktérym zmienit sie wszechs$wiat;
Sztuka $wiata zachodniego; Mistrz i uczen dawniej i dzi$; Artysta ijego $wiat: Przestrze-
nie i inne [35], Program telewizyjny ,Przestrzenie”, emitowany 17.07.1993 r. (wywiad
i wspomnienia bliskich wspétpracownikéw o Profesorze W. Orliczu), zrobit na jednej z
nauczycielek tak duze wrazenie, ze opisata swoje spostrzezenia w ,Matematyce” nr 4 z
1994 r.. dajac jako przyktad, w jaki sposéb mozna humanizowaé nauczanie matematyki.
Niezwykte barwny jest dramatyczny zyciorys Z. Krygowskiej, ktéra miata w zyciu dwie
pasje: gory i matematyke [29].

Inny sposéb wigczania historii matematyki do procesu dydaktyczno - wychowawczego
szkoty to druzyna harcerska o specjalno$ci matematycznej. Druzyna taka w latach 70,
prowadzona byta w Zielonej Gorze [67], [68].

W programie dziatalno$ci druzyny byto pogtebianie wiadomosci matematycznych po-
przez zabawe, praktyke terenowag, zdobywanie sprawnosci specjalistycznych, konkursy, tur-
nieje, wydawanie czasopisma itd. Druzyna sktadata sie z pieciu zastepéw, po 10 os6b w
kazdym, gdzie jeden zastep sktadat sie z uczniéw klasy czwartej, drugi — klasy pig-
tej, trzeci — szostej itd. Pozwalatlo to w sposdb ciagty przez okres pieciu lat zaznajamiac
uczniéw z tajnikami matematyki, przy réwnoczesnym realizowaniu zatozen programowych
Zwigzku Harcerstwa Polskiego.

Poszczegélne zastepy mogly wybieraé¢ nazwy wielkich matematykéw, jak: Eulerowcy.

Kartezjusze, Kopernikanie, Pitagorejczycy. Talesowcy, Platoficzycy i inni.
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Na terenie szkoty bardzo wazng funkcje spetnia gazetka matematyczna, ktdra petni
role posrednika w realizacji innych form pracy i ma duze walory popularyzatorskie historii
matematyki poprzez zamieszczanie ciekawych zadan, tamigtéwek, anegdot, rysunkéw i in-
nych materiatéw. Spetnia nie tylko funkcje informacyjna, ale réwniez popularnonaukowa,
dydaktyczng i wychowawcza.

Wykorzystany czas na ogét 5-10 minut na przedstawienie wiadomosci z historii
matematyki nie nalezy uwazaé za stracony, jesli tylko nauczyciel potrafi fakt historyczny
podaé¢ w $cistym zwigzku z omawianym materiatem teoretycznym.

Elementy historyczne nalezy wprowadzaé¢ choc¢by po to, aby nie dominowat na lekcji
matematyki tylko przekaz stowny — wyktad, czy ciggte thumaczenie ze strony nauczyciela
jakiego$ problemu. Chodzi o zorganizowanie na lekcji tak nauczania, aby uczniowie mogli
samodzielnie pracowa¢, bo wtedy zwieksza sie jej skutecznos¢.

Juz krotki referat zwigzany z lekcjami, na ktdrych omawia sie Twierdzenie Pitagorasa
[21] i Talesa [76], oparty na zyciorysie oraz rézne sposoby dowodu tych twierdzen moga
zacheci¢ uczniéw do poszukiwan twaérczych dla przekazania sensownego stosowania mate-
matyki. Uczniowie powinni widzie¢ sens nauczania matematyki jako nauki uzytecznej, a
nie tylko jako rozwigzywanie, czesto ,,nudnych” zadan szkolnych. To wszystko powinien
wyjasni¢ i pokaza¢ w rozwoju historycznym nauczyciel matematyki.

3. Realizacja historii matematyki w programie
szkolnym

Przedstawimy pewne wybrane hasta programowe realizacji historii matematyki w po-
szczegdlnych klasach szkoty podstawowej (kl. IV - VIII) i w szkole $redniej [51], [52].
Zaktada sie, ze material historyczny wystapi w danej klasie na 10 - 15 % lekcjach ma-
tematyki, poSwieconych zaréwno zagadnieniom teoretycznym, jak i praktycznym. Fakty
historyczne mogag zajmowaé okoto 5 - 10 minut danej lekcji i powinny by¢ omawiane z
materiatem teoretycznym w postaci pogadanki, rozwigzania zadania, objasnienia rysunku
itd. Materia! historyczny powinien by¢ wiaczany do tresci programowych i skorelowany
z programem nauczania danej klasy. Wiadomosci historyczne w wiekszym stopniu be-
dzie mozna realizowa¢ w szkole podstawowej niz w szkotach $rednich, poniewaz szkoty
Srednie ogdlnoksztatcgce i zawodowe, ze wzgledu na duze zréznicowanie profili (réznej
liczby godzin realizacji lekcji matematyki) moga w zalezno$ci od potrzeb poswieci¢ histo-
rii matematyki maksymalng liczbe godzin w klasach matematycznych, a minimalng — w

humanistycznych i szkotach zasadniczych.
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Podamy pewne propozycje realizacji treSci z historii matematyki w szkotach (bez po-
dawania profilu i typu szkoty). Doktadniej zajmiemy sie realizacjg tresci historycznych w
klasach IV - VIII szkoty podstawowej. Klasy te bowiem speiniajg bardzo wazng role w
krystalizowaniu sie u uczniéw zainteresowania przedmiotem, ktére w konsekwencji przera-
dza sie w trwale zainteresowanie matematyka. Z pewnosciag w rozwoju tych zainteresowan
duzg role mogg odegraé elementy historii matematyki wtasciwie wykorzystane na lekcjach
matematyKki.

Przedstawimy pewne przyktadowe zagadnienia z historii matematyki, ktére mozna
realizowaé w poszczeg6lnych klasach szkoty podstawowej i tak:

w Kklasie IV:

a) znaki cyfrowe réznych narodéw [22], [36],

b) liczby naturalne w historii matematyki [13], [25], [31],
c) systemy liczenia — rzymski i arabski [21]. [31],

d) odkrycie zera [18], [22],

e) sito Eratostenesa do wyznaczania liczb pierwszych [21],

w klasie V:

a) algorytm Euklidesa do wyznaczania najwiekszego wspélnego dzielnika dwu liczb [21],
b) z historii utamkéw zwyktych [13], [18],

c¢) z historii utamkéw' dziesietnych [8],

d) liczby ujemne i dodatnie [3], [18], [21],

e) matematyka hinduska i babiloriska [24], [53], [61],

w klasie VI:

a) odkrycie liczb niewymiernych [4], [14], [55],

b) liczba 7T, dtugo$¢ okregu [44], [66],

c) twierdzenie Pitagorasa [22],

d) z historii konstrukcji geometrycznych [7], [62],

e) zadania staropolskie i piramidy egipskie [20], [54], [77],

w klasie VII:

a) twierdzenie Talesa [20], [21],

b) symbolika literowa Kartezjusza [2], [23],

c) Diofantes i rozwigzywanie rownan [21], [28],

d) sposoby konstrukcji wielokatéw foremnych [22],
e) podziat odcinka na pewng liczbe czesci [72],

w klasie VIII:

a) znaki dziatan, w tym potegowanie i pierwiastkowanie [2],
b) o polskim jezyku matematycznym [64]. [70].

c) z historii funkcji, szczeg6lnie trygonometrycznych [2], [23].
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d) z historii techniki obliczeniowej [49],
e) konstrukcje za pomoca cyrkla i linijki [7], [20], [21].

W szkole $redniej proponuje sie rozpatrzyé nastepujgce tematy:

w klasie I:

— r6zne aksjomatyki, w tym liczb rzeczywistych [42], [50],

— dowody twierdzenia Talesa [10], [21], [76],

— ,Elementy” Euklidesa [26], [47],

— z historii rozcinania prostokatow i kwadratéw na rézne kwadraty [48],
— Stefan Banach, wybitny polski matematyk [30], [39], [75],

w klasie II;

— rézne dowody twierdzenia Pitagorasa [20], [22],

— réwnania kwadratowe w babiloiskich tekstach klinowych [6], [73],
— 0 narodzinach dowodu w matematyce [5],

— polska szkota matematyczna [19], [32],

— ciagi liczbowe i K. F. Gauss [23], [28],

w klasie IlI:

— granica funkcji, ciggto$¢, pochodna i przeszkody epistomologiczne [23], [58],
— historia wzoru Eulera dla wielo$cianéw [17], [59],

— J. Sniadecki — twérca polskiego stownictwa matematycznego [63],

— zagadnienie czterech barw [12],

— z historii logarytmoéw [41],

w klasie 1V:

— z historii rachunku prawdopodobienstwa [23], [40],

— stawne problemy teorii liczb [38],

— M. Lkobaczewski — twérca geometrii nieeuklidesowej [1], [15], [56],

— klasyczne konstrukcje platoniskie i ich nieklasyczne rozwigzanie [35], [60],
— z historii rachunku catkowego [23].

PrzedstawiliSmy tylko orientacyjny podziat tematéw teoretycznych do wykorzystania
w poszczeg6lnych klasach. Znacznie wiecej czasu bedzie zajmowaé rozwigzywanie cieka-
wych zadan babilonskich, egipskich i innych.

Nauczyciel, aby byé tworcg procesu dydaktycznego, a nie tylko odtwércg, powinien
rozpoczynaé¢ od matej liczby tematéw z historii matematyki i co roku sukcesywnie zwiek-
sza¢ ich liczbe. Niektére tematy beda sie powtarzaé, wtedy mozna materiat poszerza¢ w
zalezno$ci od przygotowania matematycznego uczniéw. Na przyktad algorytm Euklidesa
wystepuje w klasie 1V, V. a nawet w wyzszych klasach, a twierdzenia Talesa i Pitago-
rasa w szkole podstawowej i $redniej. Nauczyciel w zalezno$ci od mozliwosci poznawczych
uczniéw danej klasy powinien dobiera¢ tematyke historyczng do treSci matematycznych
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tak, aby uczniowie osiggali satysfakcje w pracy z materiatem historycznym oraz uzyskiwali
wieksze rezultaty w uczeniu sie matematyki. W szkole $redniej dla uczniéw zaintereso-
wanych tre$ci historyczne mozna przekazywaé¢ w formie poszerzonej, do samodzielnego
wykonania w postaci referatu, czy rozwigzania zadan itd.

Nauczyciel powinien widzie¢ potrzebe witgczania wiadomosci historycznych do naucza-
nia szkolnego, wtedy problemy te bedga jego i uczniéw. Wprowadzanie historii matematyki
na lekcje nie jest stratg czasu, lecz waznym sposobem aktywizacji uczniéw.

W szkole $redniej mozna zaproponowaé¢ uczniom samodzielne przygotowanie tresci hi-
storycznych oraz przedstawienie ich na zajeciach z catg klasa, prowadzac zajecia lub bedac
asystentami nauczyciela. W szkotach dla pracujacych, aby zainteresowa¢ przedmiotem,
réwniez mozna stara¢ sie wprowadza¢ pewne tresci historyczne.

Na pewnych przyktadach pokazemy, jak mozna w szkole, szczegélnie w klasach IV -
VIII, wykorzystywaé elementy historii matematyki w nauczaniu i uczeniu sie matematyki.
Juz w klasie czwartej, gdy zapoznajemy uczniéw z rzymskim systemem liczenia, mozna
pokazaé, jakie byty isg inne systemy liczenia. Zwracamy uczniom uwage na niedogodnos$¢
rzymskiego systemu liczenia (addytywnego), bo tu kazdy pojedynczy znak I, II, 111, IV,
V, X, XX, L, C, D, N, .. ma swg warto$¢, a warto$¢ uktadu znakéw jest réwna sumie
poszczeg6lnych znakéw. Tu wskazujemy uczniom, ze wielkim osiggnieciem byio powstanie
systemu arabskiego, ktéry powstat w Indiach w VII - IX wieku, a rozpowszechniony zostat
w Europie przez Arabéw w X - X1l wieku. Jest to system pozycyjny, tzn. warto$¢, znaku
zalezy od miejsca, w ktérym jest napisany. Najbardziej jest nam znany uzywany obecnie
system dziesigtkowy, w ktdrym do zapisywania liczb stuzy dziesie¢ cyfr: 0, 1,2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9. Kolejno mozna oméwic jak powstaty cyfry, a szczeg6lnie nalezy zwréci¢ uwage na
odkrycie zera.

Duzg role przypisywano liczbie 5, 10, 20 to znaczy, liczbie palcéw jednej reki, dwu,
tacznie wszystkich palcéw na rekach i nogach.

Pitagorejczycy bardzo duze znaczenie przypisywali liczbie ,7” — tydzieA ma siedem
dni, Swiat powstat w siedem dni itd. Mozna zainteresowanych uczniéw zapozna¢ z in-
nymi uktadami liczenia, jak: dwéjkowym, tréjkowym, piatkowym itd. Tu zwracamy uwage
uczniom, ze odkrycie zera i traktowanie go jako liczby, byto wielkim osiggnieciem w mate-
matyce. Bowiem kiedy$ ,,zero” traktowano na oznaczenie ,nic”, a wiec wyrazenie 5+ ,nic”
nie miato sensu, natomiast wyrazenie 5+0 ma sens, bo jest to liczba 5. Aby zwrdci¢ uwage
uczniom na pojecie cyfry i liczby mozna rozwigzaé¢ nastepujgce zadanie:

lle réznych cyfr uzyto do ponumerowania ksigzki liczacej 361 stron?

Omawiajac liczby pierwsze i ztozone mozna kilka zdan poswieci¢ greckiemu matematy-
kowi Eratostenesowi (Il w. p. n. e.), ktéry wynalazt metode wyznaczania liczb pierwszych,
zwang ,sitem Eratostenesa”. Eratostenes jak gdyby ,przesiewat” liczby w okre$lony spo-
sob, tak aby w ,sicie” pozostawaty tylko liczby pierwsze. Mozemy poleci¢ uczniom wy-
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pisanie kolejno wszystkich liczb naturalnych, poczynajgc od 2 do 100. Nastepnie nalezy
skresli¢ wszystkie liczby parzyste wieksze od 2, a potem skres$lajgc wszystkie liczby po-
dzielne przez 3, ale wieksze od 3, z pozostatych wykresli¢ liczby podzielne przez 5 (ale
bez 5) itd. Po zakoriczeniu skre$len pozostang tylko liczby pierwsze (podzielne przez 1
przez samg siebie). 2, 3. 5, 7. 11, 13, 17, 19, ... itd. Uczniom szczegb6lnie zainteresowanym
mozemy poleci¢ ciekawostki o liczbach pierwszych z literatury [65]. Na przyk#tad liczba

11111111111111111111111

(jedynka powtérzona 23 razy) jest pierwsza. Sprawdzi¢ to nie jest tatwo, znacznie prosciej
wykazaé, ze jesli liczba, ktérej wszystkie cyfry sa jedynkami jest pierwsza, to liczba jej
cyfr musi by¢ liczbg pierwsza. Jednak warunek ten nie jest wystarczajacy, poniewaz liczby
111, 11111, 1111111 sg ztozone. Mozna wspomnieé¢ réwniez o W. Sierpinskim i o liczbie
pierwszej o 969 cyfrach [Matematyka nr 2(52). (1958)]. Interesujace jest rdwniez zadanie,

ktére polecamy uczniom:

Znajdz liczbe wiedzac, ze po pomnozenia jej przez samg siebie, dodaniu 2,
podwojeniu otrzymanego wyniku, zwigkszeniu o 3 uzyskanej liczby oraz po po-
dzieleniu przez 5 i pomnozeniu przez 10 otrzymamy liczbe 50.

(Ucha ad - Din al - Almuli 15j7 - 1622, matematyk iranski)

Odpowiedz: liczba 3.

Realizujgc w klasie czwartej i pigtej podzielno$¢ liczb naturalnych podajemy uczniom
algorytm Euklidesa do wyznaczania najwiekszego wspélnego dzielnika dwu liczb a i b.

Algorytm — to uktad (schemat) dziatan formalnych, za pomocg ktérych mozna roz-
wigzaé wszystkie zadania tego samego typu. Euklides — grecki matematyk (330 - 275
p. n. e.) — wprowadzit sposéb postepowania, ktérego celem jest znajdowanie wspdlnego
dzielnika dwéch liczb catkowitych, jak tez wspdlnej miary dwéch odcinkéw. Oto przykitad

algorytmu obliczania najwiekszego wspdlnego dzielnika dwéch liczb 345 i 128.

2 1 2 3 115
3457128789739'11°6°5"
256 89 78 33 6 5 5
‘89°739711° 6 ’5° 1’0
Kolejnos¢ algorytmu jest nastepujaca: wiekszg liczbe (3450 dzielimy przez mniejsza (128),
nastepnie dzielnik (128) dzielimy przez pierwszg reszte (89) i tak kolejno pierwszg reszte
dzielimy przez druga, druga reszte przez trzecig i tak do korca, az otrzymamy reszte réwng

zeru. Przedostatnia reszta 1jest szukanym najwiekszym wsp6lnym dzielnikiem dwu liczb
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NW D (3A5,128) = 1. Algorytm obliczania NW D dwu liczb mogg uczniowie przedstawic¢
w postaci schematu blokowego.

W historii rozwoju utamkoéw zwyktych wystapity trzy stopnie rozwoju tego pojecia:
— symbol utamka oznaczat cze$¢ pewnej obranej jednostki — symbol
u Babilonczykéw oznaczat potowe objetosci okreslonego naczynia,

— przenoszenie symbolu utamka z jednej wielkosci na druga, co zauwaza sie u Egipcjan
i Rzymian,

— przejscie od utamkéw mianowanych do niemianowanych, czyli jak méwimy w matema-
tyce — abstrakcyjnych, np. 1/4 -f 2/3 = 11/12 nie przypisujemy tym znakom liczbowym
zadnego miana.

Dopiero pod koniec XVIII wieku utamki zaczeto traktowac¢ jako liczby. Duzy wkiad
w rozwo6j utamkoéw wniést L. Euler. Uptyneto wiele lat zanim zaczeto uzywaé ulamkéw
dziesietnych [8]. Pierwszy zapis utamka dziesietnego bez przecinka uzyt Al - kaszi w 1427 r.
w dziele ,Klucz do arytmetyki”. W ciggu XVIII stulecia kropka i przecinek wyrugowaty
kolejno inne znaki dla oddzielenia czesci catkowitej od utamkowej.

W klasie piagtej wprowadzajac liczby ujemne mozna wspomnie¢ o historii liczb ujem-
nych, jako jednym z ciekawszych rozdziatbw mys$li matematycznej. Matematycy $wiata
antycznego nie zajmowali si¢ liczbami ujemnymi.

Grecy za liczby uwazali tylko liczby naturalne. Dopiero Diofantos z Aleksandrii (druga
potowa Il i poczatek IV wieku p. n. e.) rozrézniat liczby ,dodawane” i ,odejmowane”.
Uzywat do zaznaczenia liczb odejmowanych znaku odejmowania, < ktorym byta
u niego odwrécona litera psi. Diofantos réwniez pierwszy wséréd matematykéw greckich
potraktowat utamki na réwni z innymi liczbami. Liczby ujemne bardzo powoli wchodzity
do uzytku. Nowoczesne ujecie arytmetyki liczb ujemnych przyniést dopiero wiek XIX. Tu
mozna postawi¢ nastepujace zadanie do rozwigzania.

Na kamieniu grobowym wielkiego matematyka greckiego Diofanlosa widniat
utozony przez Eutropiusza napis tej tresci:

Przechodniu: Pod tym kamieniem spoczywajg prochy Diofanlosa, ktdry zmart
w giebokiej starosci. Przez szostg cze$¢ swego diugiego zycia byt dzieckiem, a
dwunastg miodzieficem. Nastepnie si6dma cze$¢ zycia poszukiwat zony. W pieé
fat po pojeciu matzonki urodzit sie syn, ktéry zyt do wieku dwakro¢ mniejszego
od lat ojca. W cztery lata po $mierci syna zasngt snem wiecznym Diofantos.
Powiedz, jesli umiesz obliczyé, wjakim umart wieku?

O Pitagorasie (570 - 496 p. n. e.) ijego uczniach tworzacych szkote matematyczng
mozna powiedzie¢ przy nauce o liczbach niewymiernych w klasie széstej, ktére odkryto
w szkole pitagorejskiej. gdy stosowano twierdzenie Pitagorasa. Okazato sie, ze istnieja
zwiazki geometryczne, np. stosunek przekatnej kwadratu do jego boku, ktérych nie mozna
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Rys. 1

wyrazi¢ jak dotad zadng liczbg. Nie ulega watpliwosci, ze najwiecej okazji przedstawiania
historii matematyki w nauczaniu stwarza twierdzenie Pitagorasa w klasie sz6stej. Ucznio-
wie sami w zwigzku z tym tematem mogg pozna¢ wiadomosci historyczne drukowane w
réznych ksigzkach. Zestawienie r6znych dowodéw tego twierdzenia w ksigzce Sz. Jelen-
skiego ,,Siadami Pitagorasa” stanowi piekny przyktad wykorzystania historii matematyki
do nauczania. Wszystkie dowody opierajg sie wytgcznie na réwnowaznosci figur. Pole-
camy uczniom, aby korzystajac z dwu rysunkéw’ przedstawili spos6b rozumowania, jaki
przeprowadzi! Pitagoras (rys. 1)

Rozumowanie ucznidw:

Budujemy kwadrat, ktérego bok réwna sie sumie przyprostokatnych a i b danego
trojkata prostokgtnego. Kwadrat ten dzielimy na dwa kwadraty a2 i b2 oraz dwa réwne
prostokaty o bokach a i 6, ktérych przekatna wynosi c. Otrzymalismy cztery réwne tréjkaty
prostokatne 1. 11, Ul, IV. Uktadajagc na drugim kwadracie o boku réwnym sumie a i b
kolejne trojkaty otrzymamy posrodku kwadrat o boku c2. Stad wniosek, ze kwadrat o
boku a 4- b, pomniejszony o 2bc, daje w pierwszym przypadku a2+ b2la w drugim c2, a
wiec a2 + b2 = c2.

W tym miejscu jest doskonata sposobno$é poswiecenia uwagi tréjkagtom pitagorejskim,
to znaczy takim, ktérych boki wyrazone sg liczbami naturalnymi a, b.c, zwigzanymi wa-
runkiem a2+ b2 —c2. Bedg to tréjkaty prostokatne. Pierwszy to trdjkat egipski o bokach
3,4,5, drugi to tréjkat babilonski o bokach 5,12,13.

Pitagorejczycy zajmujac sie i bawigc liczbami nie przypuszczali, ze twierdzenie Pita-
gorasa stanie sie przyczyng niewypowiedzianych ,nieszcze$¢” pdzniejszych generacji ma-
tematykow. Rozwazajac trojkat prostokatny o ramionach réwnych jednostce dtugosci nie
potrafit wyrazi¢ dtugosci przeciwprostokatnej w zaleznosci od boku. Zwigzek otrzymany
1-4-1 = 2 nie jest liczbg kwadratowg. Udowodniono tez. ze \/2 nie moze by¢ réwny
utamkowi. Cala filozofia przyrody oparta na sprowadzaniu kazdego zjawiska do liczb cat-
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kowitych zostata zagrozona. Nowa wielko$¢ nazwali niewymierng, to znaczy taka, ktorej
nie mozna sobie wyobrazi¢ ani wymierzy¢. ,,Legenda moéwi, ze odkrycie liczby \/2 miato
miejsce na okrecie w czasie podrézy po morzu. Odkrywce wyrzucono za burte, a cala za-
toga zobowigzata sie do utrzymania w tajemnicy odkrycia”. W kwadracie o boku réwnym
jeden znajduje sie odcinek — jego przekatna, ktéremu nie odpowiada zadna liczba.

Po okre$leniu liczb niewymiernych podajemy przyktady, wsréd nich liczbe
7= 3,1415.... Liczba «© zwigzana jest z problemem kwadratury kola (zbudowanie kwa-
dratu o polu rébwnym polu kota), ktéry przez ponad 2 tysiace lat byt jednym z najwiekszych
probleméw matematyki. Stosunek obwodu kola do $rednicy jest liczba stata i oznacza sie
ja grecka literg n, od pierwszej litery greckiego stowa ,peryferia” — okrag. Liczbe 7 na-
zywa sie tez liczbg Archimedesa lub ludolfing. Symbol & po raz pierwszy zostat uzyty w
1706 roku przez matematyka angielskiego W. Jonesa i spopularyzowany w potowie XVII
wieku przez L. Eulera. Jest liczba niewymierng i przestepng. BabiloAczycy okoto 2000
roku p.n.e. szacowali 7 jako réwne 3, Egipcjanie 7 = (16/9)2, natomiast Archimedes w
Il wieku p.n.e. ustalit wjako réwne w przyblizeniu 22/7.

W éréd polskich uczonych problemem kwadratury kola zajmowat sie matematyk A. Ko-
chanski (1631 - 1700). Liczba ir weszta réwniez do jezyka potocznego (,pi razy oko”) oraz
wystepuje w wierszach i powieéciach. W dawnych latach modne byto uktadanie wierszyko-
wych powiedzen, w ktérych liczby liter w kolejnych stowach sg odpowiednikami kolejnych
cyfr rozwiniecia it. Uczniowie na lekcji sami moga prébowaé¢ uktadaé takie wierszyki.

Oto wiersz o liczbie r utozony w czasie zmagan sportowych na Mundialu w Argentynie,
opublikowany w miesigczniku DELTA (1978. nr 6):

.Juz i Lalo i Deyna 31:j15

strzelili do bramki obcej 9265

dwa karne 35

Lubanski dostrzegt mistrza Szarmacha 8919

gdy on tak wypuscit cios szacha 3238A6

ze zdoby¢ musi cel gry 261,33

Krzyknat gol na Mundial Argentyna 83219

Zatem tr = 3,14159265358979323846264338327950...”

Oto bardziej znany wiersz K. Cwojdziriskiego o liczbie tt

,»Kuc€ i ora¢ w dzien zawziecie,
bo plonéw nie ma bez trudu
ztocisty szcze$cia okrecie
kotyszesz...

kué. My nie czekamy cudu
robota to potega ludu™
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W arto réwniez prébowaé rozwigza¢ zadania staropolskie wydane w 1760 r. w ksigzce
»Rachmistrz polski” typu [77]:

Zadanie 1:

W pewnym miynie znayduig sie 2 kamieni, gdzie jeden miele przez godzing
iedng, miarek 5, drugi kamien miele przez godzine iedng, miarek 7, przyniést
jeden miarek 30. Chcac zeby mu Mielnik wraz na obedwa kamienie zasypat,
ale tak proporcjonalnie zeby sie wraz y mymeto. Quae wiele na kazdy wsypa¢é

kamien?

Zadanie 2:

Z pewnego Woyska zgineto czwarta cze$¢ od szabli, a dwa piatey czesci od
ognia a uciekto ich 1j tysiecy, Quaer, wiele len Regimen miel w sobie?

Zadanie 3:

Kawaler ptaci zt. 3. Dama zt. 2. Pacholik 1/2 zt. Byto wszystkich os6b Nyo
20, a tez dali z+. 20. Quaer. Wicie ich kazdych z osobna byto?

W klasie si6dmej uczeh zapoznaje sie z twierdzeniem Talesa. W ksigzkach popularno-
naukowych, jak Sz. Jeleriskiego , Lilavati” oraz artykutach podanych w bibliografii mozna
spotka¢ wiele ciekawych opracowan, dotyczacych tego twierdzenia i jego zastosowan.

Mozna réwniez z uczniami wybraé¢ sie na wycieczke w teren i zmierzy¢ wysoko$é
drzewa, czy szeroko$¢ rzeki tak, jak wykonat to Tales z Miletu (ok. 620 - 540 p.n.e.). Do-
konat on réwniez pomiaru odlegtosci okretu od brzegu, prowadzgc na piasku linie, ktore
przedstawia rys. 2. Stwierdzit on, ze dtugo$¢ odcinka AE jest rowna szukanej odlegtosci
CD. Polecamy uczniom uzasadni¢ poprawno$¢ rozumowania.

Rys. 2
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Rozwigzanie: Wnioskujac z danych na rysunku (rys. 2) tréjkaty BAE i BCD sa przy-
stajgce. Wtedy zachodzi proporcja:

#8=§8§S =i’ st*d ae=cd -

Z twierdzenia Talesa korzystano z kolei miedzy innymi mierzac wysoko$¢ piramidy:

Niech x oznacza wysoko$¢ piramidy, a - dtugo$¢ cienia piramidy, 1 - stupek
jednostkowy, b - cien jaki rzuca stupek jednostkowy, wtedy mamy
X

1 d a
a_bTI stad x =

b

Nalezy poleci¢ zmierzenie wysokosci drzewa, komina fabrycznego itp.

Grecka algebra geometryczna moze odda¢ duze ustugi uczniom, gdy opracowujemy
wzory skréoconego mnozenia. Budujac bok kwadratu sktadajgcego sie z sumy dwoch od-
cinkéw a 4- 6, otrzymujemy pola, ktére wyznaczajg znany nam wzér na kwadrat sumy
dwu wyrazen:

(a+ 6)2= a2+ 2ab+ b2 (Rys.3)

Uczniom nalezy uwypukli¢ ogromne udogodnienia, jakie daje sprecyzowana na prze-
tomie XVI i XVII wieku symbolika algebraiczna, bowiem do tego czasu postugiwano
sie tylko stownymi sformutowaniami. O Kartezjuszu mamy mozliwo$¢ opowiedzie¢, gdy
przerabiamy uktad wspoétrzednych prostokatnych, symbolike literowg danych a,b,c i nie-
wiadomych x,y.z oraz zadania z geometrii w klasie 6smej.

Wi iele ciekawych probleméw jest zawartych przy rozwigzywaniu réwnan z jedng lub
dwiema niewiadomymi. Oto jeden z nich:

ng ab

(1553 i*

Rys. 3
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Pewnego razu Cypryda rzekta do Erosa, ktéry wygladat bardzo smutnie: Dla-
czego$ taki zmartwiony, co cijest synu? a Eros odrzekt: Schodzitem z Helikonu
natadowany wysmienitymi jabtkami. Muzy potrgcajac mnie, zabraty mi prawie
wszystko. Klio wzieta mi pigtg cze$¢ tego com nidst, Euterpe — dwunasta, Ta-
lia — 6sma i Melpomena — dwudziestg. Terpsychora zabrata czwartg cze$é¢, a
Erato wzieta czwartg cze$¢ dla siebie. Polichymnia porwata 50 jabtek, Urania
wzieta 120 a Kaliope, upadajgc pod ciezarem, uciekta z 300 jabtkami. | oto
rece moje ulzone, gdyz boginie pozostawity mi tylko 500 jabtek! lle jabtek miat
Eros?

Zadania tego typu wymagaja pewnych informacji z mitologii, ktére mtodziez moze
tatwo uzyskaé zagladajac chocby do encyklopedii. Zycie starozytnych matematykéw oto-
czone jest legendami. Postarajmy sie odgadngé, o kim mowa?

a) Zadziwit kaptanéw egipskich tym, ze zmierzyt wysoko$¢ piramidy i obliczyt odle-
gtos¢ od brzegu ptynacych po morzu statkéw, postugujac sie tylko laskg oraz zapowiedziat
zaémienie stonica w 585 r. p. n. e. (Tales).

b) Urodzit sie na wyspie Samos, nauczat w tzw. ,szkole Pitagorejskiej” (Pitagoras).

c) Obliczyt sume liczb od 1 do 100 szybciej od nauczyciela (Gauss).

Juz pitagorejczycy zajmowali sie figurami foremnymi. Ich umitowang figurg byt pen-
tagram, zwany gwiazda pitagorejska. Jest to pieciokat foremny, ktérego boki przedtuzone
w obie strony tworzg pieciokat gwiazdzisty. Pentagram przyjeli za swoje godto i taczyli
je ze stowem hygea — zdrowie. Znakiem tym pozdrawiali si¢ i wzajemnie rozpoznawali,
kreslagc go na piasku. Oto zadanie zwigzane z tym problemem:

Po narysowaniu w pieciokacie foremnym wszystkich przekatnych otrzymamy
tzw. pieciokat gwiazdzisty. Oblicz sume jego katdéw ,,sterczacych” (rys. j).

Jan Brozek (1585 - 1052)
— praca z roku 1638 pt. Obrona Arystotelesa i Eklidesa przeciwko Piotrowi
Ramusowi i innym.

Odpowiedz:

3¢180°
9= — O_ = 108°, o = 180° - 2(180° - 9) = 36°, 5a = 180°.

Omawiajagc zagadnienia geometryczne na pewnym etapie nauczania mozna szczeg6-
towo zreferowac istote geometrii euklidesowej i wspomnie¢ o geometriach nieeuklidesowych
oraz o piatym postulacie Euklidesa.

Geometria powstata z potrzeb cztowieka, a duzy wktad wnie$li Pitagoras, Hipokrates,
Euklides. Tales i inni. Euklides (ok. 300r. p. n. e.) w swym dziele ,,Elementy” przed-
stawit podstawy geometrii elementarnej. ,Elementy” sktadajg sie z 13 ksiagg, w ktérych
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Rys. 4

Euklides zawart catg wiedze nagromadzong do tego czasu. Najwazniejszym problemem
dotyczacym aksjomatyki, poczawszy od starozytnos$ci az do potowy XIX wieku, byta nie-
zalezno$¢ systemu Euklidesa, a w szczegdlnosci pigtego postulatu, zwanego postulatem o
réwnolegtych. Méwi on, ze przez dany punkt P, lezacy poza prostg k. przechodzi co naj-
wyzej jedna prosta rownolegta do k. Przyjmujac zamiast pigtego postulatu zdanie ,przez
punkt nie lezagcy na prostej mozna poprowadzi¢ dowolnie wiele prostych do niej réwno-
legtych” M. Lobaczewski w 1829 roku skonstruowat jedng z geometrii nieeuklidesowych,
ktéra obecnie nazywa sie geometrig Lobaczewskiego. Innymi matematykami, ktérzy stwo-
rzyli podstawy geometrii nieeuklidesowych, byli: F. Gauss, J. Bolyai i B. lliemann. Idee
Riemanna zapoczatkowaly wielkie dwudziestowieczne teorie geometryczne, a mianowicie
rézniczkowych rozmaitoséci riemannowskich i bardziej od niej ogdlng teorie przestrzeni to-
pologicznej, jak réwniez staty sie bazg matematyczng dla stworzenia przez A. Einsteina
og6lnej teorii wzglednosci.

W formie ciekawostki mozna poda¢ wiadomosci o ,,ztotym podziale odcinka”. Ztotym
podziatem odcinka o dtugos$ci a nazywamy taki podziat tego odcinka na dwie czesci o
dtugosciach x i a —x, ze caly odcinek ma sie do swej wiekszej czesci jak wieksza do
mniejszej. Stad proporcja a : x = x : (a —x). Odcinek o dtugosci x nazywamy zlota

czescig tego odcinka (rys. 5).
AB =a, BO = 1/2a AC = x AB :AC = Ac:CB a:x = x :(ti—z).

Proporcja ta daje réwnanie kwadratowe x2+ ax —a2 = 0. Dodatnim pierwiastkiem
tego réwnania jest x = 1la.A wiec dlugo$¢ wiekszych czesci powstatych przy zio-
tym podziale odcinka dtugosci a jest réwna V~1la. Liczbe niewymierng oznaczaé
bedziemy przez w, co w przyblizeniu jest réwne 0,61803398....

Starozytni Grecy twierdzili, ze prostokat zbudowany na odcinkach, ktérych dtugosci

maja sie do siebie jak 1 :u', wydaje sie najtadniejszy, najbardziej proporcjonalny. Zlo-
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Rys. 5

tym podziatem zachwycali sie Grecy, ktérzy stosowali konsekwentnie te zasade w sztuce
i architekturze. Dtugoéé architrawu Swiatyni Ateny Partenos ma sie do wysokosci catego
budynku jak 1 : 0,62. Podobne proporcje ma znana Brama Brandenburska w Berlinie,
wieza ratuszowa w Lipsku pozostaje do jego podstawy w ztotym stosunku. Ksztatty zto-
tego podziatu majg flagi pafistwowe. Stronice zeszytu, pocztéwki, korty tenisowe, stronice
ksigzki i czasopisma majg proporcje skalowane z mys$lg o tym, aby ztoty ksztatt miata
strona. Ztotg proporcje odnajdujemy analizujgc rozmieszczenie odcinkéw w starogreckich
heksometrach, w malarstwie i muzyce. Interesujace jest, ze da sie ja zauwazy¢ i w ciele
cztowieka. Botanicy juz dawno zauwazyli, ze regutom ztotego stosunku podlega u wielu
roélin potozenie lisci.

Istnieje rowniez bardzo ciekawa zalezno$¢ miedzy Srednig geometryczng liczb, $rednig
arytmetyczng i $rednig harmoniczng. Okazuje sie, ze $rednia geometryczna jest ziota
czescig pozostatych $rednich i zawarta jest miedzy dwoma pozostatymi

2ab
a46 2

Liczba u: i ztoty podziat pojawiajg sie w sposéb dos$¢ zaskakujgcy w rachunku praw-
dopodobienstwa.

Do tej historycznej tematyki warto jeszcze wigczy¢é temat rozwoju polskiego jezyka
matematycznego [64]. Nie trzeba nikogo przekonywaé, jak wazng role odgrywa ta pro-
blematyka w podnoszeniu kultury matematycznej uczniéw oraz w ich zainteresowaniu
rozwojem ojczystego jezyka. Dlatego tez mozna uczniom na lekcji postawi¢ problem typu:
»Jak myslicie, czy tatwo bytoby wam porozumiec sie z wszystkimi réwiesnikami w polskiej
szkole na lekcji matematyki na przyktad w 1538 roku?" Pytanie to na pewno rozbudzi
wsrod uczniéw zaciekawienie, a szczeg6lnie tak odlegle lata. Wtedy mozna uczniom opo-
wiedzie¢. ze w tym wtasnie roku ukazat sie pierwszy podrecznik matematyki napisany w
jezyku polskim: ,,Algorytmus to jest nauka Liczby Polska rzecza", wydany przez ksiedza
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Tomasza Klasa. Sktada sie z trzech czesci. Pierwsza o osobach liczebnych, druga o regule
Detri, trzecia o rozmaitych rachunkach. Z tej ksigzki dowiadujemy sie, ze dawniej liczono
tak: iedno$¢, dwoicza, troycza, cztyrzy, pie¢, szes¢, siedm, o$m, dziewieé, dziesigtek, ze
licho to liczba nieparzysta, cetno to liczba parzysta, kocient to iloraz, przydawanie to
dodawanie, lomanie to utamek. Niektére nazwy pozostaty juz bez zmiany do dzi$, np.
liczba, mnozenie, dzielenie, odejmowanie. Mozna réwniez poda¢ tytuty innych podreczni-
kéw matematyki napisanych przez Bernarda Wojewd6dke, Stanistawa Solskiego i przyktady
spotykanego w nich nazewnictwa, np. kupo - forma ostrostupowa - ostrostup, witasnosé
przydatkowa - cosinus, linia grunt miara - sinus, linia spadajaca - tangens, trzykat ka-
totepy - trojkat rozwartokatny, szeSciokwadrat - szescian, tryangul krzyzokaty - tréjkat
prostokatny, sztuka urznieta cyrkutu - wycinek kota, czop - stozek, wat - walec.
Bardzo ciekawy jest wierszyk o zerze opublikowany w ,Matematyce” (1975, nr 5):

,,Ostroznie z zerem” Zero do zerowej nie podno$ potegi

- zapamietaj sobie - babcia mi méwita, Nic z tego nie bedzie - tak nas uczg ksiegi.
Zero to potezna i przewrotna sita. - gdy do potegi zero inng liczbe masz

Niby takie skromne - modut dodawania,  Jednoscig jest wynik. Definicje znasz?

Ale bardzo wptywa na inne dziatania! Zero silnia! Przedziwne i wprost nie do wiary
Zero jako czynnik: pomndz ile chcesz - - Znowu jest jedynka. Zapamietaj stary
wynik bedzie zerem. Chyba o tym wiesz? A logai-ytm zera wcale nie istnieje,

Jesli go podzielisz przez dowolne ,,a* (chyba wiesz dlaczego, cichg masz nadzieje).
(Ale nie przez zero!) Znowu zero masz. Potegujac zero - masz zero w wyniku,

Dzieli¢ za$ przez zero - babcia zakazata - Pierwiastkujgc - réwniez. Bez lIcz i bez krzyku!
nic ma ilorazu! Jaka juz zakata. A wiec wniosek tatwo juz wyciggnaé stad

1 dzielenie wcale nie jest okreslone, badz ostrozny z zerem -

gdy przez zero bedzie zero jmdzielone. mozesz zrobi¢ biad.

(Uzasadni¢ tatwo, trzeba tylko chcie¢
H'ilomzie mozesz kazdg liczbe mie¢.)

Warto réwniez wspomnie¢ uczniom o konstrukcjach geometrycznych wykonywanych
za pomocg cyrkla i linijki (bez podziatki), ktére nazywamy konstrukcjami platoriskimi.
Platoficzycy szukali rozwigzan konstrukcyjnych metoda klasyczna.

Miedzy innymi rozwigzania te dotyczyty nastepujacych problemdw: trysekcji kata,
kubatury kuli, kwadratury kota, kwadratury sfery, podwojenia sze$cianu, problemu Apol-
loniusza. rektyfikacji szescianu, konstrukcji wielokatéw foremnych. Poszukiwanie rozwig-
zan wymienionych probleméw w zasadniczy spos6b rozwineto geometrie i mechanike oraz
spowodowato znalezienie wielu ciekawych rozwigzan metodami nieklasycznymi.

Krotko oméwimy trysekcje dowolnego kata. Pitagorejczykom do konstrukcji wielo-
katéw foremnych potrzebny byt podziat dowolnego kata na trzy réwne czesci. Potrafili
podzieli¢ okrag na 2, 3, 4, 5. 6, 7, 8, 10, 12, 15 réwnych cze$ci, natomiast nie potrafili
dokonaé¢ podziatu na 7. 9. 11, 13 réwnych czeéci. Okrag tatwo podzieli¢ na trzy réwne
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Rys. 6

Rys. 7

czesci. Konstruujemy w tym celu tréjkat réwnoboczny i wpisujemy go w okragg. Trudniej
jest podzieli¢ okragg na 9 réwnych czeéci. Nalezy w tym celu podzieli¢ luk odpowiadajgcy
katowi 120° na trzy réwne czesci, czyli dokona¢ trysekcji kata 120° (rys. 6).

W ydaje sie to bardzo proste, ale przez okoto dwa tysigce lat najwybitniejsi matema-
tycy nie potrafili tego dokona¢. Okazato sie, ze trysekcja kata klasycznymi $rodkami jest
niemozliwa. Sg katy, dla ktérych trysekcja jest mozliwa, np. 90° (rys. 7).

Z punktu B zataczamy rozwarto$cig cyrkla réwng promieniowi r luk. Mozna udo-
wodni¢, ze mozliwa jest trysekcja kazdego kata, ktérego miara stopniowa jest podzielna
przez 9 (dla katéw 9°, 18°, 27°, ...). Mozna dokona¢ trysekcji katow, ktére otrzymamy z
poprzednich przez podziat na 2" réwnych czesci.

Sa to szczegdblne przypadki, bo katéw, ktérych nie potrafimy podzieli¢, pozostaje nie-
skonczenie wiele, a wéréd nich o mierze 10°. 20°. 30°, 40°, 50°, 100°, 120°, ...
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Gdy nie mozna byto przeprowadzi¢ trysekcji kata metodami klasycznymi, wprowa-
dzono do podziatu sposoby nieklasyczne. Do nieklasycznych metod mozna zaliczy¢:
— Archimedesa trysekcje kata,
— trysekcje kata za pomocg kwadratury,
— konstrukcje Pappusa,
— konchoide Nikomedesa,
— trysekcje kata z wykorzystaniem tuku hiperboli.

Omoéwimy krotko nieklasyczng trysekcje kata, zwang ,Archimedesowg”. Mamy po-
dzieli¢ dowolny kat kKAOB = a na trzy réwne czesci (rys. 8).

Z punktu O zataczamy dowolny p6lokrag o promieniu r. Na linijce odktadamy odcinek
o dtugosci r i oznaczamy go przez CD. Oznaczajgc dwa punkty na linijce przestaje ona
by¢ linijkg pierwszego rzedu — tamiemy zasade konstrukcji klasycznej. Linijke uktadamy
tak, aby punkt C nalezat do prostej wyznaczonej przez punkty O i .4, za$ punkt D nalezat
do potokregu, a linijka przechodzita réwnoczesnie przez punkt B. tatwo pokazaé, ze kat
kACB réwna sie 1/3 kata kAOB. Niech kat kKACB = < wtedy kat kCOD = <1 bo
trojkat AC OD jest rownoramienny. Natomiast kat kODB = 243 jako kat zewnetrzny
réwny sumie katéw wewnetrznych do niego przylegtych. Tréjkat AODB jest réwniez
réwnoramienny, wiec kat nOBD = 2®, kat kKAOB = a jest katem zewnetrznym tréjkata
ACOB, wiec réwna sie sumie katow wewnetrznych do niego nieprzylegtych, czyli a =
$+ 2> = 3> Stagd 9= 1/3a. Taki spos6éb rozumowania jest bardzo ksztatcacy dla
uczniéw, gdyz rozumowanie dedukcyjne uczniéw jest bardzo stabo rozwiniete. Rozwazania
geometryczne wptywajg nie tylko na rozwéj rozumowania uczniéw, ale réwniez ksztatca
ich wyobraznie.
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4. Wyniki badan eksperymentalnych w zakresie
wykorzystania historii matematyki w nauczaniu

szkolnym

W celu zbadania w jakim stopniu elementy historii wptywajg na efekty dydaktyczne,
przeprowadzono badania eksperymentalne. W roku szkolnym 1992/1993 w wybranych
szkotach wojewddztwa zielonogdrskiego w klasach IV - VIII przeprowadzono badania.
Klasami eksperymentalnymi zostaty wybrane te klasy, ktore osiggaty nizsze rezultaty na-
uczania z matematyki niz odpowiadajace im klasy kontrolne. W obu réwnolegtych klasach
nauczat ten sam nauczyciel, a jedyng réznicg byto stosowanie elementu historii matema-
tyki w klasach eksperymentalnych. Tresci historyczne w klasach byly dostosowane do
programowych, tzn. obejmowaty okoto 10 - 15% lekcji, przy czym okoto 10 minut przypa-
dato na jedng z nich. W klasach kontrolnych — konwencjonalnych — uczono tradycyjnie,
nie stosujgc elementéw historii matematyki.

Badany problem byt nastepujacy:

W jakim stopniu nauczanie historii matematyki wplyuia na efekty dydaktyczne
w zakresie wiedzy ucznidw, jej trwatosci i zainteresowali matematycznych ?~

Co mozna uja¢ graficznie:

Nauczanie matematyki Efekty Dydaktyczne (Ed)
z elementami historii w — wiedza ucznidw
matematyki (NMehm) .t — trwato$¢ wiedzy uczniéw

z — zainteresowania

zmienna niezalezna globalna zmienna zalezna globalna

oraz za pomocg wzoru Ed(w,t,z) = F(NMehrn).
Hipoteza robocza na poczatku badan zaktadata, ze efektywno$é dydaktyczna nauczania
matematyki z elementami historii w klasach eksperymentalnych bedzie wyzsza niz w klasach

kontrolnych. Co mozna zapisaé za pomocg nieréwnosci:
EdNMehm[w,t,z) > EdNk(w,t,z)

EdNMehm — efektywno$¢ dydaktyczna nauczania matematyki z elementami historii ma-
tematyki,
EdNk — efektywno$¢ dydaktyczna nauczania konwencjonalnego.

Modeli lekcji matematyki moze by¢ wiele, w zalezno$ci od tego. jakie tresci historyczne
bedziemy przekazywaé i w jakiej formie. Sposoby przekazywania tresci historycznych zo-
stat}- tak ustalone, jak przedstawiono w poprzednim podrozdziale.
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Przez wiedze matematyczng rozumiemy og6l wiadomosci i umiejetno$ci powiazanych
ze sobg w jedng cato$¢. Trwato$¢é wiedzy to pamietanie jej po uptywie okreslonego czasu.
Zainteresowania matematyczne, to sktonno$¢ do zajmowania sie matematyka w postaci
czytania ksigzek popularno - naukowych, rozwigzywania zadah matematycznych itp.
Przedstawimy dwa przyktady lekcji, na ktdrych realizowano elementy historii matematyki:
Klasa IV. Temat: Powt6rzenie wiadomosci o liczbach pierwszych, ztozonych i cechach
podzielnosci liczb
Cele:

— poznawczy: utrwalenie wiadomosci o liczbach pierwszych, ztozonych i cechach podziel-
nosci,

— ksztatcacy: wdrazanie do postugiwania sie uogélnieniami i terminologiag matematyczng.
— wychowaweczy: dostrzeganie prawdy w treSciach matematycznych na podstawie historii
liczb naturalnych oraz przyzwyczajanie do samokontroli.

Typ lekcji: powtérzeniowa.

Metoda nauczania: pogadanka, gry liczbowe.

Forma pracy uczniéw: jednostkowa, binarna, grupowa, zbiorowa.

Srodki dydaktyczne: kartki z napisami liczb od 0 do 28 (liczba, uczniéw w klasie - 29): kazdy
uczen ma przypietg do ubrania odp[owiednig liczbe, przygotowane krétkie wiadomosci o
liczbach z historii matematyki.

Po sprawdzeniu pracy domowej i krétkim powt6rzeniu nastepuje realizacja problema-
tyki lekcyjnej w formie zabawy. Uczen losuje z zestawu jedng liczbe i wychodzi z klasy.
Po wejsciu do klasy musi odgadng¢ jaka liczbe wylosowat, klasa moze tylko odpowiedzieé
»tak" lub ,nic". Na podstawie odpowiedzi na pytania typu: czy jest. to liczba dwucyfrowa,
parzysta, podzielita przez 3 itd. uczen musi odgadng¢, jaka liczbe wylosowat i opowiedzie¢
co$ ciekawego z historii o lej liczbie, a byta to liczba ,,7". ktérej pitagorejczycy przypisy-
wali nadprzyrodzone wtasciwosci. Uczniowie majac przyczepione numery do ubran stajg
sie liczbami. Nauczyciel stawia zadania dla uczniéw, ktérzy maja wyciggng¢ odpowiednie
wnioski. Oto niektére zadania:

— liczby stang wdwoéjkach, aby suma liczb byta parzysta,

— liczbypotaczg sie w trdjki, aby ich suma byta liczbg parzysts,

— liczby utworzg pary, aby suma ich byta nieparzysta,

— liczbypotaczg sie w pary grup, aby ich suma lub réznica byta liczbg bliskg 19,

liczby zbiorg sie¢ w trzech grupach:

grupa | — liczby, ktére dzielg sie bez reszty przez 3,
grupa Il — liczby, ktére dzielg sie przez 3 z resztg 1,
grupa Il — liczby, ktére dzielg sie przez 3 z resztg 2.

Nauczyciel zadaje pytania, czy mozna tgczy¢ liczb} z danej grupy i miedzy grupami,
czy beda podzielne przez 3. Nauczyciel zadaje pytanie, jaka. role odgrywa, liczba zero.
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czy chetnie byta przyjmowana do gry. Uczen reprezentujacy liczbe ,,zero” odpowiada, ze
jest neutralna przy dodawaniu i tworzy pare z inng liczbg. Uczenn ,bedacy liczbg zero”
wypowiada kilka zdan o sobie, o rozwoju historycznym liczby zero i odczytuje specjalny
wierszyk o tej liczbie. Nauczyciel proponuje, aby kazda liczba przedstawita sie: np. jestem
najmniejszg liczbg naturalna, jestem liczbg naturalng i podaje ,sito Eratostenesa” wyzna-
czania liczb pierwszych, mam trzy dzielniki i podaje algorytm Euklidesa do wyznaczania
NWD dwu liczb itd. Nastepuje podsumowanie lekcji i wyciagniecie wnioskéw typu: suma
dwu liczb parzystych i nieparzystych jest parzysta, suma liczb podzielnych przez 3 jest
podzielna przez 3 itd. W domu uczniowie majg zaproponowaé inng gre, w ktérej bedzie
wykorzystana cecha podzielno$ci przez 4 i 5 oraz przygotowaé wiadomos$ci historyczne
zwigzane z cechami podzielnosci liczb.

Stosowana zabawa z zastosowaniem elementéw historii matematyki uatrakcyjnia lekcje
i przyczynia sie do aktywizacji wszystkich uczniéw.

W klasie széstej duze mozliwosci wprowadzania elementéw historii matematyki daje
Twierdzenie Pitagorasa. Krotko oméwimy jak przehiegata lekcja:

Temat: Twierdzenie Pitagorasa

Cele:

— poznawczy: zapoznanie z twierdzeniem Pitagorasa ijego zastosowaniami,

— ksztatcgcey: rozwijanie umiejetnosci obserwacji, analizowania i wnioskowania z tekstu
matematycznego,

— wychowawczy: wdrazanie do pracy w grupie, rozwijanie zainteresowan matematycznych
i szacunku dla matematyki na przyktadzie Pitagorasa.

Typ lekcji: wprowadzajagca nowy materiat.

Metoda nauczania: problemowa.

Formy pracy uczniéw: indywidualna, grupowa, zbiorowa.

Srodki dydaktyczne: model tréjkata z kwadratami zbudowanymi na jego bokach, odbitki
opis6w twierdzenia Pitagorasa z réznymi sposobami dowodéw geometrycznych, ksigzki i
encyklopedie.

Po powtérzeniu wiadomosci o tréjkatach i zapisie tematu lekcji nauczyciel pokazuje
duzy plakat, na ktérym przedstawiony jest wizerunek Pitagorasa, przeprowadza poga-
danke o jego zyciu i dziatalno$ci. Nastepnie rozdaje 6 grupom (po 5 uczniéw w kazdej
grupie) nastepujace polecenia do wykonania:

— narysowac tréjkat o bokach 5, 4, 3 cm,

— narysowa¢ kwadraty oparte na tych bokach,

— obliczy¢ pola otrzymanych kwadratéw,

— wyprowadzi¢ wnioski i zapisa¢ w postaci wzoru c2= a2+ b2.

— grupa uczniéw, ktéra wykona polecenie w najkrétszym czasie, powinna w encyklope-
diach i stowniku matematycznym wyszuka¢ wiadomos$ci na temat twierdzenia Pitagorasa.
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Po opracowaniu problemu nastepuje przedstawienie wniosku ogétowi klasy i poréwna-
nie go z treécig twierdzenia w podreczniku. Uczniowie podajg ogdétowi klasy wiadomosci
uzyskane z literatury o Pitagorasie i samym twierdzeniu. Kazda grupa majac odbitki do-
wodéw geometrycznych twierdzenia studiuje samodzielnie i stara sie krotko zreferowac
przy tablicy. Nastepnie uczniowie wykonujg ¢wiczenia zwigzane z twierdzeniem Pitago-
rasa, obliczajgc w zadaniach przyprostokatne lub przeciwprostokatng. nastepuje ocena
grup i poszczeg6lnych uczniéw oraz podsumowanie lekcji z podkre$leniem waznosci roz-
wigzanego problemu (tw. Pitagorasa) dla matematyki i praktyki. Jako zadanie domowe
z podrecznika, oprécz éwiczehn na zastosowanie Tw. Pitagorasa, uczniowie maja za za-
danie wyszukaé¢ z ksigzek popularnonaukowych i encyklopedii wiadomos$ci o trojkatach
pitagorejskich, babilonskich, egipskich i innych.

Po zakonczeniu eksperymentu w maju przeprowadzono badania koAcowe, a w czerwcu
dystansowe. Test do badahA koncowych i dystansowych z matematyki w klasach IV -
VIl sktadat sie z zadan o maksymalnej liczbie 100 punktéw. Zainteresowania badano
za pomocg ankiety sktadajacej sie z 20 pytan. Ankiete stosowano dwukrotnie — raz w
badaniach wstepnych (wrzesien 1992 r.) — w celu uchwycenia kategorii zainteresowan
matematycznych uczniéw, a drugi raz w badaniach kofAcowych (maj 1993 r.) — w celu
zaobserwowania zmian, jakie wystapity pod wptywem zmiennej niezaleznej elementéw hi-
storii. Ankieta zawierata nastepujace kategorie zainteresowarn przedmiotem matematyki:
aktywny udziat w lekcjach, aktywny udziat w pracy domowej, czytelnictwo i przynalezno$¢
do kota matematycznego. Badania koncowe wykazaty, ze w klasach eksperymentalnych
wzrosta liczba ucznidéw, ktérzy chetnie uczyli sie matematyki, zwiekszyta sie aktywnos¢
ucznidw na lekcji oraz w pracy domowej. Wzrosta réwniez liczba przeczytanych ksigzek
popularnonaukowych oraz zwiekszyta sie liczba oséb wstepujacych do kota matematycz-
nego. Ponadto zaznaczyt sie silny zwigzek miedzy wzrostem zainteresowan uczniéw klas
eksperymentalnych a wynikami nauczania, przy prawie niezmienionych zainteresowaniach
uczniéw klas kontrolnych. Jako przyczyne tej sytuacji wskaza¢ trzeba fakt, ze uczniowie
pod wptywem historii matematyki zaczeli interesowaé sie matematyka, przygotowywali
krotkie referaty, redagowali gazetke szkolng z ciekawymi artykutami historycznymi i za-
daniami itd., ,,zyli” problematyka matematyczng.

Aby sie przekona¢ o ile nauczanie matematyki z wykorzystaniem historii matematyki
jest efektywniejsze od nauczania konwencjonalnego obliczono wskazniki w zakresie wiedzy
ucznidw i jej trwatosci. Wskaznik wiedzy uczniéw obliczono wg wzoru:

Xe— Xk
W =-* m*«100%,
max
gdzie:
Al — $rednia arytmetyczna klasy eksperymentalnej w badaniach kofncowych,

— $rednia arytmetyczna klasy kontrolnej w badaniach koricowych.
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Trwato$¢ wiedzy obliczano wg wzoru:

wt = (ff-fj' 100~ 10096
gdzie:

Xj. X1 — $rednie arytmetyczne punktéw zdobytych przez grupy
eksperymentalne w badaniach dystansowych i kofncowych,

Xj. X\ — S$rednie arytmetyczne punktéw zdobytych przez grupy
kontrolne w badaniach dystansowych i koficowych.

Im wieksze sg przedstawione procentowe wskazniki, tym wieksza jest efektywnos¢ na-
uczania z wykorzystaniem elementéw historii matematyki w stosunku do nauczania kon-
wencjonalnego.

Wyniki badah eksperymentalnych w zakresie przyrostu wiedzy i jej trwato$ci przed-

stawiono w tabeli.
Tabela 1

Klasy oraz odpowiadajgce im wskazniki procentowe w zakresie
wiedzy uczniéw i jej trwatosci

Klasy Klasy eksperymentalne Klasy kontrolne Wskazniki
w zakresie
A S$rednie n2 S$rednie W wt
arytmetyczne arytmetyczne wie- trwa-
dzy  tosci
konco- dystan- korico- dystan-
we sowe we sowe
e Yc Ak yk
v 29 86 75 30 68 52 20 14
\Y 30 80 70 28 65 52 15 9
VI 30 77 67 26 59 46 18 12
\al 31 70 60 30 56 44 14 9
Vi 29 75 65 27 58 45 17 11
149 77.6 67,4 141 61,2 47,8 168 1
N i, A2 — liczby uczniéw w poszczegélnych klasach.

Jak wynika z tabeli, najlepsze rezultaty uzyskata klasa czwarta eksperymentalna za-
rowno w $rednich wynikach rozwigzania testéw, jak i wskaznikéw efektywnosci dydak-
tycznej. Okazato sie, ze w klasie czwartej eksperymentalnej, w ktérej stosowano elementy
historii matematyki na lekcjach, efekty dydaktyczne bylty — w zakresie przyrostu wiedzy
uczniow — 20% wyzsze, a trwato$¢ o 1-1% wieksza w poréwnaniu do klas kontrolnych.
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Efektywnos$¢ nauczania matematyki z elementami historii matematyki klas ekspery-
mentalnych jest okoto 17% wyzsza w zakresie wzrostu wiedzy uczniéw i o 11%, w zakresie
jej trwatosci w stosunku do klas kontrolnych. Znacznie wzrosto zainteresowanie uczniéw
matematyka oraz aktywnos$¢ uczniéw na lekcji.

Uczniom w badaniach koncowych zadano pytanie: ,co sadza o elementach historii
wprowadzanych na lekcje matematyki?”Wiekszo$¢ uczniow klas eksperymentalnych byta
zadowolona z tej formy pracy. Oto co napisali w odpowiedzi na to pytanie: ,Bardzo mi
odpowiada ten spos6b nauczania, teraz nie boje sie matematyki, bardziej rozumiem, o
czym sie mowi i tatwiej mi jest rozwigzywa¢ zadania”. Nauczyciele rowniez sg zadowoleni
z wigczania historii matematyki na lekcje, poniewaz urozmaicajg prace, pozwalajag na
wiekszg aktywizacje i samodzielno$¢ uczniow.

5. Zakonhczenie

Przedstawione propozycje realizacji historii matematyki nie wyczerpujg tematu, sg je-
dynie zachetg dla nauczycieli matematyki, aby w miare mozliwosci wykorzystywali je w
pracy z uczniami na lekcjach i zajeciach pozalekcyjnych. Woéwczas uczniowie bedg wie-
cej wiedzie¢ o historii matematyki, o matematyce i matematykach. Moze $wiadczy¢ o
tym fakt. ze niektére elementy historyczne miatem mozno$¢ sam wykorzysta¢c w prak-
tyce jako nauczyciel matematyki. Zawsze spotykaty sie one z duzym zainteresowaniem
uczniéw. Czesto stawiali mi dodatkowe pytania, wymieniali uwagi szeptem miedzy sobg.
W ielokrotnie miatem mozliwos$¢ stwierdzenia przy egzekwowaniu materiatu naukowego,
ze wiadomosci, do ktérych udato mi sie dobra¢ ilustracje historyczne, byty lepiej i grun-
towniej przyswojone. Warto réwniez pokaza¢ uczniom pewne problemy matematyczne,
ktére do dzi§ nie zostaty rozwigzane.

Uczniowie powinni wiedzie¢, ze matematyka jest nauka ciagle rozwijajacg sie, a nie
zamknietg hermetycznie, w ktérej juz nie mozna nic udowodni¢, czy tez odkryé. Zachodzi
pytanie, skad nauczyciele czerpa¢ majg materiat historyczny?

Trzeba stwierdzié, ze w obecnej chwili materiatéw tych jest coraz wiecej w postaci ksia-
zek, artykutow, plakatow i nagran magnetowidowych. Mozna powiedzie¢, ze materiatéw
historycznych jest do$¢ duzo, tylko nauczyciele powinni chcie¢ i umie¢ z nich skorzystaé.

W zwigzku z przedstawionym opracowaniem nasuwaja sie wnioski:

— wynikéw przedstawionych badan nie mozna uogélnia¢, gdyz sa to badania przeprowa-
dzone na matej prébie,

— nalezy zacheca¢ nauczycieli matematyki jak i innych przedmiotéw, np. fizyki, biologii,
plastyki itd. do wigczania elementéw historii matematyki do swoich przedmiotéw,

— trzeba opracowaé¢ doktadnie tresci z historii matematyki do materiatu programowego
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poszczegblnych klas. tak aby nauczyciele mogli je wykorzystywac,

— nalezy doskonali¢ formy, metody i $rodki dydaktyczne przekazu tresci historycznych,
— trzeba uswiadamia¢ nauczycieli, ze elementy historii matematyki przyczyniajg sie do
wzrostu umiejetnosci i zainteresowan uczniéw, a tym samym do lepszych efektéw dydak-
tycznych,

— prowadzi¢ badania efektywnos$ci w relacji miedzy historig matematyki a edukacjg ma-
tematyczng na réznych poziomach nauczania szkolnego,

— opracowacé historie regionalnych o$rodkéw matematycznych,

— zorganizowaé warsztaty na temat historii matematyki w nauczaniu szkolnym,

— wznowi¢ wazniejsze publikacje z historii matematyki, aby byty dostepne dla nauczycieli

i uczniow.
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Abstract

The work consists of the introduction, the four chapters, the termination and the
bibliography that includes 77 books and periodicals connected with maths history.

At the beginning the aims of introducing maths history into school teaching have been
shown. The most important one is to obtain an increase in the interests in maths, and in
the results of teaching pupils.

In the first subsection one may find out about the beginning of maths history, i. e.
when it was introduced into school teaching. As early as in the 1972 on the International
Congress of Mathematical Education which was held in Paris, one of the main subjects
was finding the connection between maths history and its teaching at school. The program
of the Polish school also makes teachers to deliver some historical contents to pupils.

The second subsection contains the methods of introduction the maths historical el-
ements into teaching. Among them one may separate talks, lectures, plays, radio and
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TV broadcasts pretences of lessons etc. The historical facts ought to be delivered with
theoretical substance during the lessons. It is supposed to occupy from 10 to 15 per cent
of the lesson time at historical elements, so it should last aproximately 5-10 minutes per
lesson.

In the third subsection the program of the realization maths history at school has
been shown. There are 5 examples of problems connected with maths history for classes
from 4 to 8 at the primary school and for classes from 1 to 4 at the secondary school.
The adequate bibliography has beeen added. We may find out what contents can be gone
through during the lessons of maths. We mean interesting problems, short lines of poetry
etc.

In the last subsection the results of the experimental research have been shown. The
maths history was introduced into the experimental classes from 4 to 8 (during the school
year 1992/93). From this research it follows that maths history caused an increase in
knowledge of pupils by 17 per cent: the persistence of the knowledge was higher by 11
per cent compared with supervisory classes. The interst in mathematics increased as well:
the pupils’ activity was higher, the homework better done, children read more etc. Pupils
and teachers were content with the introduction maths history into teaching.

In the ending some conclusions have been expressed. The most important, one concerns
the advice for teachers: they ought to introduce maths history elements into teaching at
each stage at primary and secondary school because it increase the effectiveness in teaching
mathematics.



