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Streszczenie
Celem w prow adzenia historii m atem atyki do nauczania szkolnego je s t podniesie­

nie zainteresow ania uczniów m atem atyką, rozwój ich ku ltu ry  m atem atycznej oraz 
wzrost wyników nauczania. Przedstaw iono pewne treści z historii m atem atyk i, które 
m ożna realizować w szkole podstawowej i średniej. Fakty historyczne mogą obejm o­
wać 10 - 15 % lekcji, czyli 5 - 10 m inut na jed n ą  z nich w postaci pogadanki, roz­
w iązania zadania, objaśnienia rysunku itd. i powinny być om aw iane z m ateriałem  
teoretycznym . Z badań eksperym entalnych wynika, żc h isto ria  m atem atyk i wpływa 
w 17 % na wzrost wiedzy uczniów, w 11 % na jej trwałość oraz przyczynia się do 
rozwoju zainteresow ań m atem atycznych.

LESSONS OF MATHEMATICS WITH MATHS’ HISTORICAL 
ELEMENTS AND THE EFFECT OF THEM ON TEACHING AND 
DEVELOPMENT OF MATHEMATICAL INTERESTS 

Summary
In order to  raise an in terest in m aths by pupils and ob tain  an increase in the 

effectiveness in teaching th is sub ject, one intends to in troduce m aths historical ele­
m ents in to  school teaching. Some contents connected w ith m aths h is to ry  in prim ary 
and secondary school have been shown. It is supposed to  occupy from 10 to 15 per 
cent of th e  lesson tim e at them , so it should last about 5 - 1 0  m inutes per lesson. 
From th e  experim ental research it follows th a t m aths h isto ry  causes an  increase in 
knowledge of pupils by 17: per cent the persistence of the  knowledge is higher by 11 
per cent. T he in terest in m athem atics increases as well.
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y P O K H  M A T E M A T H K H  C  3 J I E M E H T A M H  H C T O P H M  M A T E M A T H K H  

H  B J 1 H H H H E  9 T H X  Y P O K O B  H A  P E 3 Y J I L T A T B I  O E B I H E H M H , A 

T A K 1 K E  H A  P A 3 B H T H E  H H T E P E C A  Y H E H H K O B  K  M A T E M A T H K E

Pe3ioM e
H e jib io  B B eĄ em in  HCTopMH MaTCMaTUKM b  ooyHeHMe HBJiiieTCii noBbime- 

Hue H H T epeca  yneHHKOB k  M aTeuaTH K e, a  TaioKe pe3VJibTaTOB o 6 v h c h h j i . 

n  pMBOHHTCH OTfleJIbHUfi 6 P arM eH ™  HCTOpHH MaTeMaTHKH B HaMaJlŁHOH H 
cpeztH eii n iK o a ax . M cTopHwecK He chaKTbi. npeflcTaBJieHHbie b  BHfle Geceflbi, 
pCIUeHHB 3a^aM . oO^bflCHCHHil pHCyKKOB H T. n . flOJI*HbI 3aHHMaTb 10 - 15 % 
B cex ypoKOB. a  b o  opeM H o c h o t o  y p o K a  —  5 - 1 0  m h h v t.
Pe3VJIbTaTbI BKCnepHMeHTaJlbHOrO H3VHeHHH 3TOH npOÓiieMbl CBHfleTejIbCTBy- 
! o t  o to m , m to  Ó Jia ro ip ip H  BBc^eHHio a j ic m c h to b  HCTopHH Ha y p o ica x  MaTeM- 
a T H K H  pOCT 3HaHHH VHeHHKOB yBC.THMHOaeTCil Ha 1 7  % ,  a  npOHHOCTb ycBOe- 
h h ji . \ ia T e p n a j ia  —  Ha 11 % .

0. W stę p

YY prow adzając elem enty historii m atem atyk i na lekcjach należy odpow iedzieć sobie na 
następu jące pytan ia:

- po co je  w prow adzam y?
- jak ie  treści z historii m atem atyk i są najbardziej potrzebne uczniom ?
- za pom ocą jakich  form , m etod  i środków dydaktycznych przekazywać uczniom 
treści historyczne?
- czy i w jakim  stopniu  elem enty  h istorii m atem atyki m a ją  wpływ na  wzrost wy­
ników nauczania i rozwój zainteresow ań m atem atycznych?

Na postaw ione powyżej py tan ia  tru d n o  jes t jednoznacznie odpowiedzieć, lecz w prak­
tyce szkolnej trzeb a  szukać najbardziej optym alnych rozwiązań.

Zasadnicze cele, k tó re  przyśw iecają  w prowadzeniu elem entów historii m atem atyki w 
szkołach, są następujące:

a) ożywienie i ua trakcyjn ien ie  lekcji, ty m  sam ym  rozwój zainteresow ań przedm iotem ,
b) pogłębienie zrozum ienia przez uczniów m atem atyk i i możliwość skonfrontow ania po­
ziomu wiedzy tej sprzed wieków' z obecną, co stanowi dodatkow ą m otyw ację do rozwią­
zyw ania zadań sprzed setek la t,

c) podniesienie ogólnej ku ltu ry  m atem atycznej uczniów' oraz zrozum ienie m iejsca i roli 
m atem atyk i we w spółczesnym  świecie.

Na podstaw ie badań ankietow ych dotyczących stosowania historii m atem atyki na lek­

cjach (badaniem  ob ję to  s tu  nauczycieli m atem atyk i szkól podstaw ow ych i średnich) wy­
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nika, że nauczyciele w idzą potrzebę jej stosowania w nauczaniu szkolnym, lecz nie zawsze 
wiedzą jak  to  zrobić. M iędzy dostrzeganiem  a stosowaniem historii m atem atyk i na lek­

cjach istnieje ten d en c ja  m alejąca. Na podstawie badań, rozmów z nauczycielam i, literatury  
naukowej m ożna zauw ażyć, że h istoria m atem atyki przenika do nauczan ia  szkolnego bar­
dzo wolno. N ajbardziej w ykorzystują historię m atem atyki na  lekcjach nauczyciele z dużym 
stażem  pracy, nauczyciele którzy ukończyli studium  nauczycielskie oraz nauczyciele szcze­
gólnie zainteresow ani tą  dziedziną wiedzy. Obecnie sy tuacja  d iam etra ln ie  się zm ieniła, bo 
h istoria m atem atyk i znalaz ła  swoje miejsce w program ie studiów  m atem atycznych. Do­
tychczas wśród wielu przyczyn nieprzenikania historii m atem atyki do nauczan ia  szkolnego 
m ożna było zaliczyć m iędzy innym i braki w zakresie lite ra tu ry  naukowej tego przedm iotu.

Teraz okazuje się, że sy tuacja  znacznie się zm ieniła, ponieważ m ożna znaleźć pozy­
cje książkowe [3], [21], [22], [23], [61] oraz ciekawe artyku ły  w czasopism ach polskich, 
jak: „D elta” , „D ydaktyka m atem atyk i” , „M atem atyka” , „Problem y D ydaktyczne M ate­
m atyki” , „N auczyciel i M atem atyka” . „W iadomości M atem atyczne” , a  także czasopism a 
zagraniczne. A utorzy  podkreślają , że ciekawostki historyczne w zbudzają  zainteresowanie 
nawet wśród tych uczniów, którzy uczą się m atem atyki jedynie z obow iązku, bowiem dla 
wielu uczniów m atem aty k a  nauczana w szkole jest często przedm iotem  nielubianym .

Brak m otyw acji i zainteresow ań do uczenia się m atem atyk i, obok abstrakcyjności po­
jęć, wad program u i niewłaściwych m etod nauczania, jest jed n ą  z przyczyn niepowodzeń 
i trudności uczniów  w jej uczeniu się. Taki układ powoduje, że m atem atyka jest nie tylko 
trudna, ale również s ta je  się nudna dla uczniów. Sposób, w jaki uczeń trak tu je  m atem a­
tykę, zw iązany je s t z jej specyfiką i z osobą nauczyciela. M uszą to  być nauczyciele nie tylko 
„mili i kochani” , ale nauczyciele umiejący w odpowiedni sposób przekazać uczniom wiedzę 
m atem atyczną i zdolni do rozbudzenia zainteresowań wśród uczniów tym  przedm iotem .

P onadto  w ażne je s t przekonanie ucznia, że m atem atyka jest. zw iązana ściśle z człowie­
kiem i tow arzyszy m u na każdym kroku, od zarania dziejów. P rzykładem  związku m ate­
m atyki z życiem je s t problem  podw ojenia sześcianu, rozwiązywany przez dw a tysiące lat, 
by w końcu znaleźć rozw iązanie negatyw ne, mówiące, iż konstrukcja p latońska jes t w tym  

przypadku niem ożliwa. Chodzi również o to, aby zm ieniać zły w izerunek m atem atyka, 
w obiegowej opinii, k tó ry  to  w izerunek często kojarzy się jako  osoby dziw nej, m ającej 
jedyne hobby — w ym yślanie trudnych problemów, a  jedyną rozrywkę —  ich rozwiąza­
nie. A przecież m atem atycy , to często ludzie wszechstronni, hum aniści, ludzie oczytani, 
dowcipni, czasem  frywolni, ciekawi.

Na fakt}’ p rzedstaw ione powyżej m ożna spojrzeć inaczej, gdy w ykorzystam y w na­

uczaniu h isto rię  m atem atyk i. W prow adzenie historii m atem atyki na  lekcje nie może być 
tylko suchym  zestaw ieniem  faktów albo rejestrem  życiorysów’ sławnych ludzi. Powinna 

ona tłum aczyć sens w prowadzenia danego pojęcia, zadania, tw ierdzenia itp . oraz ob ja­
śniać dlaczego przebiegał on w łaśnie w taki a nie w inny sposób. A rgum entacja może 
być historyczna lub m atem atyczna. Na przykład rozwój rów nań algebraicznych w okresie
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O drodzenia we W łoszech m a argum entację  na tu ry  h istorycznej, na tom iast rozwój grup w 

zw iązku z rozw ojem  równań będzie w ym agać uzasadnien ia  m atem atycznego.
N asuwa się pytanie: czy napraw dę w arto  wprowadzać historię m atem atyki na lek­

cje i zapoznaw ać uczniów z daw nym i problem am i? Nowa m atem atyka, której uczą się 

uczniowie (po zm ianach program u w 1961, 1967 i późniejszych), m a m ało wspólnego z 
daw ną m atem atyką. Jedynie  daw ne problem y i teorie  lepiej w yraża się za pomocą no­
wego języka i nowych pojęć. O dpowiedź na  postaw ione py tan ie  jes t jednoznaczna: należy 

h istorię m atem atyk i wprowadzać do nauczan ia  szkolnego, aby przełam ać bierność, nie­
chęć i zaham ow ania uczniów do tego przedm iotu , a  tym  sam ym  w płynąć na  rozwój ich 
aktyw ności m atem atycznej. R ozbudzenie zainteresow ań m atem atyką jes t bowiem podsta­
wowym w arunkiem  osiągania sukcesów w jej nauczaniu. D latego też niniejsze opracowanie 
m a być zachętą  dla nauczycieli m atem atyk i do inspirow ania działań , aby w m iarę możli­
wości w prowadzali uczniów’ w elem enty historii m atem atyk i na swoich lekcjach i zajęciach 
pozalekcyjnych.

l .R y s  h is to r y c z n y  w p row ad zan ia  e le m en tó w  historii 
m a te m a ty k i do  n a u cza n ia  szk o ln ego

W naszej lite ra tu rze  dydaktycznej brak jest naukowych opracow ań dotyczących wyko­
rzy stan ia  h istorii m atem atyk i w nauczaniu  i jej roli w podnoszeniu ku ltu ry  matematycznej 
[11], [13], [32], [33], [35], [45], [46]. P roblem  w prow adzania do procesu nauczania histo­
rii m atem atyk i nie jes t nowy. Szczególny nacisk na nauczanie historii nauk w szkołach 
średnich k ład ł P. Tanncry  (1843 - 1904) — francuski historyk m atem atyk i. Domagał się 
przeznaczenia pó łto rej godziny’ tygodniow o na w ykład historii nauk dla uczniów ostatniej 
klasy, jako  oddzielny przedm iot prowadzony’ przez specjalistów  poszczególnych dyscyplin 

naukow ych. Podobne poglądy reprezentow ał we W łoszech m atem atyk  i h istoryk G. Lo- 
ria (1862 - 1953) [3], Już  K om isja M iędzymarodowa do Spraw’ N auczania Matematyki, 
utw orzona w 1908 r. na M iędzynarodow ym  K ongresie M atem atyków  w Rzym ie, wyraziła 
żądanie szerokiego uw zględniania rozw oju historycznego m atem atyk i [43]. Nie będziemy 
wy’m ieniać spo tkań  i konferencji, n a  których om aw iane były kw’estie zw iązane z wykorzy­

stan iem  historii nauki. W ystarczy  zauw ażyć, że ju ż  w 1952 r. zostały  dokładnie sprecy­
zowane p y tan ia  w ty m  zakresie [45]: czy h isto ria  nauki może interesow ać uczniów? Czy 

nauczanie historii nauki jes t po trzebne i jak ie  wnosi w artości do procesu dydaktycznego? 
Czy i w jak im  stopniu  oraz na m iejscu jakiego m ateria łu  m ożna ją  włączyć do przecią­

żonych program ów  szkolnych? K to  jest najbardziej kom peten tny  by uczyć historii nauki? 
Na jak ie  elem enty należałoby zwrócić uwagę w toku nauczania h istorii nauki?
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B yła to  pierwsza M iędzynarodow a Konferencja N auczania historii, uznając doniosłość 
historii nauki nie tylko dla prawdziwego zrozum ienia poszczególnych nauk, lecz również 
dla poznania ogólnej i całkowitej historii ludzkości, uchwaliła następującą rezolucję:
a) popiera akcję rządów , k tóre  w prowadziły nauczanie historii nauk do programów szkól 
średnich,
b) wyraża życzenie, ażeby we w szystkich krajach takie  nauczanie zostało wprowadzone w 
szkołach podstawow ych i średnich,
c) w yraża nadzieję, że reform a nauczania w szkołach wyższych, zm ierzająca do zwiększe­
nia liczby wykładów historii, myśli naukowej i historii nauk. przyczyni się skutecznie do 
kształcenia nauczycieli, k tórzy  będą powołani do realizacji tego nauczania w szkołach.

W Polsce okresu m iędzywojennego elem enty historii m atem atyk i zostały  uwzględnione 
po raz pierwszy w doskonałych podręcznikach w zakresie szkol)' średniej z algebry i geo­

metrii S. Kulczyńskiego i S. S traszew icza (1937). Przy niektórych tem atach  m erytorycz­
nych znajdujem y w tych podręcznikach inform acje o rozwoju pojęcia liczby, początkach 
rachunku różniczkowego, K artezjuszu, N ewtonie i inne. W iadom ości historyczne były włą­
czane do treści program ow ych. N atom iast S. Dickstein i E. S tam m  [69] skłaniali się do 
wyodrębnienia kursu historii m atem atyki i prow adzenia go obok kursu m atem atyki szkol­
nej.

Po drugiej w ojnie światowej tylko niektóre podręczniki szkolne zaw ierały elem enty 
historyczne, przew ażnie w postaci krótkich życiorysów m atem atyków , których elem enty 
teorii realizowano w program ie. W 1972 r. K om itet H istorii Nauki i Techniki PAN opra­
cował m em oriał w spraw ie nauczania w Polsce historii nauki i h istorii techniki, k tóry we 
wnioskach organizacyjnych dla resortu  oświaty i wychowania zaw iera następujące postu­
laty [45]:
- określenie zagadnień h istoryczno - naukowych, jak ie  należy uwzględnić w program ach 
szkolnych,
- rozdziały i fragm enty podręczników  szkolnych różnych poziomów powinny byc opinio­

wane przez historyków nauki i techniki,
- nauczyciele przedm iotów  obejm ujących elem enty historii nauki i techniki powinni być 
stopniowo dokształcani w tym  zakresie,
- okręgowe ośrodki m etodyczne powinny podjąć badania nad realizacją w szkołach obo­

wiązującego program u nauczania w zakresie dotyczącym  historii nauki i techniki.
Przejawem  dużego zainteresow ania historyków nauki nauczaniem  reprezentow anej 

przez nich dyscypliny, było utw orzenie — w ram ach M iędzynarodowej Unii H istorii i 

Filozofii Nauki — specjalnej komisji zajm ującej się tym  zagadnieniem .
K om isja ta  podczas zgrom adzenia ogólnego w Moskwie w 1971 r. została  zreorgani­

zowana w taki sposób, aby działalnością swoją objąć mogła zarówno nauczanie historii 
nauki, jak  i kształcenie przyszłych wykładowców tej dyscypliny. Na drugim  M iędzynaro­

dowym Kongresie N auczania M atem atyki w Paryżu w 1972 r. pracow ała „grupa robocza"
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zajm ująca się zw iązkam i m iędzy h isto rią  i nauczaniem  m atem atyki. P race tej grupy kon­
tynuow ane były na  kolejnym  K ongresie w K arlsruhe w 1976 roku. Ogólny tem at Kongresu 
brzm iał następująco: H isto ria  m atem atyk i jako  krytyczne narzędzie do sporządzania pro­
gram u nauczan ia” .

N a tym  K ongresie został zatw ierdzony związek pod nazw ą M iędzynarodowej Grupy do 
B adania  Relacji M iędzy H istorią  i D ydaktyką M atem atyki. Inform acje o pracach tej Grupy 
są publikow ane system atyczn ie  w kw artaln iku m iędzynarodow ym , ukazującym  się od 1974 
r. w USA ..H istoria M ath em atica” . Szczególnie aktyw nym  w pracach tej grupy jest R. J. K. 
Stow asser - przeodniczący. W  redagow anym  przez siebie czasopiśm ie „M athem atiklehrer” 
ukazującym  się od 1980 r. w Niemczech, publikuje m ateriały , k tó re  m ogą być wykorzystane 
w pracy szkolnej. Są tu  m . in. propozycje ujęcia pewnych zagadnień program u matematyki 
uw zględniając drogę ich historycznego rozwoju. Stowasser penetru je  historię m atem atyki i 
wydobywa te  fragm enty, k tó re  są a trakcy jne  dla ucznia, niezbyt trudne , aby nie zniechęcać 
ucznia, oraz odpow iednio  trafn ie  w ytyczające ideę om aw ianego fragm entu  wiedzy.

W  Rosji elem enty h istorii m atem atyk i za jm ują  ważne miejsce w procesie kształcenia 
m atem atycznego [23], Tam  też w la tach  osiem dziesiątych ukazały się książki poświęcone 
historii m atem atyk i w szkole dziesięcioletniej [16]. Celem tych podręczników jest dostar­
czenie konkretnej pom ocy nauczycielom  określonego m ateria łu . Do każdego tem atu  pro­
gram u szkolnego dane są krótkie  pogadanki, k tóre proponuje się prowadzić na  lekcjach 
m atem atyk i m im ochodem , średnio n a  każde sześć lekcji p rzypada jed n a  pogadanka. W 
rozdziałach przeznaczonych d la  kółka m atem atycznego znajdu je  się m ateria ł historyczny 

dopełn iający  w iadom ości przekazyw ane na  lekcjach.
P rogram  polskiej szkoły również zobow iązuje nauczyciela do przekazyw ania uczniom 

w procesie nauczan ia  w iadom ości z historii m atem atyki i zapoznania ich z życiorysem i 

działalnością w ybitnych m atem atyków  [51, 52]. Nie m a jednak w program ie konkretnych 
wskazań na  to , jak ie  w iadom ości z historii m atem atyki należy przekazywać uczniom, w 
których klasach w jak iej objętości i w jakich działach m atem atyk i szkolnej.

Z przedstaw ionych danych historycznych wynika różnorodność podejścia do kwestii hi­
storii m atem atyk i w szkole i ważność tego zagadnienia d la  kształcen ia  m atem atycznego. Z 
pew nością nie stan ie  się ona oddzielnym  przedm iotem  nauczania, jak  również nie powinna 

być m etodą i środkiem  do opanow ania pewnego zakresu m atem atyk i, ale pow inna tworzyć 
obraz m atem atyk i jako  nauki żywej i rozw ijającej się, dawać możliwość przew idyw ania jej 
przyszłości.
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2. F orm y w p row ad zan ia  h istor ii m a tem a ty k i do  na­
u czan ia  szk o ln ego

Nie w ydaje się rzeczą możliw ą ustalenie jakichś stałych form i reguł postępow ania przy 
w prowadzaniu historii m atem atyk i do nauczania szkolnego [33], [34], [35], [37], [43], [46],
[67], [68], [69], Zależy to  w yłącznie od inicjatywy nauczyciela i od znajom ości przez niego 
historii m atem atyk i. W  jednym  przypadku uwzględni on w yłącznie chronologię pojaw ie­
nia się pewnych osiągnięć i dużo uwagi poświęci ich au torom , m . in. życiorysom , w drugim 
będzie chodziło o ukazanie jak  poprzez badania poszczególnych uczonych n a ra s ta ła  wiedza 
m atem atyczna. W  pracy szkolnej obie te  form}' będą m iały miejsce. W  pierwszych latach 
nauki najlepiej je s t stosować pierwszą formę, a  dalszych latach  — drugą formę, gdyż 
obie p rzyczyniają  się do rozwoju umysłowego uczniów. Z aznajam ianie uczniów z historią 
m atem atyki oznacza przem yślane, planowe w ykorzystanie na  lekcjach faktów z historii na­

uki i ich ścisłe pow iązanie z system atycznym  przekazywaniem m ateria łu  programowego. 
G w arancja sukcesu leży w um iejętnym  wykorzystaniu elementów historii m atem atyki w 
taki sposób, aby organicznie zlewały się one z w ykładanym  faktycznym  m ateria łem . Z 
elem entam i historycznym i pow inno się najpierw  zapoznać uczniów na lekcjach m atem a­
tyki, a dopiero w drugiej kolejności na  zajęciach pozalekcyjnych. Jeśli zacząć taką pracę 
od klasy czw artej szkoły podstawowej i prowadzić ją  system atycznie do klasy ósm ej, a 
następnie w szkole średniej, to  „element historyczny” z czasem stan ie  się dla samych 
uczniów konieczną częścią lekcji. W ten  sposób elem enty historyczne m ogą się przyczy­
niać do zw iększenia m otyw acji w uczeniu się m atem atyki, a  tym  sam ym  do zwiększenia 
skuteczności nauczania.

Chodzi o znalezienie takich form w prowadzania historii m atem atyk i na lekcjach, które 
aktyw izow ałyby m atem atyczn ie  wszystkich uczniów. W śród wielu form , k tóre  m ożna wy­
korzystać przy przekazyw aniu treści historycznych na lekcjach i zajęciach pozalekcyjnych 
z m atem atyk i, m ożna wymienić następujące:
— „pogadanka” , to  um ow ny term in na  lekcji, k tóry  oznacza podanie pewnego faktu z 
historii m atem atyk i w form ie opow iadania nauczyciela, rozpatrzenie i objaśnienie rysunku, 

krótką uwagę, rozw iązanie interesującego zadania itp .,
— referaty  przygotow ane przez uczniów na określone tem aty,
— studiow anie i czy tan ie  ciekawych artykułów  z prac m atem atycznych i historycznych,

— studiow anie oryginalnej lite ra tu ry  historycznej z p róbą zapisu w obecnej symbolice 

matematycznej,
— gry i zabaw y m atem atyczno  - historyczne,

— dyk tando  m atem atyczne i opis konstrukcji.
— rozw iązyw anie zadań konkursowych i historycznych,

— wykonywanie sam odzielnie prac na podstawie literatury z historii matematyki.
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— studiow anie i oglądanie audycji radiowych i telewizyjnych oraz filmów z kaset magne­
towidowych zw iązanych z m atem atyką i h istorią,

— spotkania z w ybitnym i nauczycielam i i m atem atykam i,

— różne form y aktyw izacji na  lekcjach m atem atyk i, np. d ram a - zabaw y tem atyczne,

— sym ulacja odkryć m atem atycznych, od starożytności do czasów najnow szych,

— w ieczornica zw iązana z h is to rią  m atem atyk i, pierwsza część teoretyczna a druga część 
w form ie zabawy, np. dyskoteka,

—  dodatkow e lekcje pośw ięcone historii m atem atyk i,

— wycieczki h istoryczne, częściowo zw iązane z m atem atyką,

— kolo m atem atyczne prow adzone przez nauczyciela historii i m atem atyk i,

— gazetka m atem atyczna szkolna i klasowa z ciekawymi opracow aniam i,

— szkolne zawody, telet urn ieje m atem atyczno  - historyczne,

konkursy dotyczące działalności ludzi związanych z m atem atyką np. Leonardo da Vinci,

— spotkan ia  z w ybitnym i znaw cam i ku ltu ry  i historii,

-— tea trzyk  historyczno - m atem atyczny,

— inne formy, k tóre  wg nauczyciela pozw alają realizować historię m atem atyk i.

B ardzo ważne je s t w ykorzystyw anie popularno - naukowych seriali telewizyjnych, w
których po jaw iają  się tem a ty  zw iązane z m atem atyką, a rch itek tu rą , rozwojem cywiliza­
cji, np.: Zycie codzienne w staroży tnym  Egipcie; Dzień w którym  zm ienił się wszechświat; 
Sztuka św iata zachodniego; M istrz i uczeń dawniej i dziś; A rty s ta  i jego św iat: P rzestrze­
nie i inne [35], P rogram  telew izyjny „P rzestrzen ie” , em itowany 17.07.1993 r. (wywiad 
i w spom nienia bliskich w spółpracowników o Profesorze W. O rliczu), zrobił na  jednej z 
nauczycielek tak  duże w rażenie, że opisała  swoje spostrzeżenia w „M atem atyce” n r 4 z 
1994 r.. d a jąc  jako  p rzyk ład , w jaki sposób m ożna humanizować nauczanie m atem atyki. 
Niezwykłe barw ny jest d ram atyczny  życiorys Z. Krygowskiej, k tó ra  m iała  w życiu dwie 
pasje: góry i m atem atykę [29].

Inny sposób w łączania h istorii m atem atyk i do procesu dydaktyczno - wychowawczego 
szkoły to  d rużyna harcerska o specjalności m atem atycznej. D rużyna taka  w latach  70, 

prow adzona by ła  w Zielonej Górze [67], [68].

W  program ie działalności d rużyny było pogłębianie wiadomości m atem atycznych po­
przez zabaw ę, p rak tykę  terenow ą, zdobyw anie sprawności specjalistycznych, konkursy, tu r­
nieje, w ydaw anie czasopism a itd . D rużyna sk ładała  się z pięciu zastępów , po 10 osób w 
każdym , gdzie jeden  zastęp  składał się z uczniów klasy czw artej, drugi — klasy pią­
te j, trzeci — szóstej itd . Pozw alało to  w sposób ciągły przez okres pięciu la t zaznajam iać 

uczniów z ta jn ikam i m atem atyk i, przy rów noczesnym  realizowaniu założeń programowych 
Związku H arcerstw a Polskiego.

Poszczególne zastępy m ogły w ybierać nazwy wielkich m atem atyków , jak : Eulerowcy. 

K artezjusze, K opernikanie, P itagorejczycy. Talesowcy, P latończycy i inni.
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N a teren ie  szkoły bardzo w ażną funkcję spełnia gazetka m atem atyczna, k tó ra  pełni 
rolę pośrednika w realizacji innych form pracy i m a duże walory popularyzatorskie historii 

m atem atyki poprzez zam ieszczanie ciekawych zadań, łamigłówek, anegdot, rysunków i in­
nych m ateriałów . Spełn ia  nie tylko funkcję inform acyjną, ale również popularnonaukow ą, 
dydaktyczną i wychowawczą.

W ykorzystany czas na  ogół 5 - 1 0  m inut na przedstaw ienie wiadomości z historii 
m atem atyk i nie należy uważać za stracony, jeśli tylko nauczyciel potrafi fakt historyczny 

podać w ścisłym  zw iązku z om aw ianym  m ateriałem  teoretycznym .
Elem enty h istoryczne należy wprowadzać choćby po to , aby nie dom inował na lekcji 

m atem atyk i tylko przekaz słowny — w ykład, czy ciągłe tłum aczenie ze strony nauczyciela 
jakiegoś problem u. Chodzi o zorganizowanie na lekcji tak  nauczania, aby uczniowie mogli 
sam odzielnie pracow ać, bo w tedy zwiększa się jej skuteczność.

Ju ż  krótki referat zw iązany z lekcjami, na których om aw ia się Tw ierdzenie P itagorasa 
[21] i Talesa [76], oparty  na  życiorysie oraz różne sposoby dowodu tych tw ierdzeń mogą 
zachęcić uczniów do poszukiwań twórczych dla przekazania sensownego stosowania m ate­
m atyki. Uczniowie powinni widzieć sens nauczania m atem atyki jako nauki użytecznej, a 
nie tylko jako  rozw iązyw anie, często „nudnych” zadań szkolnych. To wszystko powinien 
wyjaśnić i pokazać w rozwoju historycznym  nauczyciel m atem atyki.

3. R ea liza c ja  h is to r ii m a tem a ty k i w  p rogram ie  
szk o ln ym

Przedstaw im y pew ne w ybrane hasła programowe realizacji historii m atem atyki w po­
szczególnych klasach szkoły podstawowej (kl. IV - V III) i w szkole średniej [51], [52]. 
Z akłada się, że m a te ria ł historyczny w ystąpi w danej klasie na 10 - 15 % lekcjach m a­
tem atyk i, poświęconych zarówno zagadnieniom  teoretycznym , jak  i praktycznym . Fakty 
h istoryczne m ogą zajm ow ać około 5 - 10 m inut danej lekcji i powinny być om aw iane z 
m ateria łem  teoretycznym  w postaci pogadanki, rozw iązania zadania, ob jaśnienia rysunku 
itd . M ateria! historyczny powinien być w łączany do treści program ow ych i skorelowany 
z program em  nauczan ia  danej klasy. W iadom ości historyczne w większym stopniu bę­
dzie m ożna realizować w szkole podstawowej niż w szkołach średnich, ponieważ szkoły 
średnie ogólnokształcące i zawodowe, ze względu na duże zróżnicowanie profili (różnej 

liczby godzin realizacji lekcji m atem atyki) mogą w zależności od potrzeb poświęcić histo­
rii m atem atyki m aksym alną liczbę godzin w klasach m atem atycznych, a  m inim alną — w 
hum anistycznych i szkołach zasadniczych.
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Podam y pew ne propozycje realizacji treści z historii m atem atyk i w szkołach (bez po­
daw ania profilu i typu  szkoły). D okładniej zajm iem y się realizacją treści historycznych w 
klasach IV - V III szkoły podstawow ej. Klasy te  bowiem spe łn ia ją  bardzo w ażną rolę w 
krystalizow aniu się u uczniów zainteresow ania przedm iotem , k tóre  w konsekwencji przera­
dza się w trw ale  zainteresow anie m atem atyką. Z pew nością w rozwoju tych zainteresowań 
dużą rolę m ogą odegrać elem enty historii m atem atyki właściwie w ykorzystane na lekcjach 
m atem atyk i.

Przedstaw im y pew ne przykładow e zagadnienia z historii m atem atyk i, k tóre można 
realizować w poszczególnych klasach szkoły podstawowej i tak:

w klasie IV:
a) znaki cyfrowe różnych narodów  [22], [36],
b) liczby na tu ra lne  w historii m atem atyk i [13], [25], [31],
c) system y liczenia — rzym ski i arabski [21]. [31],
d) odkrycie zera [18], [22],
e) sito  E ra tostenesa  do w yznaczania liczb pierwszych [21], 

w klasie V:
a) a lgorytm  Euklidesa do w yznaczania największego wspólnego dzielnika dwu liczb [21],
b) z historii ułam ków  zw ykłych [13], [18],

c) z historii ułamków' dziesiętnych [8],
d) liczby ujem ne i dodatn ie  [3], [18], [21],
e) m atem atyka h induska i babilońska [24], [53], [61],

w klasie VI:

a) odkrycie liczb niew ym iernych [4], [14], [55],
b) liczba 7T, długość okręgu [44], [66],
c) tw ierdzenie P itagorasa  [22],
d) z historii konstrukcji geom etrycznych [7], [62],
e) zadan ia  staropolskie i p iram idy  egipskie [20], [54], [77],

w klasie VII:
a) tw ierdzenie Talesa [20], [21],
b) sym bolika literow a K artez jusza  [2], [23],

c) D iofantes i rozw iązyw anie rów nań [21], [28],
d) sposoby konstrukcji wielokątów foremnych [22],
e) podział odcinka n a  pew ną liczbę części [72],

w klasie V III:

a) znaki działań , w ty m  potęgow anie i pierw iastkow anie [2],
b) o polskim  języku  m atem atycznym  [64]. [70].
c) z h istorii funkcji, szczególnie trygonom etrycznych [2], [23].
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d) z historii techniki obliczeniowej [49],
e) konstrukcje za pom ocą cyrkla i linijki [7], [20], [21].

W szkole średniej proponuje się rozpatrzyć następujące tem aty : 

w klasie I:
— różne aksjom atyki, w tym  liczb rzeczywistych [42], [50],
— dowody tw ierdzenia Talesa [10], [21], [76],
— „E lem enty” E uklidesa [26], [47],
— z historii rozcinania prostokątów  i kw adratów  na różne kw adraty  [48],

— Stefan Banach, w ybitny  polski m atem atyk  [30], [39], [75],

w klasie II;
— różne dowody tw ierdzenia P itagorasa [20], [22],
— rów nania kw adratow e w babilońskich tekstach klinowych [6], [73],
— o narodzinach dowodu w m atem atyce [5],
— polska szkoła m atem atyczna [19], [32],
— ciągi liczbowe i K. F . G auss [23], [28],

w klasie III:

— gran ica funkcji, ciągłość, pochodna i przeszkody epistom ologiczne [23], [58],
— histo ria  wzoru E u lera  dla wielościanów [17], [59],
— J . Śniadecki — tw órca polskiego słownictw a m atem atycznego [63],
— zagadnienie czterech barw  [12],
— z historii logarytm ów  [41],

w klasie IV:
— z historii rachunku praw dopodobieństw a [23], [40],

—  sławne problem y teorii liczb [38],
— M. Łobaczewski —  tw órca geom etrii nieeuklidesowej [1], [15], [56],
— klasyczne konstrukcje platońskie i ich nieklasyczne rozw iązanie [35], [60],
—  z historii rachunku całkowego [23].

Przedstaw iliśm y tylko orientacyjny podział tem atów  teoretycznych do w ykorzystania 

w poszczególnych klasach. Znacznie więcej czasu będzie zajm ować rozwiązywanie cieka­
wych zadań babilońskich, egipskich i innych.

N auczyciel, aby być tw órcą procesu dydaktycznego, a  nie tylko odtw órcą, powinien 

rozpoczynać od m ałej liczby tem atów  z historii m atem atyki i co roku sukcesywnie zwięk­
szać ich liczbę. N iektóre tem aty  będą się pow tarzać, w tedy m ożna m ateria ł poszerzać w 

zależności od przygotow ania m atem atycznego uczniów. N a przykład  algorytm  Euklidesa 
w ystępuje w klasie IV , V. a naw et w wyższych klasach, a  tw ierdzenia Talesa i P itago­
rasa w szkole podstawow ej i średniej. Nauczyciel w zależności od możliwości poznawczych 
uczniów danej klasy pow inien dobierać tem atykę historyczną do treści m atem atycznych
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tak , aby uczniowie osiągali satysfakcję w pracy z m ateria łem  historycznym  oraz uzyskiwali 
większe rezu lta ty  w uczeniu się m atem atyk i. W  szkole średniej d la  uczniów zaintereso­

wanych treści h istoryczne m ożna przekazyw ać w form ie poszerzonej, do samodzielnego 
w ykonania w postaci referatu , czy rozw iązania zadań itd.

N auczyciel pow inien widzieć po trzebę  w łączania wiadomości historycznych do naucza­
n ia  szkolnego, w tedy problem y te  b ędą  jego i uczniów. W prow adzanie historii matematyki 
na  lekcje nie je s t s tra tą  czasu, lecz w ażnym  sposobem  aktyw izacji uczniów.

W  szkole średniej m ożna zaproponow ać uczniom  sam odzielne przygotowanie treści hi­
storycznych oraz p rzedstaw ienie ich n a  zajęciach z ca łą  klasą, prow adząc zajęcia lub będąc 
asysten tam i nauczyciela. W  szkołach d la  pracujących, aby zainteresować przedmiotem, 
również m ożna sta rać  się w prow adzać pew ne treści historyczne.

N a pew nych przykładach  pokażem y, jak  m ożna w szkole, szczególnie w klasach IV - 
V III, w ykorzystyw ać elem enty historii m atem atyk i w nauczaniu  i uczeniu się m atematyki. 
Już  w klasie czw artej, gdy zapoznajem y uczniów z rzym skim  system em  liczenia, można 
pokazać, jakie  były i są inne system y liczenia. Zw racam y uczniom  uwagę na niedogodność 
rzym skiego system u liczenia (addytyw nego), bo tu  każdy pojedynczy znak I, II, III, IV, 
V, X, XX, L, C, D, N, ... m a swą w artość, a w artość układu znaków jes t równa sumie 
poszczególnych znaków. Tu wskazujem y uczniom , że wielkim osiągnięciem byio powstanie 
system u arabskiego, k tó ry  pow stał w Indiach w V II - IX wieku, a rozpowszechniony został 
w E uropie przez A rabów  w X - X III wieku. Je s t to  system  pozy cyjny, tzn. wartość, znaku 
zależy od m iejsca, w k tó rym  je s t napisany. N ajbardziej jest nam  znany używany obecnie 
system  dziesiątkowy, w k tó rym  do zapisyw ania liczb służy dziesięć cyfr: 0, 1 ,2 , 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9. K olejno m ożna omówić jak  pow stały  cyfry, a  szczególnie należy zwrócić uwagę na 
odkrycie zera.

D użą rolę przypisyw ano liczbie 5, 10, 20 to  znaczy, liczbie palców jednej ręki, dwu, 
łącznie w szystkich palców na  rękach i nogach.

P itagorejczycy bardzo duże znaczenie przypisyw ali liczbie „7” — tydzień m a siedem 
dni, św iat pow stał w siedem  dni itd . M ożna zainteresowanych uczniów zapoznać z in­

nym i uk ładam i liczenia, jak : dw ójkow ym , trójkow ym , piątkow ym  itd . Tu zw racam y uwagę 
uczniom , że odkrycie zera  i trak tow an ie  go jako  liczby, było wielkim osiągnięciem  w m ate­
m atyce. Bowiem kiedyś „zero” trak tow ano  na  oznaczenie „nic” , a  więc wyrażenie 5 + „nic” 
nie m iało  sensu, n a to m iast w yrażenie 5+ 0  m a sens, bo jes t to  liczba 5. Aby zwrócić uwagę 
uczniom  na pojęcie cyfry i liczby m ożna rozw iązać następujące zadanie:

Ile różnych cyfr użyto do ponum erow ania książki liczącej 361 stron?

O m aw iając liczby pierwsze i złożone m ożna kilka zdań poświęcić greckiemu m atem aty­
kowi E ratostenesow i (II w. p. n. e .), k tó ry  w ynalazł m etodę w yznaczania liczb pierwszych, 

zw aną „sitem  E ra to s tenesa” . E ra tostenes jak  gdyby „przesiew ał” liczby w określony spo­

sób, tak  aby w „sicie” pozostaw ały tylko liczby pierwsze. Możemy polecić uczniom wy­
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pisanie kolejno w szystkich liczb naturalnych , poczynając od 2 do 100. N astępnie należy 
skreślić wszystkie liczby parzyste  większe od 2, a potem  skreślając w szystkie liczby po- 
dzielne przez 3, ale większe od 3, z pozostałych wykreślić liczby podzielne przez 5 (ale 
bez 5) itd. Po zakończeniu skreśleń pozostaną tylko liczby pierwsze (podzielne przez 1 i 
przez sam ą siebie). 2, 3. 5, 7. 11, 13, 17, 19, ... itd . Uczniom szczególnie zainteresow anym  
możemy polecić ciekawostki o liczbach pierwszych z lite ra tu ry  [65]. N a przykład  liczba

11111111111111111111111

(jedynka pow tórzona 23 razy) jes t pierwsza. Sprawdzić to  nie jes t łatw o, znacznie prościej 
wykazać, że jeśli liczba, której wszystkie cyfry są jedynkam i jes t pierw sza, to  liczba jej 
cyfr musi być liczbą pierwszą. Jednak  w arunek ten nie jest w ystarczający, ponieważ liczby 
111, 11111, 1111111 są złożone. M ożna wspomnieć również o W. Sierpińskim  i o liczbie 
pierwszej o 969 cyfrach [M atem atyka nr 2(52). (1958)]. Interesujące jest również zadanie, 
które polecamy uczniom :

Znajdź liczbę wiedząc, że po pom nożenia je j  przez sam ą siebie, dodaniu 2, 
podwojeniu otrzym anego wyniku, zwiększeniu o 3 uzyskanej liczby oraz po po­
dzieleniu przez 5 i pom nożeniu przez 10 o trzym am y liczbę 50.

(Ucha ad - Din al - A lm uli 1 5 j7 - 1622, m atem atyk irański) 

Odpowiedź: liczba 3.

R ealizując w klasie czw artej i p iątej podzielność liczb naturalnych  podajem y uczniom 
algorytm  Euklidesa do w yznaczania największego wspólnego dzielnika dwu liczb a  i b.

A lgorytm  — to  układ (schem at) działań formalnych, za pom ocą których m ożna roz­
wiązać wszystkie zadan ia  tego sam ego typu. Euklides — grecki m atem atyk  (330 - 275 
p. n. e.) — wprowadził sposób postępow ania, którego celem jes t znajdow anie wspólnego 
dzielnika dwóch liczb całkow itych, jak  też wspólnej m iary dwóch odcinków. O to przykład 
algorytm u obliczania najw iększego wspólnego dzielnika dwóch liczb 345 i 128.

2 1 2 3 1 1 5
345’ 128’ 8 9 ’ 39 ' 11’ 6 ’ 5 ’

256 89 78 33 6 5 5 
‘89’ ’ 39 ’ 11’ 6 ’ 5 ’ 1 ’ 0 

Kolejność algorytm u jest następu jąca: większą liczbę (3450 dzielim y przez m niejszą (128), 

następnie dzielnik (128) dzielim y przez pierwszą resztę (89) i tak  kolejno pierw szą resztę 
dzielimy przez drugą, d rugą  resztę  przez trzecią i tak  do końca, aż o trzym am y resztę równą 

zeru. P rzedostatn ia  reszta 1 jes t szukanym najw iększym  w spólnym  dzielnikiem  dwu liczb
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N W D (3 A 5 ,128) =  1. A lgorytm  obliczania N W D  dwu liczb m ogą uczniowie przedstawić 
w postaci schem atu  blokowego.

W  historii rozw oju ułam ków zwykłych w ystąpiły  trzy  stopnie rozwoju tego pojęcia:

— sym bol u łam ka oznaczał część pewnej obranej jednostk i — sym bol 
u Babilończyków oznaczał połowę objętości określonego naczynia,

— przenoszenie sym bolu ułam ka z jednej wielkości na  drugą, co zauw aża się u Egipcjan 
i R zym ian,
—  przejście od ułam ków  mianowanych do niem ianow anych, czyli jak  mówimy w matema­
tyce — abstrakcy jnych , np. 1/4 -f 2 /3  =  11/12 nie przypisujem y tym  znakom  liczbowym 
żadnego m iana.

Dopiero pod koniec XVIII wieku ułam ki zaczęto traktow ać jako  liczby. Duży wkład 
w rozwój ułam ków  wniósł L. Euler. U płynęło wiele la t zanim  zaczęto używać ułamków 
dziesiętnych [8]. P ierw szy zapis ułam ka dziesiętnego bez przecinka użył Al - kaszi w 1427 r. 
w dziele „K lucz do ary tm etyk i” . W ciągu X V III stu lecia kropka i przecinek wyrugowały 
kolejno inne znaki d la  oddzielenia części całkow itej od ułam kowej.

W  klasie p iątej w prow adzając liczby ujem ne m ożna wspom nieć o historii liczb ujem­
nych, jako  jednym  z ciekawszych rozdziałów myśli m atem atycznej. M atem atycy świata 
antycznego nie zajm ow ali się liczbami ujem nymi.

G recy za liczby uważali tylko liczby natu ralne. Dopiero D iofantos z A leksandrii (druga 
połowa III i początek  IV wieku p. n. e.) rozróżniał liczby „dodaw ane” i „odejmowane”. 
Używał do zaznaczenia liczb odejm owanych znaku odejm ow ania, <-|j  którym  była 
u niego odw rócona litera psi. Diofantos również pierwszy wśród m atem atyków  greckich 
po trak tow ał u łam ki na równi z innymi liczbami. Liczby ujem ne bardzo powoli wchodziły 
do uży tku . Nowoczesne ujęcie arytm etyki liczb ujem nych przyniósł dopiero wiek XIX. Tu 
m ożna postaw ić następu jące  zadanie do rozw iązania.

N a kam ieniu  grobowym wielkiego m atem atyka greckiego D iofanlosa widniał 
ułożony przez Eutropiusza napis tej treści:

Przechodniu: Pod tym  kam ieniem  spoczywają prochy D iofanlosa, k tóry zm arł 
w głębokiej starości. Przez szóstą część swego długiego życia był dzieckiem, a 
dwunastą m łodzieńcem . Następnie siódmą część życia poszukiwał zony. W  pięć 
łat po pojęciu m ałżonki urodził się syn, k tóry żył do wieku dwakroć mniejszego 

od lat ojca. W  cztery lata po śm ierci syna zasnął snem  wiecznym  Diofantos. 
Powiedz, jeś li um iesz obliczyć, w jakim  um arł wieku?

O P itagorasie  (570 - 496 p. n. e.) i jego uczniach tw orzących szkołę matematyczną 

m ożna powiedzieć przy nauce o liczbach niew ym iernych w klasie szóstej, k tóre odkryto 
w szkole p itagorejsk iej. gdy stosowano tw ierdzenie P itagorasa. O kazało się, że istnieją 
związki geom etryczne, np. stosunek przekątnej kw adratu  do jego boku, których nie można
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a

b

n

b

Rys. 1

wyrazić jak dotąd  żadną liczbą. Nie ulega wątpliwości, że najwięcej okazji przedstaw iania 
historii m atem atyki w nauczaniu stw arza tw ierdzenie P itagorasa w klasie szóstej. Ucznio­
wie sam i w związku z tym  tem atem  m ogą poznać wiadomości historyczne drukow ane w 
różnych książkach. Zestaw ienie różnych dowodów tego tw ierdzenia w książce Sz. Jeleń- 
skiego „Siadam i P itago rasa’’ stanowi piękny przykład  w ykorzystania historii m atem atyki 
do nauczania. W szystkie dowody op ie ra ją  się w yłącznie na  równoważności figur. Pole­
camy uczniom , aby korzystając z dwu rysunków’ przedstaw ili sposób rozum owania, jaki 

przeprowadzi! P itagoras (rys. 1)
Rozumowanie uczniów:

B udujem y kw adrat, k tórego bok rów na się sum ie przyprostokątnych a i b danego 
tró jk ą ta  prostokątnego. K wadrat ten  dzielim y na dw a kw adraty a2 i b2 oraz dwa równe 
prostokąty o bokach a i 6, których przekątna wynosi c. O trzym aliśm y cztery równe tró jkąty  
prostokątne I. 11, U l, IV. U kładając na  drugim  kw adracie o boku równym sum ie a i b 
kolejne tró jkąty  o trzym am y pośrodku kw adrat o boku c2. S tąd wniosek, że kw adrat o 
boku a 4- b, pom niejszony o 2bc, d a je  w pierwszym  przypadku a2 +  b21 a w drugim  c2, a 
więc a2 + b2 = c2.

W tym  miejscu jest doskonała sposobność poświęcenia uwagi tró jkątom  pitagorejskim , 
to  znaczy takim , których boki w yrażone są liczbam i naturalnym i a, b. c, zw iązanym i wa­
runkiem  a2 + b2 — c2. B ędą to  tró jk ą ty  p rostokątne. Pierwszy to  tró jką t egipski o bokach 
3 ,4 ,5 , drugi to  tró jką t babiloński o bokach 5 ,12 ,13 .

P itagorejczycy zajm ując się i baw iąc liczbam i nie przypuszczali, że tw ierdzenie P ita ­
gorasa stanie się przyczyną niew ypow iedzianych „nieszczęść” późniejszych generacji m a­
tem atyków . Rozważając tró jką t p rostokątny  o ram ionach równych jednostce długości nie 
po trafił wyrazić długości przeciw prostokątnej w zależności od boku. Związek otrzym any 
1-4-1 =  2 nie jes t liczbą kw adratow ą. Udowodniono też. że \ /2  nie może być równy 
ułam kowi. Cala filozofia przyrody o p a rta  na sprowadzaniu każdego zjawiska do liczb cał­



304 W . Trochanowski

kowitych zosta ła  zagrożona. Nową wielkość nazwali niew ym ierną, to  znaczy taką, której 
nie m ożna sobie w yobrazić ani wymierzyć. „Legenda mówi, że odkrycie liczby \ /2  miało 

m iejsce na okręcie w czasie podróży po morzu. O dkrywcę w yrzucono za b u rtę , a  cala za­
łoga zobow iązała się do u trzym an ia  w tajem nicy odkrycia” . W  kw adracie o boku równym 
jeden znajdu je  się odcinek — jego przekątna, którem u nie odpow iada żadna liczba.

Po określeniu liczb niew ym iernych podajem y przykłady, wśród nich liczbę 
7r =  3,1415.... L iczba tc zw iązana jes t z problem em  kw adratu ry  kola (zbudow anie kwa­
d ra tu  o polu rów nym  polu koła), k tó ry  przez ponad 2 tysiące la t był jednym  z największych 
problemów m atem aty k i. Stosunek obwodu kola do średnicy jes t liczbą s ta łą  i oznacza się 
ją  grecką lite rą  n , od pierwszej litery  greckiego słowa „peryferia” —  okrąg. Liczbę 7r na­

zywa się tez liczbą A rchim edesa lub ludolfiną. Sym bol tt po raz pierw szy został użyty w 
1706 roku przez m atem aty k a  angielskiego W. Jonesa i spopularyzow any w połowie XVII 
wieku przez L. E ulera . Je s t liczba niew ym ierną i przestępną. Babilończycy około 2000 
roku p .n.e. szacowali 7r jako  równe 3, E gipcjanie 7r =  (1 6 /9 )2, na tom ias t Archim edes w 

III wieku p .n .e. u sta lił tt jako  równe w przybliżeniu 22/7 .
W śród polskich uczonych problem em  kw adratury  kola zajm ow ał się m atem atyk  A. Ko­

chański (1631 - 1700). L iczba ir weszła również do języka potocznego („pi razy oko” ) oraz 
w ystępuję w w ierszach i powieściach. W dawnych latach m odne było uk ładan ie  wierszyko­
wych powiedzeń, w k tórych liczby lite r w kolejnych słowach są odpow iednikam i kolejnych 

cyfr rozw inięcia it. Uczniowie na  lekcji sam i m ogą próbować uk ładać  tak ie  wierszyki.
O to  wiersz o liczbie r  ułożony w czasie zm agań sportow ych na M undialu w Argentynie, 

opublikowany w m iesięczniku DELTA (1978. n r 6):

..Już i Lalo i D eyna 31 ¿¡15 
strzelili do bram ki obcej 9265 
dwa karne 35
Lubański dostrzegł m istrza  Szarm acha 8919

gdy on tak w ypuścił cios szacha 3238Ą6
że zdobyć m usi cel gry 261,33
K rzyknął gol na M undial A rgentyna 83219
Zatem  tr =  3,14159265358979323846264338327950...”

O to  bardziej znany w iersz K. Cwojdzińskiego o liczbie tt:

„K uć i orać w dzień zawzięcie, 
bo plonów nie m a bez trudu  

złocisty szczęścia okręcie 
kołyszesz...
kuć. M y nie czekam y cudu 
robota to potęga ludu"
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W arto  również próbow ać rozwiązać zadania staropolskie w ydane w 1760 r. w książce 
„ R achm istrz polski” typu  [77]:

Zadanie 1:

W  pewnym  m łyn ie  znayduią się 2 kam ieni, gdzie jeden miele przez godzinę 
iedną, m iarek 5, drugi kam ień miele przez godzinę iedną, m iarek  7, przyniósł 
jeden  m iarek 30. Chcąc żeby m u M ielnik wraz na obedwa kam ienie zasypał, 
ale tak proporcjonalnie żeby się wraz y m ym ełło . Quae wiele na każdy wsypać 

kam ień?

Zadanie 2:

Z  pewnego Woyska zginęło czwarta część od szabli, a dwa p iatey części od 
ognia a uciekło ich l j  tysięcy, Quaer, wiele len Regimen m ie l w sobie?

Zadanie 3:

Kawaler p łaci zł. 3. Dama zł. 2. Pacholik 1 /2  zł. Było wszystkich osób Nyo 
20, a tez dali zł. 20. Quaer. Wicie ich każdych z osobna było?

W  klasie siódm ej uczeń zapoznaje się z tw ierdzeniem  Talesa. W książkach popularno­
naukowych, jak  Sz. Jeleńskiego „L ilavati” oraz artykułach  podanych w bibliografii można 
spotkać wiele ciekawych opracow ań, dotyczących tego tw ierdzenia i jego zastosowań.

M ożna również z uczniam i w ybrać się na wycieczkę w teren  i zm ierzyć wysokość 
drzew a, czy szerokość rzeki tak , jak  wykonał to  Tales z M iletu (ok. 620 - 540 p.n.e.). Do­
konał on również pom iaru  odległości okrętu  od brzegu, prow adząc n a  piasku linie, które 
przedstaw ia rys. 2. S tw ierdził on, że długość odcinka A E  je s t rów na szukanej odległości 
C D . Polecam y uczniom  uzasadnić popraw ność rozum owania.

E

Rys. 2
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Rozwiązanie: W nioskując z danych na  rysunku (rys. 2) tró jką ty  B A E i BCD są przy­
sta jące . W tedy zachodzi proporcja:

# § = ś S = i ’ st*d a e = c d -

Z tw ierdzenia Talesa korzystano z kolei m iędzy innym i m ierząc wysokość piramidy:

Niech x  oznacza wysokość piram idy, a - długość cienia p iram idy, 1 - słupek 
jednostkow y, b - cień ja k i rzuca słupek jednostkow y, wtedy m am y

x  1 a
— =  Ti s tąd  x  = a b  b

Należy polecić zm ierzenie wysokości drzewa, kom ina fabrycznego itp.

Grecka algebra geom etryczna może oddać duże usługi uczniom , gdy opracowujemy 
wzory skróconego m nożenia. B udując bok kw adratu  składającego się z sum y dwóch od­
cinków a 4- 6, o trzym ujem y pola, k tó re  w yznaczają znany nam  wzór na kw adrat sumy 
dwu wyrażeń:

(a +  6)2 =  a2 +  2ab +  b2 (R y s .3)

Uczniom należy uw ypuklić ogrom ne udogodnienia, jak ie  da je  sprecyzow ana na  prze­
łom ie XVI i X V II w ieku sym bolika algebraiczna, bowiem do tego czasu posługiwano 
się tylko słownym i sform ułow aniam i. O K artezjuszu m am y możliwość opowiedzieć, gdy 
przerab iam y układ  w spółrzędnych prostokątnych, sym bolikę literow ą danych a ,b ,c  i nie­
w iadomych x , y . z  oraz zadan ia  z geom etrii w klasie ósm ej.

W iele ciekawych problem ów  jes t zaw artych przy rozw iązyw aniu rów nań z jedną  lub 
dw iem a niew iadom ym i. O to jeden  z nich:

n9’ ab

nK» i.*

Rys. 3



Lekcje m atem atyki z elem entam i historii 307

Pewnego razu Cypryda rzekła do Erosa, który wyglądał bardzo sm utnie: Dla- 
czegoś taki zm artw iony, co ci je s t synu? a Eros odrzekł: Schodziłem  z Helikonu 
naładowany w yśm ien itym i jabłkam i. M uzy potrącając mnie, zabrały m i prawie 
wszystko. Klio wzięła m i piątą część tego com niósł, Euterpe — dwunastą, Ta­
lia — ósm ą i M elpomena  — dwudziestą. Terpsychora zabrała czwartą część, a 
Erato wzięła czwartą część dla siebie. Polichymnia porwała 50 jabłek, Urania 
wzięła 120 a Kaliope, upadając pod ciężarem, uciekła z 300 jabłkam i. I  oto 
ręce moje ulżone, gdyż boginie pozostawiły m i tylko 500 jabłek! Ile jabłek m iał 
Eros?

Z adania tego typu  w ym agaja pewnych informacji z mitologii, k tóre młodzież może 
łatwo uzyskać zag lądając choćby do encyklopedii. Życie starożytnych m atem atyków  o to­
czone jest legendam i. Postara jm y  się odgadnąć, o kim mowa?

a) Zadziwił kapłanów  egipskich tym , że zm ierzył wysokość p iram idy i obliczył odle­
głość od brzegu płynących po m orzu statków , posługując się tylko laską oraz zapowiedział 
zaćm ienie słońca w 585 r. p. n. e. (Tales).

b) Urodził się na  w yspie Samos, nauczał w tzw. „szkole P itagorejskiej” (P itagoras).
c) O bliczył sum ę liczb od 1 do 100 szybciej od nauczyciela (G auss).
Już  pitagorejczycy zajm owali sie figurami foremnymi. Ich um iłow aną figurą był pen­

tagram , zwany gw iazda pitagorejską. Jest to pięciokąt foremny, którego boki przedłużone 
w obie strony tw orzą pięciokąt gwiaździsty. Pentagram  przyjęli za swoje godło i łączyli 

je  ze słowem hygea — zdrowie. Znakiem  tym  pozdrawiali się i w zajem nie rozpoznawali, 
kreśląc go na  piasku. O to  zadanie zw iązane z tym  problemem:

Po narysowaniu w pięciokącie forem nym  wszystkich przekątnych o trzym am y  
tzw. pięciokąt gwiaździsty. Oblicz sum ę jego kątów „sterczących” (rys. j ).

Jan Brożek (1585 - 1052)
— praca z roku 1638 pt. Obrona Arystotelesa i Eklidesa przeciwko Piotrowi

Ram usowi i innym .

Odpowiedź:

3 •180°
9  = — ;—  =  108°, o  =  180° -  2(180° -  9 )  =  36°, 5 a  =  180°.

O

O m aw iając zagadnienia geom etryczne na pew nym  etap ie  nauczania m ożna szczegó­
łowo zreferować is to tę  geom etrii euklidesowej i wspomnieć o geom etriach nieeuklidesowych 

oraz o p iątym  postu lacie Euklidesa.

G eom etria pow stała z potrzeb  człowieka, a duży w kład wnieśli P itagoras, H ipokrates, 
Euklides. Tales i inni. Euklides (ok. 300r. p. n. e.) w swym dziele „E lem enty” przed­
stawił podstaw y geom etrii elem entarnej. „E lem enty” sk ładają  się z 13 ksiąg, w których
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Rys. 4

Euklides zaw arł ca łą  wiedzę nagrom adzoną do tego czasu. N ajw ażniejszym  problemem 
dotyczącym  aksjom atyki, począwszy od starożytności aż do połow y XIX wieku, była nie­
zależność system u Euklidesa, a  w szczególności piątego po stu la tu , zwanego postulatem  o 
równoległych. Mówi on, że przez dany punkt P , leżący poza p ro s tą  k. przechodzi co naj­
wyżej jed n a  p ro s ta  rów noległa do k. P rzyjm ując zam iast p iątego p ostu la tu  zdanie „przez 
punkt nie leżący na prostej m ożna poprow adzić dowolnie wiele prostych do niej równo­
ległych” M. Łobaczewski w 1829 roku skonstruow ał jed n ą  z geom etrii nieeuklidesowych, 
k tó ra  obecnie nazyw a się geom etrią Lobaczewskiego. Innym i m atem atykam i, którzy stwo­
rzyli podstaw y geom etrii nieeuklidesowych, byli: F. G auss, J. Bolyai i B. lliem ann. Idee 
R iem anna zapoczątkow ały  wielkie dw udziestowieczne teorie geom etryczne, a mianowicie 
różniczkowych rozm aitości riem annowskich i bardziej od niej ogólną teorię przestrzeni to­
pologicznej, jak  również sta ły  się bazą m atem atyczną d la  stw orzenia przez A. Einsteina 
ogólnej teorii względności.

W form ie ciekawostki m ożna podać wiadomości o „złotym  podziale odcinka” . Złotym 
podziałem  odcinka o długości a nazyw am y taki podział tego odcinka na  dwie części o 
długościach x  i a — x ,  że cały odcinek m a się do swej większej części jak  większa do 

m niejszej. S tąd  p roporcja  a : x  =  x  : (a — x). O dcinek o długości x  nazyw am y złotą 
częścią tego odcinka (rys. 5).

A B  = a , B O  =  1 /2 a A C  =  x  A B  : A C  = A c : C B  a : x  =  x  : (ti — z).

P ropo rc ja  ta  da je  rów nanie kw adratow e x 2 +  ax — a2 =  0. D odatn im  pierwiastkiem 
tego rów nania je s t x =  1 a . A więc długość większych części pow stałych przy zło­
tym  podziale odcinka długości a jes t rów na v̂ ~ 1 a. Liczbę n iew ym ierną oznaczać
będziem y przez w, co w przybliżeniu jes t równe 0,61803398....

S taroży tn i G recy tw ierdzili, że prostokąt zbudow any n a  odcinkach, których długości 

m a ją  się do siebie jak  1 : u.', w ydaje się najładniejszy , na jbardzie j proporcjonalny. Zlo-
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Rys. 5

tym  podziałem  zachwycali się Grecy, k tórzy  stosowali konsekwentnie tę  zasadę w sztuce 
i a rch itek turze. Długość architraw u Św iątyni A teny Partenos m a się do wysokości całego 
budynku jak  1 : 0, 62. Podobne proporcje m a znana B ram a B randenburska w Berlinie, 
wieża ratuszow a w Lipsku pozostaje do jego podstaw y w złotym  stosunku. K ształty  zło­
tego podziału m ają  flagi państwowe. S tronice zeszytu, pocztów ki, korty tenisowe, stronice 
książki i czasopism a m a ją  p roporcje skalowane z m yślą o tym , aby złoty kształt m iała 
strona. Z łotą proporcję odnajdu jem y analizując rozm ieszczenie odcinków w starogreckich 
heksom etrach, w m alarstw ie i muzyce. In teresujące jes t, że da  się ją  zauważyć i w ciele 
człowieka. Botanicy już daw no zauw ażyli, że regułom  złotego stosunku podlega u wielu 

roślin położenie liści.
Istn ieje również bardzo ciekawa zależność m iędzy średnią geom etryczną liczb, średnią 

ary tm etyczną i średnią harm oniczną. Okazuje się, że średnia geom etryczna jest złotą 
częścią pozostałych średnich i zaw arta  jes t m iędzy dw om a pozostałym i

2 ab
a -4- 6 2

Liczba u: i złoty podział po jaw iają  się w sposób dość zaskakujący w rachunku praw ­
dopodobieństw a.

Do tej historycznej tem atyk i w arto jeszcze włączyć tem at rozwoju polskiego języka 
m atem atycznego [64]. N ie trzeba  nikogo przekonywać, jak  w ażną rolę odgryw a ta  pro­
blem atyka w podnoszeniu ku ltu ry  m atem atycznej uczniów oraz w ich zainteresowaniu 
rozw ojem  ojczystego języka. D latego też m ożna uczniom  na lekcji postaw ić problem  typu: 
„Jak  myślicie, czy łatwo byłoby wam porozum ieć się z wszystkimi rówieśnikami w polskiej 
szkole na lekcji m atem atyk i n a  p rzykład  w 1538 roku?" P y tan ie  to  na  pew no rozbudzi 
wśród uczniów zaciekawienie, a  szczególnie tak  odlegle la ta . W tedy m ożna uczniom opo­
wiedzieć. że w tym  w łaśnie roku ukazał się pierwszy podręcznik m atem atyk i napisany w 
języku polskim : „A lgorytm us to  jes t nauka Liczby Polską rzeczą", w ydany przez księdza
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T om asza Klasa. S k łada się z trzech części. P ierw sza o osobach liczebnych, d ruga o regule 
D etri, trzecia o rozm aitych rachunkach. Z tej książki dow iadujem y się, że dawniej liczono 
tak: iedność, dwoicza, troycza, cztyrzy, pięć, sześć, siedm , ośm , dziewięć, dziesiątek, że 
licho to  liczba n ieparzysta , cetno to  liczba parzysta , kocient to  iloraz, przydaw anie to 
dodaw anie, lom anie to  u łam ek. N iektóre nazwy pozostały  ju ż  bez zm iany do dziś, np. 
liczba, m nożenie, dzielenie, odejm owanie. M ożna również podać ty tu ły  innych podręczni­
ków m atem atyk i napisanych przez B ernarda W ojewódkę, Stanisław a Solskiego i przykłady 
spotykanego w nich nazew nictw a, np. kupo -  form a ostrosłupow a -  ostrosłup , własność 
przydatkow a -  cosinus, linia g run t m iara -  sinus, linia spadająca  -  tangens, trzykąt ką- 
to tępy  -  tró jk ą t rozw artokątny, sześciokw adrat -  sześcian, tryangul krzyżokąty -  trójkąt 
prostokątny, sztuka u rżn ię ta  cyrkułu  -  wycinek koła, czop -  stożek, wał -  walec.

Bardzo ciekawy jest wierszyk o zerze opublikowany w „M atem atyce” (1975, n r 5):

„Ostrożnie z zerem” Zero do zerowej nie podnoś potęgi
- zapamiętaj sobie - babcia m i mówiła, Nic z tego nie będzie - tak nas uczą księgi.
Zero to potężna i przewrotna siła. -  gdy do potęgi zero inną liczbę masz
Niby takie skromne - moduł dodawania, Jednością jest wynik. Definicje znasz?
Ale bardzo wpływa na inne działania! Zero silnia! Przedziwne i wprost nie do wiary
Zero jako czynnik: pomnóż ile chcesz - - Znowu jest jedynka. Zapamiętaj stary
wynik będzie zerem. Chyba o tym wiesz? A logai-ytm zera wcale nie istnieje,
Jeśli go podzielisz przez dowolne „a* (chyba wiesz dlaczego, cichą masz nadzieję).
(Ale nie przez zero!) Znowu zero masz. Potęgując zero -  masz zero w wyniku,
Dzielić zaś przez zero - babcia zakazała -  Pierwiastkując -  również. Bez Icz i bez krzyku! 
nic ma ilorazu! Jaka ju z  zakała. A więc wniosek łatwo już wyciągnąć stąd
1 dzielenie wcale nie jest określone, bądź ostrożny z zerem -
gdy przez zero będzie zero jmdzielone. możesz zrobić błąd.
(Uzasadnić łatwo, trzeba tylko chcieć 
H" ilomzie możesz każdą liczbę mieć.)

W arto również w spom nieć uczniom  o konstrukcjach geom etrycznych wykonywanych 
za pom ocą cyrk la  i linijki (bez podziałk i), k tóre  nazyw am y konstrukcjam i platońskim i. 

P latończycy szukali rozw iązań konstrukcyjnych m etodą  klasyczną.
M iędzy innym i rozw iązania te  dotyczyły następujących problem ów : trysekcji kąta, 

k uba tu ry  kuli, kw ad ratu ry  koła, kw adratu ry  sfery, podw ojenia sześcianu, problem u Apol- 
loniusza. rektyfikacji sześcianu, konstrukcji wielokątów foremnych. Poszukiw anie rozwią­
zań w ymienionych problem ów  w zasadniczy sposób rozw inęło geom etrie i m echanikę oraz 
spowodowało znalezienie wielu ciekawych rozw iązań m etodam i nieklasycznym i.

K rótko omówim y trysekcję dowolnego kąta. P itagorejczykom  do konstrukcji wielo­
kątów foremnych po trzebny  był podział dowolnego kąta na trzy  równe części. Potrafili 
podzielić okrąg n a  2, 3, 4, 5. 6, 7, 8, 10, 12, 15 równych części, n a to m ias t nie potrafili 
dokonać podziału  na 7. 9. 11, 13 równych części. O krąg łatwo podzielić n a  trzy  równe
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Rys. 6

Rys. 7

części. K onstruujem y w tym  celu tró jką t równoboczny i wpisujemy go w okrąg. Trudniej 
jest podzielić okrąg na 9 równych części. Należy w tym  celu podzielić luk odpow iadający 

kątowi 120° na  trzy  równe części, czyli dokonać trysekcji kąta 120° (rys. 6).
W ydaje się to  bardzo proste, ale przez około dwa tysiące la t najw ybitn iejsi m atem a­

tycy nie potrafili tego dokonać. Okazało się, że trysekcja kąta  klasycznym i środkam i jest 
niemożliwa. Są kąty, d la  których trysekcja jest możliwa, np. 90° (rys. 7).

Z punk tu  B  zataczam y rozw artością cyrkla równą prom ieniowi r luk. M ożna udo­
wodnić, że m ożliwa jes t trysekcja  każdego kąta, którego m iara stopniow a je s t podzielna 

przez 9 (dla kątów 9°, 18°, 27°, ...). M ożna dokonać trysekcji kątów, k tó re  otrzym am y z 
poprzednich przez podział na  2" równych części.

Są to  szczególne przypadki, bo kątów, których nie potrafim y podzielić, pozostaje nie­
skończenie wiele, a  wśród nich o m ierze 10°. 20°. 30°, 40°, 50°, 100°, 120°, ...
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G dy nie m ożna było przeprowadzić trysekcji ką ta  m etodam i klasycznym i, wprowa­
dzono do podziału  sposoby nieklasyczne. Do nieklasycznych m etod m ożna zaliczyć:

— A rchim edesa trysekcję kąta,
— trysekcję kąta  za  pom ocą kw adratury,
— konstrukcję P appusa,
— konchoidę N ikom edesa,
— trysekcję ką ta  z w ykorzystaniem  łuku hiperboli.

Omówimy krótko nieklasyczną trysekcję kąta, zw aną „A rchim edesow ą” . Mamy po­

dzielić dowolny kąt k A O B  =  a  na trzy  równe części (rys. 8).
Z punk tu  O  zataczam y dowolny pólokrąg o prom ieniu r. N a linijce odkładam y odcinek 

o długości r  i oznaczam y go przez C D . O znaczając dw a punk ty  na  linijce przestaje ona 
być linijką pierwszego rzędu — łam iem y zasadę konstrukcji klasycznej. Linijkę układamy 

tak , aby p unk t C  należał do prostej wyznaczonej przez punk ty  O  i .4, zaś p unk t D  należał 
do półokręgu, a  linijka przechodziła równocześnie przez p unk t B . Łatwo pokazać, że kąt 

k A C B  rów na się 1 /3  kąta  kA O B . Niech kąt kA C B  =  <t>, w tedy kąt kC O D  =  <p: bo 
tró jk ą t A C  O D  je s t rów noram ienny. N atom iast kąt kO D B  =  2 </>, jako kąt zewnętrzny 

równy sum ie kątów w ewnętrznych do niego przyległych. T ró jkąt A O D B  jes t również 
rów noram ienny, więc kąt n O B D  =  2®, kąt kA O B  = a  je s t kątem  zew nętrznym  trójkąta 
A C O B ,  więc rów na się sum ie kątów w ewnętrznych do niego nieprzyległych, czyli a  = 

<f> + 2<j> =  3d>. S tąd  <j> =  1 /3 a . Taki sposób rozum ow ania jes t bardzo kształcący dla 
uczniów, gdyż rozum ow anie dedukcyjne uczniów jes t bardzo  słabo  rozw inięte. Rozważania 
geom etryczne w pływ ają nie tylko na rozwój rozum ow ania uczniów, ale również kształcą 

ich w yobraźnię.
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4. W y n ik i b ad ań  ek sp ery m en ta ln y ch  w zak resie  
w y k o rzy sta n ia  h is to r ii m a tem a ty k i w n au czan iu  
szk o ln ym

W  celu zbadania  w jak im  stopniu  elem enty historii w pływ ają na efekty dydaktyczne, 
przeprowadzono badan ia  eksperym entalne. W  roku szkolnym 1992/1993 w wybranych 
szkołach województwa zielonogórskiego w klasach IV - V III przeprowadzono badania. 
K lasam i eksperym entalnym i zostały  w ybrane te klasy, które osiągały niższe rezu lta ty  na­
uczania z m atem atyk i niż odpow iadające im klasy kontrolne. W obu równoległych klasach 
nauczał ten sam  nauczyciel, a jedyną  różnicą było stosowanie elem entu historii m atem a­
tyki w klasach eksperym entalnych. Treści historyczne w klasach były dostosowane do 
program ow ych, tzn. obejm ow ały około 10 - 15% lekcji, przy czym około 10 m inut p rzypa­
dało na jed n ą  z nich. W  klasach kontrolnych — konwencjonalnych — uczono tradycyjnie, 
nie stosując elem entów historii m atem atyki.

B adany problem  byt następujący:

W  jak im  stopniu nauczanie historii m atem atyki wplyuia na efekty dydaktyczne 

w zakresie wiedzy uczniów, je j  trwałości i zainteresowali m atem atycznych ?”

Co m ożna ująć graficznie:

N auczanie m atem atyki 
z elem entam i historii 

m atem aty  k i (N M eh m ) -

Efekty D ydaktyczne (Ed) 
w — wiedza uczniów 
t — trw ałość wiedzy uczniów 
z — zainteresowania

z m ie n n a  n ie z a le ż n a  g lo b a ln a z m ie n n a  z a le ż n a  g lo b a ln a

oraz za pom ocą wzoru E d ( w ,t ,z )  =  F (N M e h rn ) .
H ipoteza robocza na początku badań zak ładała , że efektywność dydaktyczna nauczania  

m atem atyki z  elem entam i h istorii w klasach eksperymentalnych będzie wyższa n iż w klasach 
kontrolnych. Co m ożna zapisać za pom ocą nierówności:

E d N M e h m [ w ,t ,z )  > E d N k ( w ,t ,z )

EdN M ehm  — efektywność dydaktyczna nauczania m atem atyki z elem entam i historii m a­
tem atyki,
EdNk —  efektywność dydaktyczna nauczania konwencjonalnego.

Modeli lekcji m atem atyki m oże być wiele, w zależności od tego. jakie  treści historyczne 
będziemy przekazywać i w jakiej formie. Sposoby przekazyw ania treści historycznych zo­
stał}- tak  ustalone, jak  przedstaw iono w poprzednim  podrozdziale.
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Przez wiedzę m atem aty czn ą  rozum iem y ogól wiadomości i um iejętności powiązanych 
ze sobą w je d n ą  całość. Trw ałość wiedzy to  pam iętan ie  jej po upływ ie określonego czasu. 
Z ainteresow ania m atem atyczne, to  skłonność do zajm ow ania się m atem atyką  w postaci 
czy tan ia  książek popu larno  - naukowych, rozw iązyw ania zadań m atem atycznych itp. 
Przedstaw im y dw a przyk łady  lekcji, na których realizowano elem enty historii matematyki: 
Klasa IV . Temat: Powtórzenie wiadomości o liczbach pierwszych, złożonych i cechach 
podzielności liczb 
Cele:
— poznawczy: utrwalenie wiadom ości o liczbach pierwszych, złożonych i cechach podziel­
ności,

— kształcący: wdrażanie do posługiwania  się uogólnieniami i terminologią matematyczną.
— wychowawczy: dostrzeganie prawdy w treściach m atem atycznych na podstawie historii 

liczb naturalnych oraz przyzw yczajanie do sam okontroli.
Typ lekcji: powtórzeniowa.
Metoda nauczania: pogadanka, gry liczbowe.
Forma pracy uczniów: jednostkow a, binarna, grupowa, zbiorowa.
Środki dydaktyczne: kartki z  napisam i liczb od 0 do 28 (liczba, uczniów w klasie - 29): każdy 
uczeń ma przypiętą  do ubrania odp[owiednią liczbę, przygotowane krótkie wiadomości o 
liczbach z h is torii m atem atyki.

Po spraw dzeniu p racy  domowej i krótkim  pow tórzeniu następu je  realizacja  problema­
tyki lekcyjnej w form ie zabawy. Uczeń losuje z zestaw u jed n ą  liczbę i wychodzi z klasy. 
Po wejściu do klasy musi odgadnąć jaką liczbę wylosował, klasa m oże tylko odpowiedzieć 
„tak" lub „nic". Na podstaw ie odpowiedzi na py tan ia  typu: czy jest. to  liczba dwucyfrowa, 
parzysta , podzieliła  przez 3 itd . uczeń musi odgadnąć, jak ą  liczbę wylosował i opowiedzieć 
coś ciekawego z historii o lej liczbie, a  była to  liczba „7". której pitagorejczycy przypisy­
wali nadprzyrodzone właściwości. Uczniowie m ając przyczepione num ery do ubrań stają 

się liczbam i. N auczyciel staw ia zadania dla uczniów, którzy m a ją  w yciągnąć odpowiednie 
wnioski. O to  n iek tó re  zadania:
— liczby s tan ą  w dw ójkach, aby sum a liczb by ła  parzysta ,
— liczby po łączą  się w tró jk i, aby ich sum a by ła  liczbą parzystą ,
— liczby utw orzą pary, aby sum a ich była n ieparzysta,
—  liczby połączą się w pary  grup, aby ich sum a lub różnica by ła  liczbą bliską 19,

liczby zbiorą się w trzech grupach:

grupa I —  liczby, k tó re  dzielą się bez reszty przez 3,

g rupa  II —  liczby, k tó re  dzielą się przez 3 z resz tą  1,

g rupa  III — liczby, k tóre  dzielą się przez 3 z resz tą  2.

N auczyciel zada je  p y tan ia , czy m ożna łączyć liczb}' z danej grupy i m iędzy grupam i, 
czy będą podzielne przez 3. N auczyciel zadaje  py tan ie , jaką. rolę odgrywa, liczba zero.
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czy chętnie by ła  przyjm ow ana do gry. Uczeń reprezentujący  liczbę „zero” odpow iada, że 
jest n eu tra ln a  przy dodaw aniu i tw orzy parę z inną  liczbą. Uczeń „będący liczbą zero” 
w ypowiada kilka zdań o sobie, o rozwoju historycznym  liczby zero i odczytuje specjalny 
wierszyk o tej liczbie. Nauczyciel proponuje, aby każda liczba przedstaw iła się: np. jestem  
najm niejszą liczbą natu ra lną , jes tem  liczbą n a tu ra ln ą  i poda je  „sito E ratostenesa” wyzna­
czania liczb pierwszych, m am  trzy  dzielniki i podaje  a lgorytm  Euklidesa do wyznaczania 
NW D dwu liczb itd. N astępuje podsum ow anie lekcji i w yciągnięcie wniosków typu: sum a 
dwu liczb parzystych i nieparzystych jes t parzysta , sum a liczb podzielnych przez 3 jest 
podzielna przez 3 itd . W  domu uczniowie m ają  zaproponow ać inną grę, w której będzie 
w ykorzystana cecha podzielności przez 4 i 5 oraz przygotować wiadomości historyczne 

zw iązane z cechami podzielności liczb.
Stosow ana zabaw a z zastosow aniem  elementów historii m atem atyk i uatrakcy jn ia  lekcję 

i przyczynia się do aktyw izacji w szystkich uczniów.

W  klasie szóstej duże możliwości w prowadzania elementów historii m atem atyki daje 
Tw ierdzenie P itagorasa. K rótko omówimy jak przebiegała lekcja:

Temat: Twierdzenie Pitagorasa  

Cele:

— poznawczy: zapoznanie z tw ierdzeniem  Pitagorasa i jego zastosowaniam i,

— kształcący: rozwijanie um iejętności obserwacji, analizowania i wnioskowania z tekstu 
m atem atycznego,

— wychowawczy: wdrażanie do pracy w grupie, rozwijanie zainteresowań m atem atycznych  
i szacunku dla m atem atyki na przykładzie Pitagorasa.

Typ lekcji: wprowadzająca nowy m ateriał.

Metoda nauczania: problemowa.

Form y pracy uczniów: indywidualna, grupowa, zbiorowa.

Środki dydaktyczne: model trójkąta z kwadratam i zbudowanym i na jego bokach, odbitki 
opisów twierdzenia Pitagorasa z różnym i sposobami dowodów geom etrycznych, książki i 
encyklopedie.

Po pow tórzeniu wiadomości o tró jkątach  i zapisie tem a tu  lekcji nauczyciel pokazuje 
duży p lakat, na  k tórym  przedstaw iony jest w izerunek P itagorasa, przeprowadza poga­

dankę o jego życiu i działalności. N astępnie rozdaje 6 grupom  (po 5 uczniów w każdej 

grupie) następujące polecenia do wykonania:

— narysow ać tró jk ą t o bokach 5, 4, 3 cm,

— narysować kw adraty oparte  na  tych bokach,

— obliczyć pola otrzym anych kw adratów ,

— wyprowadzić wnioski i zapisać w postaci wzoru c2 =  a 2 +  b2.

— grupa uczniów, k tóra w ykona polecenie w najk ró tszym  czasie, powinna w encyklope­
diach i słowniku m atem atycznym  wyszukać wiadomości na tem a t tw ierdzenia P itagorasa.
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Po opracow aniu problem u następu je  przedstaw ienie wniosku ogółowi klasy i porówna­
nie go z treścią tw ierdzenia w podręczniku. Uczniowie podają  ogółowi klasy wiadomości 
uzyskane z lite ra tu ry  o P itagorasie i sam ym  tw ierdzeniu. K ażda g rupa m ając  odbitk i do­
wodów geom etrycznych tw ierdzenia stud iu je  sam odzielnie i s ta ra  się k ró tko zreferować 
przy tablicy. N astępnie uczniowie wykonują ćwiczenia zw iązane z tw ierdzeniem  Pitago­

rasa, obliczając w zadaniach przyprostokątne lub przeciw prostokątną. następu ję  ocena 
grup i poszczególnych uczniów oraz podsum ow anie lekcji z podkreśleniem  ważności roz­
wiązanego problem u (tw . P itagorasa) d la  m atem atyki i prak tyk i. Jako zadanie  domowe 
z podręcznika, oprócz ćwiczeń na  zastosow anie Tw. P itagorasa, uczniowie m a ją  za za­
danie wyszukać z książek popularnonaukow ych i encyklopedii w iadomości o tró jkątach 
p itagorejskich, babilońskich, egipskich i innych.

Po zakończeniu eksperym entu  w m aju  przeprowadzono badania końcowe, a w czerwcu 
dystansowe. Test do badań końcowych i dystansow ych z m atem atyk i w klasach IV - 
V III sk ładał się z zadań o m aksym alnej liczbie 100 punktów . Z ainteresow ania badano 
za pom ocą ankiety  sk ładającej się z '20 pytań. A nkietę stosowano dw ukro tn ie  — raz w 
badaniach w stępnych (wrzesień 1992 r.) — w celu uchwycenia kategorii zainteresowań 
m atem atycznych uczniów, a drugi raz w badaniach końcowych (m aj 1993 r.) — w celu 
zaobserwow ania zm ian, jak ie  w ystąpiły  pod wpływem zmiennej niezależnej elem entów  hi­
storii. A nkieta zaw ierała następu jące kategorie zainteresow ań przedm iotem  m atem atyki: 
aktyw ny udział w lekcjach, aktyw ny udział w pracy domowej, czytelnictw o i przynależność 
do koła m atem atycznego. B adania  końcowe wykazały, że w klasach eksperym entalnych 
wzrosła liczba uczniów, którzy chętnie uczyli sie m atem atyk i, zw iększyła się aktyw ność 
uczniów na lekcji oraz w pracy domowej. W zrosła również liczba przeczytanych książek 
popularnonaukow ych oraz zwiększyła się liczba osób w stępujących do koła m atem atycz­
nego. Ponadto  zaznaczył się silny związek m iędzy w zrostem  zainteresow ań uczniów klas 
eksperym entalnych a w ynikami nauczania, przy praw ie niezm ienionych zainteresow aniach 
uczniów klas kontrolnych. Jako przyczynę tej sy tuacji wskazać trzeba  fakt, że uczniowie 

pod wpływem historii m atem atyk i zaczęli interesować się m atem atyką, przygotowywali 
krótk ie referaty, redagowali gazetkę szkolną z ciekawymi artyku łam i historycznym i i za­
daniam i itd ., „żyli” prob lem atyką m atem atyczną.

Aby się przekonać o ile nauczanie m atem atyki z w ykorzystaniem  historii m atem atyk i 

jes t efektywniejsze od nauczania  konwencjonalnego obliczono wskaźniki w zakresie wiedzy 
uczniów i jej trw ałości. W skaźnik wiedzy uczniów obliczono wg wzoru:

X e — X k 
W  =  -  * ■ * • 100%,

m a  x

gdzie:

A l  — średnia ary tm etyczna  klasy eksperym entalnej w badaniach końcowych,
— średnia a ry tm etyczna klasy kontrolnej w badaniach końcowych.
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Trwałość wiedzy obliczano wg wzoru:

wt = ( f f - f j ' 100 ~ 100)%’

gdzie:

X j .  X I  —  średnie arytm etyczne punktów  zdobytych przez grupy 
eksperym entalne w badaniach dystansow ych i końcowych,
X j .  X \  — średnie ary tm etyczne punktów  zdobytych przez grupy 
kontrolne w badaniach dystansow ych i końcowych.

Im większe są przedstaw ione procentowe wskaźniki, tym  większa jes t efektywność na­
uczania z w ykorzystaniem  elem entów historii m atem atyki w stosunku do nauczania kon­

wencjonalnego.
W yniki badań eksperym entalnych w zakresie przyrostu wiedzy i jej trwałości przed­

staw iono w tabeli.
Tabela 1

Klasy oraz odpow iadające im wskaźniki procentowe w zakresie 
wiedzy uczniów i jej trwałości

Klasy Klasy eksperym entalne Klasy kontrolne W skaźniki 
w zakresie

A'. średnie n 2 średnie W w t
arytm etyczne arytm etyczne wie­ trw a­

dzy łości

końco­ dystan ­ końco­ dystan ­
we sowe we sowe
y®k Yc yk

A k
yk

IV 29 86 75 30 68 52 20 14

V 30 80 70 28 65 52 15 9

VI 30 77 67 26 59 46 18 12

VII 31 70 60 30 56 44 14 9

VIII 29 75 65 27 58 45 17 11

149 77.6 67,4 141 61,2 47,8 16,8 11

N i , A'2 — liczby uczniów w poszczególnych klasach.
Jak  wynika z tabeli, najlepsze rezu lta ty  uzyskała klasa czw arta eksperym entalna za­

równo w średnich wynikach rozw iązania testów , jak  i wskaźników efektywności dydak­
tycznej. Okazało się, że w klasie czw artej eksperym entalnej, w której stosowano elem enty 
historii m atem atyk i na lekcjach, efekty dydaktyczne były — w zakresie p rzyrostu  wiedzy 
uczniów — 20% wyższe, a trw ałość o 1-1% większa w porów naniu do klas kontrolnych.
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Efektyw ność nauczania  m atem atyki z elem entam i historii m atem atyk i klas ekspery­
m entalnych je s t około 17% wyższa w zakresie w zrostu wiedzy uczniów i o 11%, w zakresie 

jej trw ałości w stosunku do klas kontrolnych. Znacznie wzrosło zainteresow anie uczniów 
m atem atyką oraz aktyw ność uczniów na  lekcji.

Uczniom  w badaniach  końcowych zadano pytanie: „co sądzą o elem entach historii 

w prow adzanych na  lekcje m atem atyk i?” W iększość uczniów klas eksperym entalnych była 
zadowolona z tej form y pracy. O to co napisali w odpow iedzi n a  to  pytanie: „Bardzo mi 
odpow iada ten  sposób nauczania, teraz nie boję się m atem atyk i, bardziej rozum iem , o 
czym się mówi i łatw iej m i jes t rozwiązywać zadania” . N auczyciele również są zadowoleni 
z w łączania h istorii m atem atyk i na lekcje, ponieważ urozm aicają  pracę, pozw alają na 
większą aktyw izację i sam odzielność uczniów.

5. Z ak oń czen ie

Przedstaw ione propozycje realizacji historii m atem atyk i nie w yczerpują tem atu , są je­
dynie zachętą  d la  nauczycieli m atem atyk i, aby w m iarę  możliwości wykorzystywali je  w 
pracy z uczniam i na lekcjach i zajęciach pozalekcyjnych. Wówczas uczniowie będą wię­
cej wiedzieć o h istorii m atem atyk i, o m atem atyce i m atem atykach . Może świadczyć o 
tym  fakt. że n iek tóre  elem enty historyczne m iałem  m ożność sam  w ykorzystać w prak­
tyce jako  nauczyciel m atem atyk i. Zawsze spotykały się one z dużym  zainteresowaniem 
uczniów. C zęsto staw iali mi dodatkow e pytan ia , w ym ieniali uwagi szeptem  między sobą. 
W ielokrotnie m iałem  możliwość stw ierdzenia przy egzekwowaniu m ateria łu  naukowego, 
że w iadomości, do których udało mi się dobrać ilustracje  h istoryczne, były lepiej i grun­
towniej przysw ojone. W arto  również pokazać uczniom pew ne problem y m atem atyczne, 
k tó re  do dziś nie zostały  rozwiązane.

Uczniowie pow inni wiedzieć, że m atem atyka je s t nauką ciągle rozw ijającą się, a nie 
zam knię tą  herm etycznie, w której już nie m ożna nic udow odnić, czy też odkryć. Zachodzi 
py tan ie , skąd nauczyciele czerpać m ają  m ateria ł historyczny?

T rzeba st w ierdzić, że w obecnej chwili m ateriałów  tych jes t coraz więcej w postaci ksią­
żek, artykułów , p lakatów  i nagrań m agnetowidowych. M ożna powiedzieć, że m ateriałów  

historycznych jes t dość dużo, tylko nauczyciele powinni chcieć i um ieć z nich skorzystać.

W  zw iązku z przedstaw ionym  opracowaniem  nasuw ają się wnioski:
— wyników przedstaw ionych badań nie m ożna uogólniać, gdyż są to  badan ia  przeprowa­

dzone na  m ałej próbie,
—  należy zachęcać nauczycieli m atem atyki jak  i innych przedm iotów , np. fizyki, biologii, 
p lastyk i itd . do w łączania elem entów historii m atem atyk i do swoich przedm iotów ,
— trzeb a  opracow ać dokładnie  treści z historii m atem atyk i do m ate ria łu  programowego
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poszczególnych klas. tak  aby nauczyciele mogli je  wykorzystywać,

— należy doskonalić formy, m etody  i środki dydaktyczne przekazu treści historycznych,
— trzeba uśw iadam iać nauczycieli, że elem enty historii m atem atyki przyczyniają się do 
w zrostu um iejętności i zainteresow ań uczniów, a tym  sam ym  do lepszych efektów dydak­
tycznych,
— prowadzić badan ia  efektywności w relacji m iędzy h istorią m atem atyki a edukacją m a­
tem atyczną na  różnych poziom ach nauczania  szkolnego,
— opracować historię regionalnych ośrodków m atem atycznych,
— zorganizować w arsztaty  na tem a t historii m atem atyk i w nauczaniu szkolnym,
— wznowić ważniejsze publikacje z historii m atem atyk i, aby były dostępne dla nauczycieli 
i uczniów.
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A b stra c t

T he work consists of th e  in troduction , th e  four chapters, th e  term ination  and the 
bibliography th a t includes 77 books and periodicals connected w ith m aths history.

A t the beginning th e  aim s of in troducing m aths history into school teaching have been 

shown. T he m ost im p o rtan t one is to  obtain  an increase in the in terests in m aths, and in 

th e  results of teaching pupils.
In the first subsection one m ay find ou t about th e  beginning of m ath s history, i. e. 

when it was in troduced  in to  school teaching. As early  as in th e  1972 on the  In ternational 
Congress of M athem atica l E ducation  which was held in Paris, one of th e  m ain subjects 

was finding th e  connection betw een m aths h istory  and its teaching a t school. T he program  

of th e  Polish school also makes teachers to  deliver some historical contents to  pupils.
The second subsection  contains the  m ethods of in troduction  the m ath s historical el­

em ents in to  teaching. Among them  one m ay separate talks, lectures, plays, radio and
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T V  broadcasts p retences of lessons etc. T he historical facts ought to  be delivered with 
theoretical substance  during  th e  lessons. It is supposed to  occupy from  10 to  15 per cent 
of th e  lesson tim e  a t historical elem ents, so it should last aprox im ately  5 - 1 0  m inutes per 
lesson.

In th e  th ird  subsection  th e  program  of the realization m ath s h is to ry  a t school has 
been shown. T h ere  are  5 exam ples of problem s connected w ith m aths h is to ry  for classes 
from 4 to  8 a t th e  p rim ary  school and for classes from 1 to  4 a t th e  secondary school. 
T he adequa te  b ib liography has beeen added. We m ay find out w hat con ten ts can be gone 
through during  th e  lessons of m aths. We m ean in teresting  problem s, short lines of poetry 

etc.
In th e  last subsection  th e  resu lts of th e  experim ental research have been shown. The 

m ath s h is to ry  was in troduced  into the  experim ental classes from 4 to  8 (during  the school 
year 1992/93). From th is research it follows th a t m ath s h istory  caused an increase in 
knowledge of pupils by 17 per cent: the  persistence of th e  knowledge was higher by 11 
per cen t com pared w ith supervisory  classes. T he interst in m athem atics increased as well: 
th e  pup ils’ ac tiv ity  was higher, th e  homework b e tte r  done, children read m ore etc. Pupils 
and teachers were content w ith th e  in troduction  m aths h isto ry  in to  teaching.

In the  ending som e conclusions have been expressed. T he m ost im portant, one concerns 
th e  advice for teachers: they  ought to in troduce m aths h istory  elem ents in to  teaching at 
each stage a t p rim ary  and secondary school because it increase th e  effectiveness in teaching 
m athem atics .


