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POWSTANIE LICZB NIEWYMIERNYCH

S tr e s z c z e n ie
W pracy om ówiony jest krótko rozwój pojęcia niewymierności od czasów n a j

daw niejszych aż do dziś. udokum entow any ważniejszymi pracam i. O pisane zostały 
podstaw ow e konstrukcje liczb rzeczywistych. Omówione też są aksjom atyzacje liczb 
rzeczyw istych jako  ciała liniowo uporządkowanego. A rtykuł jest zm ienioną wersją 
pracy [.'18].

C R E A T I O N  O F  IR R A T IO N A L  N U M B E R S  

S u m m a r y
T he paper p resents concise history of irrational num bers

C 03AAHH E HPPAIIHOHAJILHLIX HMCEJI

Pe3ioM e
B p aS o T e  npeflcTaB.iaeTCH ncT opnfl nppaunoH ajibH Lix m hccji.

M otto:

There are various kinds o f good teaching. However, there m ust he a will to teach and a 
will to learn how to teach.

M orris K line
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1. Czasy starożytne

L ista m atem atyków  E udom osa z Rodos (334 p .n .e .) w ym ienia w yraźnie P itagorasa z 
Samos (580 - 501 p .n .e .) jako  odkryw cę liczb niew ym iernych. W iąże się to  z jego słynnym  
tw ierdzeniem . Z T w ierdzenia P itagorasa  wynika, że istnieje liczba b. której kw adrat jest 
równy a (rys. 1 ).

We współczesnej notacji oznacza to , że o =  b2 =  ' ^ ° ' t-^ka liczba
nie musi być w ym ierna, okazuje się ju ż  przy odpow iednim  w yborze a. Na przykład dla 
a — 2 udow odnił to  precyzyjnie Euklides (ok. 300 p .n .e .).

N atom iast pojęcie niew spółm ierności pojaw iło się w „D ialogach” P la to n a  — „The
a te tu s” (T ea jle t) (s tr. 147 B). Dialog został napisany w roku 368/67 p .n .e ., w krótce po 
śm ierci m atem atyka T h ea te to sa , po bitw ie, w której został ranny. F ikcyjną d a tą  dialogu 
był rok 399 p .n .e .. tzn . rok śm ierci Sokratesa. W  pierwszej części dialogu stary  m atem a
tyk. T łieodorus z Cyreny, pokazany je s t w czasie w ystąpienia  przed grupą m łodych ludzi, 
wśród których był m łody, wówczas 17 - letn i, T h ea te tu s . Dowodzi on niewymierności liczb 
y /ii  d la n =  3 ,5 ,6, 7 ,8 ,1 0 ,1 1 .1 2 ,1 3 ,1 4 ,1 5 ,1 7 . M imo że dialog jes t zupełn ie  fikcyjny, wy
da je  się, że P laton  pośw ięcił go pam ięci przyjaciela, k tó ry  akurat zm arł przedwcześnie 
i m ia ł isto tny w kład w rozwój teorii odcinków niew spółm iernych i pojęcia niewymicr- 
ności. Należy s tąd  wnosić, że to , czego dowodzi T łieodorus we w stępie, było znane, gdy 
T h ea te tu s  był siedem nasto letn im  chłopcem . T łieodorus urodził się ok. 470 (460) p.n.e.

S tary  A teńczyk w ..P raw ach” P la tona  mówi nam , że dow iedział się o istnieniu odcin
ków niew spółm iernych pod koniec swego życia i że jest w stydem  dla Greków, że wciąż 
ignorują ten fakt. P laton  identyfikuje się ze S tarym  A teńczykiem .

Z dialogu P la tona  wynika, że niew ym ierność \/2  udow odnił ktoś inny, nie T heate tus.

H ippasus z M etapon tu  (V' w. p .n .e .) zainteresow any był dw unastościancm  foremnym 
(..sfera składająca się z 12 pięciokątów fo rem n ych ”). Nie w iadom o dokładnie, kiedy żył 
H ippasus. W iadom o jedynie, że bral udział w rewolcie politycznej w południow ych W ło
szech w 445 p .n.e. D w unastościan  forem ny w ystępuje w południow ych W łoszech jako 
k ryszta ł p iry tu  (FeS j). D w unastościan był bardzo wcześnie używ any we W łoszech jako 
kostka do gry. W ydaje  się, że dw unastościan  m iał znaczenie religijne w E tru rii. H ippasusa 
m ożna uważać więc za odkryw cę niew spółm ierności. U dowodnił on mianowicie, że prze
kątna  pięciokąta forem nego je s t niew spółm ierna z jego bokiem , a ich stosunek w yraża się

Rys. 1
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Rys. 2

za pom ocą ułam ka łańcuchowego:

1 H---------- r— — , .  liczba zo la"
1 +  ~

Isto tn ie, rozważmy pięciokąt foremny A B C  D E  (rys. 2).
Ponieważ tró jk ą ty  A E D  i B E 'C  m a ją  odpow iednie boki równoległe, więc są podobne. 

Zatem
A D  B C  
A E  ~  B E '

Ale B E ' = B D  -  D E ' =  B D  -  B C . bo 1)E ' =  B C  = A E . S tąd otrzym ujem y, że

przekątna  : bok =  bok : (p rzekątna — bok).

Niech a0 oznacza przekątną, ni - bok. o2 -  n0 —n t , tzn. n0 : fl| — a t : n2. Niech a:i =  «i —n2 

i ogólnie: a „+2 =  an — a,1+ i. O trzym ujem y:

n0 : a , =  n, : o 2 =  n2 : n3 =  . . .  =  n„ : a n+i =  . . . ,

tzn. dostajem y algory tm  Euklidesa dla a0 i a i:

a0 — 1 ■a, + o2

O] = 1 ■ a-i + 03
a 2 = 1 ■ o3 + a4

Jak  widać, ciąg ten  n ie uryw a się. tzn . odcinki a0 i o i są niew spółm ierne. Ponadto
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P itagoras w połow ie życia emigrował z rodzinnego Sam os do K rotony w południowych 
W łoszech. P itagorejczycy w V w. p.n.e. doszli do krytycznego p u nk tu  w rozwoju pojęcia 
liczby. Zam ierzali dowieść, że jeżeli a, b, c oraz a1. 6', c' są długościam i boków trójkątów  
podobnych, to

a _  6 _  V
b ~  f '  c ~  d ‘

W  IV w. p .n .e. P itagorejczycy dowiedli, że jeżeli liczby w yrażające długości boków 
są w ym ierne, to  tak  je s t. Z atem  przyjęto , że jes t w zajem nie jednoznaczna odpowiedniość 
pom iędzy długościam i odcinków na  linii prostej i (dodatn im i) liczbam i w ym iernym i. Oka
zało się jednak , że is tn ie ją  liczby niew ym ierne. P itagorejczycy udow odnili, że przekątna 
kw adratu  nie je s t w spółm ierna z jego bokiem , tzn . >/2 jes t liczbą niew ym ierną. Byłoby 
in teresu jące dowiedzieć się, k to  pierwszy tego dowiódł. Zapew ne nigdy się już tego nie 
dowiemy. Jedno  je s t pewne: P itagoras pod koniec VI w. p .n .e. w iedział, że \/2  jes t liczbą 

niew ym ierną.
A o to  jak  m ożna dowieść niewymierności \/2 . G dyby \ /2  był liczbą w ym ierną, to 

\/2  =  —. tzn . 2m 2 =  n 2, gdzie n . m  €  N i n >  m . Z atem  n = m  -f  a. Ponieważ 
1 <  y/2  <  2 , więc 1 <  ^  <  2, co da je  n  <  2m , czyli 0 <  a < m . S tąd  wynika, że 
m  =  a +  6. n = m  -f a = ‘la  +  b, gdzie 6 €  N, co wobec 2m 2 =  n 2 d a je  2 a2 =  b2. Postępując 
podobnie o trzym alibyśm y nieskończony ciąg liczb natu ra lnych  n > m  > a > b > . . . ,  co 
jednak  nie jes t możliwe. Z atem  \/2  £  Q.

Z wielką pom ysłowością aproksym ow ano \/2  za pom ocą kolejnych rozwiązań równań 
x 2 — 2 y2 =  ± 1 . A rysto teles (ok. 350 r. p .n .e .) w iedząc, że rów nanie p 2 =  2q2 nie ma 
rozw iązań (p, q) €  Z 2, rozpatryw ał rów nanie p2 — 2q2 = 1. tzn.

¿ - 2 = 1 .  
q2 ql

Teon ze Sm yrny (ok. 50 n.e.) skonstruow ał dwa ciągi pn i </„, aproksym ujące \/2 . kładąc 

Po =  1, qo=  1, Pn+l =  Pn +  2ę„, qn+1 =  p„ +  qn.

W tedy

p2 - 292 =  ( - i r 1, tzn .

W  podobny sposób po jaw iła  się „złota liczba” ip:

Po — 1, Pl — 2,  Pn+ 1 — Pn A  Pn—lj  Qn Pn—lj

skąd

Liczby (p„ =  ^  spe łn ia ją  równanie:
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skąd wynika już, że <p2 =  ip +  1 , bo d la  n —» oo ciąg ę„ —> oc.
Z konstrukcji Teona wynika, że 

Istnieje nieskończenie w iek  liczb w ym iernych  E, (p, q) =  1 takich, że

0 < V 2 - P-
9

1
<  T *

Udowodnimy ogólnie,że
Liczba a £  K je s t niew ym ierna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nieskończenie wiele liczb 

< {P- ?) =  1 takich, żewymiernych p ,q  €

0 <
1

( 1)

Isto tn ie , jeżeli liczba a  je s t niew ym ierna, to  istnieje nieskończenie wiele liczb wy
m iernych  ̂ spełn iających (1). Na przykład  w ystarczy w tym  celu rozwinąć a  w ułam ek 
łańcuchowy a  = [a0; a j. n2, • • •], a następn ie  wziąć za p /q  n —ty redukt rozwinięcia liczby 
q , tzn. pu/q n =  [a0; a j , . . . ,  a,,]. Dowodzi się, że w tedy spełniony jes t w arunek (1) dla 
p = pn i q = qn. Lewa część nierówności (1) jes t oczyw ista, bo o ^  Q.

Na odw rót, załóżm y nie w prost, że a  6 Q. Z atem  o  =  ^ .  gdzie n ,m  G Z i (n ,m )  =  1. 

Ponieważ warunek (1) spełniony jes t d la  nieskończenie wielu liczb p /ę , więc mianowniki 
q w nierówności (1) nie są ograniczone, (¡dyby bowiem istniało N  tak ie, że |ę| <  N  dla 
każdego p /q  (q > 0) spełn iającego ( 1 ), to  na  m ocy ( 1 ):

1 ̂ Va  - < - < « +  ,
9 9 9

q — ! < - < »  + 1 , 
9

1—  <
n p _ Va -----

m q m  q 9

czyli q(a  — 1) <  p < <7(0 +  1), co daje  oszacowanie: —(a  — 1).V <  p  <  (o  +  1 )jV. Zatem  
byłoby tylko skończenie wiele liczb p /ę , d la których zachodzi ( 1 ), wbrew założeniu.

Niech więc p /ę  spełn ia  ( 1 ), gdzie q > m . Wówczas, na  mocy ( 1 ) otrzym alibyśm y:

1 

9

skąd wynikałoby, że qrn > ę2, czyli ę, m , wbrew wyborowi m , co kończy dowód tw ierdzenia.
Powróćmy jednak  do problem u niewymierności w Starożytności. Były możliwe dwie 

drogi wyboru. W ybór polegał na  podjęciu decyzji, że niektóre długości nie odpow iadają 
żadnym  liczbom, albo też przyjęciu, że \ /2  i inne dodatn ie  niewymierności są liczbami. 

Dokonując drugiego w yboru geom etrzy IV w. p.n.e. postawili kamień milowy w historii 
myśli ludzkiej. „W ielkie kontinuum ” analizy, zbiór licz rzeczywistych, było w zasięgu ręki. 
Nowe wielkości, d o da tn ie  liczby niew ym ierne, dołączone zostały do zbioru dodatnich  liczb 
wym iernych, tw orząc nowy zbiór liczb lub wielkości, m ający  tę  dodatkow ą własność, że 
zw ykłe operacje na tych wielkościach: dodaw anie, m nożenie i dzielenie nie w yprowadzają 

poza ten zbiór, podobnie, jak  to  m iało miejsce dla liczb wymiernych.
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W szystko wskazywało na to , że m atem atykom  po trzebne były nowe podstaw y. W spół

czesny P latonow i Eudoksos zbudow ał teorię proporcji (stosunków ).
Stosunek P /Q  je s t tak i sam , jak  X / Y \

P /Q  = X / Y  *  VK BfN (m X  |  nY *  m P  |  nQ ).

Jeżeli stosunki P /Q  i X / Y  są równe, to  P. Q , X , Y  nazyw am y proporcjonalnymi. Teorię 
tę  rozw inął Euklides w V Księdze „Elem entów ” . Księga VI zaw iera zastosow ania do figur 
podobnych. Teoria E udoksosa potw ierdzała m etodę w yczerpyw ania i uzupełn ia ła  wyniki 
P itagorejczyków  o figurach podobnych. Jak  zobaczym y później, w definicji Eudoksosa 
tkw iło im plicite pojęcie p rzekroju  Dedekinda: dw a stosunki P /Q  i X / Y  są równe w tedy 
i tylko wtedy, gdy zbiory liczb wymiernych, k tóre je  oszacow ują z góry (z do łu ),są  równe.

2. W ieki średnie

W okresie 1800 lat, pom iędzy Euklidesem  a Michaelern Stifelem  (1485 - 1567) w nauce 
o liczbach niew ym iernych nie nastąp ił żaden isto tny postęp. Stifel był pierwszym  m ate
m atykiem , k tóry  w prow adził „num eris irralionalibus” („A riihm clica  inlegra”, N ürnberg 
1544). Nie był on jeszcze w stanie rozpatryw ać icłi jako  zw ykle liczby, ale stw ierdził, że 
tak ie  liczby za jm u ją  określone miejsce w uporządkow anym  zbiorze liczb. Pew ne próby 
budow ania prostej liczbowej znajdujem y u G alileusza ([18], s. 33). K oncepcje te  znajdu ją  
ju ż  klarow ne definicje u N ew tona ([34], s. 4). C zytam y tam :

„Przez liczbę rozum iem y nic tyle zbiór jedynek, ile oderwany [abstrakcyjny] 
stosunek dowolnej wielkości do innej wielkości teyo samego rodzaju, przyjętego 
przez nas za jednostkę. Liczby bywają trzech rodzajów: całkowite, ułamkowe i 
niew ym ierne [surdusj. Liczbą całkowitą jes t to, co m ierzy  się jedynką; ułam 

kową — wielokrotność części jedynki: liczba niew ym ierna jes t niew spółm ierna  

z  jed yn k ą .”

Newton zryw a tu  całkowicie z klasyczną tradycją , zgodnie z k tó rą  liczbam i są jedynie 
zbiory jedynek. Równocześnie po starem u nazywa liczby niew ym ierne „głuchym i’' albo 
..n iem ym i” (su rdus). T erm in ten  pow stał w lite ra tu rze  europejskiej z p rzek ładu  term inu 

arabskiego, k tó ry  z kolei wywodził się od greckiego a \(ryo{  (niew yrażalny, niemy, nie 
m ający  stosunku). Równocześnie w wiekach średnich był w użyciu term in  „irrationalis”. 
K artezjusz. tak  jak  później N ewton, mówił o _liczbach n iem ych"  — nom bres sours.

Jeszcze przed N ew tonem  m atem atycy  XVII stulecia skłaniali się do równoprawnego 

traktow ania liczb w ym iernych i niewymiernych.
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J. Wallis (1616 - 1703), który  pojm ow ał liczby, jeszcze jako zbiory jedynek mówił, 
że na  „głuchych” pierw iastkach m ożna przeprowadzać te  sam e operacje arytm etyczne, 
jak  na  liczbach w zw ykłym  sensie i podkreślał, że przybliżenia takich pierwiastków można 
uczynić dowolnie bliskimi. Wallis naw et liczb wymiernych nie trak tow ał jak  zwykłe liczby, 
choć uważał je  za pojęcie w petni rzeczywiste.

G. W. von Leibniz (1646 - 1716) pisał [26]: „m am y trojakiego rodzaju wielkości: wy
mierne, algebraiczne i przestępne”. W  późniejszej pracy pisał, że liczba a  - 21/la, a =  \pl 
je s t „ interce.nde.ntna

Ch. von Wolff (1679 - 1754) mówił o stosunku ( ratio) dwóch wielkości, ale dla nie
w spółm iernych wielkości nie było to  całkiem  jasne. (Ch. von Wolff, „Elem enta Mathe- 
osum  universae”, tom  I, H alae M agdeburgicae 1717). A by uniknąć trudności, należy tak 
rozszerzyć system  liczbowy, aby obejm ował on stosunki odcinków niewspółm iernych.

3. W iek X V III. D alsze przykłady liczb niewym ier
nych

N ewtonowskie pojęcie liczby jako  proporcji rozpowszechniło się w X V III wieku. np. w 
pracach L. E ulera (17Ü7 - 1783) i innych.

Próby bliższego pow iązania pojęcia liczby wymiernej i niewymiernej pojaw iły się w II 

połowie XVIII w. A. G. K ästner (1719 - 1800) trak tow ał liczby niew ym ierne jako granice 
liczb wymiernych.

D ’A lam bert (1717 - 1783) odrzucał istnienie liczb niewymiernych. Jak  się przekonamy 
w dalszej części w ykładu, pogląd len  m iał swoich zwolenników i w późniejszym okresie. 
Równocześnie jednak  X V III wiek przynosi jakościowe wyniki dotyczące liczb niewymier
nych. W’ połowie tego stu lecia postaw iono, chyba po raz pierwszy, py tan ie  dotyczące 
niewymierności (a  być może naw et przestępności, sądząc, z ty tu łu  pracy) liczb e. ■k i logab, 
gdzie a, b są dodatn im i liczbami wym iernym i, a ^  1 i b nie jest w ym ierną potęgą a ([13], 
ustęp  105: J . H. L am bert (1768) por. [30]). Euler udow odnił, że e i e2 są niewymierne. 

U Eulera w ystąpił też w Introductio . . .” archaiczny term in  num erus s u r d u s (liczba 
głucha). Zwykle używał jednak  term inu ,.num erus irralionalis” na określenie liczby nie
wymiernej.

Lam bert (1728 - 1777) udow odnił w 1761, że jt jest liczba niew ym ierną, ale dowód był 
błędny. N atom iast w 1766 udow odnił następujące tw ierdzenie:

1) Jeżeli .r €  <Q>X. to e* Q.

W  szczególności log.r £  Q  dla x  € Q +. .r /  1 .

2) Jeżeli x  €  Q * . to tg.r £  Q.
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Poniew aż t g \  =  1, więc z tw ierdzenia 2 wynika, że ir je s t liczbą niew ym ierną. L am bert 
podał też bezpośredni dowód tego fak tu . N atom iast z tw ierdzenia 1 wynika, że en Q  
dla każdego n  6 N. Dowód L am berta  da je  w istocie więcej:

jeżeli a £  R  je s t liczbą, dla której a2 €  Q , to ^  ^  Q .

A. M. Legendre udow odnił ([31] N ote IV ), że nie tylko ale także  r 2 je s t liczbą 
niew ym ierną. Legendre pisał tam  (s tr. 251):

„Jest prawdopodobne, że liczba re nie jes t zawarta wśród n itw ym ierności alge
braicznych, tzn. nie jes t p ierw iastkiem  równania algebraicznego o skończonej 
liczbie składników, którego w spółczynniki są w ymierne, lecz ja k  się wydaje, 
śc isły  dowód takiego tw ierdzenia je s t bardzo trudny; je s te śm y  jedynie  w stanie  
udowodnić, że kwadrat n jes t jeszcze liczbą niew ym ierną. ”

Jes t to  zapew ne pierw sze m iejsce w lite ra tu rze , w którym  po jaw iła  się precyzyjna 
definicja liczby przestępnej, choć już wcześniej Leibniz i Euler używali tego term inu , nie 

precyzując go jednak  bliżej.

4. P ierw sza połow a XIX wieku. D alsze zm agania z 
niew ym iernością

W elem entarnych w ykładach rachunku różniczkowego, k tóre zaczęły się coraz częściej 
pojaw iać na przełom ie X V III i XIX stu lecia, brak jakiejkolwiek w zmianki o pojęciu liczby. 
Liczby pojm ow ano jako  coś znanego, czego nie definiuje się (por. J. L. Lagrange (1804

[29]), A. L. C auchy (1821 [7]), M. G ergonne (1829 - 1830 [19])). U C auchy'ego też nie 
m a pojęcia liczby, jest na tom iast precyzyjne, jak  na  owe czasy, pojęcie ciągu, szeregu 
zbieżnego i rozbieżnego:

„Rozdział VI

1. Ogólne rozważania o szeregach.

Szercyiem nazyw am y ciąg nieokreślonych wielkości

Ufl, U i,U j,U 3, . . . ,

w którym  następne [wielkości] o trzym ujem y z poprzednich wg określonego pra

ić a . Takie wielkości są różnym i składnikam i szeregu, k tóry rozpatrujem y. M ech

S n =  Mo +  «1 +  • • • +  «ii-l
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będzie sum ą n pierwszych składników, gdzie n oznacza dowolną liczbę całko

witą. Jeżeli dla wartości n  stale rosnących sum a  s„ zbliża się nieograniczenie 
do pewnej granicy s , to szereg je s t zbieżny, a wspomnianą granicę nazywa się 
sum ą szeregu. Jeżeli przeciwnie, sum a sn nie zbliża się do żadnej ustalonej 
granicy, to szereg je s t rozbieżny i nie ma sum y. ”

Cauchy jes t więc św iadom , że do pojęcia sum y szeregu po trzebne je s t pojęcie granicy. 

W  dalszym  ciągu usiłował udowodnić to , co dziś nazywamy tw ierdzeniem  C auchy’ego: ciąg 
sum  częściowych m a granicę wtedy i tylko wtedy, gdy spełnia warunek C auchy’ego, innymi 

słowy, jeżeli p rzestrzeń  m etryczna R jes t zupełna. Cauchy udow odnił jedynie  konieczność 
swojego w arunku. D ostateczność tego w arunku wymaga uprzedniego zdefiniowania liczb 
rzeczywistych. Bez definicji liczb niewymiernych ta  część dowodu je s t niemożliwa. Cauchy 
stw ierdził w C ours d ’Analyse, że  liczby niewym ierne należy uważać za granice ciągów liczb 
wymiernych. Poprzesta ł jednak  na  tym , nie podając konstrukcji liczb niewymiernych.

N iezależnie jednak  od braku precyzyjnej definicji liczb niew ym iernych, z coraz więk
szym powodzeniem  odkryw ano dalsze własności liczb niewymiernych.

J . Liouville (1809 - 1882) podał w 1844 pierwszy przykład liczby przestępnej, przed
staw iając ją  w postaci u łam ka łańcuchowego: r] =  [a0; a i , a 2, . . . ] ,  gdzie a0 >  2 je s t daną 
liczbą n a tu ra lną , a m+I =  ę™, a  q,„ je s t mianownikiem ułam ka [a0; a t , . . . ,  a m], tzn. m ia
nownikiem m —tego reduk tu  liczby q (m  £  N). W 1851 udowodnił Liouville swoje słynne 
tw ierdzenie o aproksym acji rzeczywistych liczb algebraicznych liczbam i wymiernymi:

Jeżeli a  £  R  je s t liczbą algebraiczną stopnia n  >  1 (tzn. p ierw iastkiem  wielo
m ianu stopnia  n  o współczynnikach wymiernych, nieprzywiedlnego nad ciałem  
Q  liczb w ym iernych), to istnieje stała C (a )  >  0, laka że

Pa -----
9

. C (« )

dla dowolnych p .q  £  Z , q > 0.

Isto tn ie, powyższe tw ierdzenie o aproksym acji pozwoliło Liouville’owi skonstruow ać na

stępne przykłady  liczb przestępnych:

OO
©(«?) =  £ < r n!

71=0

dla każdego g £  N, g 1 .

N atom iast podstaw ow e tw ierdzenie Liouville‘a z 1844 orzeka, że

lia żdy  przedział (a .b ) na prostej zawiera liczbę przestępną.
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To w łaśnie ten wynik zafascynował L iouville’a, a  nie cytow ane tw ierdzenie aproksym a
cyjne, którego roli Liouville wówczas jeszcze nie docenił.

Mówiąc o próbach konstruow ania liczb niew ym iernych należy w spom nieć o B ernardzie 
Bolzano (1781 - 1848), k tó ry  wcześniej niż Cauchy poda! definicję szeregu zbieżnego, w 
czym  krył się zalążek po jęcia  liczby niew ym iernej. U żyte przez Bolzano pojęcie zbioru 
nieskończonego uk ry te  je s t w definicji liczby niew ym iernej. Należy tu  jednak  odnotow ać, 
że rozw ażania Bolzano przez wiele dziesiątków lat były m ało znane i nie w yw arły wpływu 
na współczesnych mu m atem atyków .

5. K onstrukcje W eierstrassa —  agregaty i rozwinięcia  
dziesiętne

Pierw szą próbę uściślenia dotychczasowego pojęcia liczby podjął Karl W eierstrass 

(1815 - 1897) (por. [37]). W  1859/60 rozpoczął w ykładać funkcje analityczne na  uni
w ersytecie w Berlinie. Swoje w ykłady „Einleitung in die Theorie der analytischen Funk
tio n en ”, s ta le  rozszerzane i modyfikowane, prow adził aż do 1884/85 r. We w stępie do 
tych w ykładów pisał o po trzeb ie  form alnej definicji liczb rzeczyw istych. Podstawow e po

jęcie W eierstrassa to  agregat („Zalilgrösse” ). Idąc w ślad za pom ysłem  Pitagorejczyków  
definiuje jednostk i, £/v =  / j .  -V 6 N.

Liczba ułam kow a a to  liczba postaci

a =  m  +  n ii£ mi +  . . .  +  m NemN.

Agregat jes t zbiorem  liczb (jednostek) wraz z krotnościam i ich w ystępow ania. W idać więc, 
że jak iś w pływ na  W eierstrassa w ywarły egipskie u łam ki p roste, choć tu  u łam ki proste 
m ogą mieć równe m ianowniki.

Dwie liczby w ym ierne: a, h €  Q* są równe:

a =  b v u€q ( w <  a <=> w <  b)-

Niech A  -- { a i , a 2, . . . } ,  aj 6 Q * , będzie agregatem  („das add itives A gregat” ). Liczby 

a3 nazyw am y ułam kam i agregatu  A. (Uwaga: a ; nie m uszą być param i różne). Liczba 
w ym ierna r  jes t zaw arta  w agregacie A , jeżeli istnieje podagregat A  zaw ierający r . Piszemy 
w tedy r  €  A . Agregat A  jes t skończony  (albo: zbieżny), jeżeli is tn ieje R  €  Q+ tak ie , że dla

n
każdego O j.. . . ,  an €  A , a i <  R- Jeżeli .4 i B  są dw om a agregatam i, to  wg W eierstrassa:

.4 =  B  Vv€Q(r/ €  .4 o  g €  B ).
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Sum ą agregatów  A  +  B  nazyw a on zbiór sum a +  b (a €  A , h £  B ),  a iloczynem  agregatów 
A  i B  -.

A B  = { a b e Q  : a €  A , b £  B } .

Jeżeli agregat je s t złożony ze skończenie wielu elementów', to  W eierstrass utożsam ia go z 
sum ą jego elem entów.

Liczby rzeczyw iste to  nieskończone agregaty zbieżne. Znany logik, Frege, zarzucił We- 
ierstrassowi b łąd  logiczny w jego konstrukcji. Frege pisał w [16]:

„Sum ę nieskończenie wielu dodatnich składników rozpatruje W eierstrass nie 
jako granicę sum y. lecz jako  su m ę”.

Frege uważa, że znaki <  i +  nie są tam  jednoznaczne. Ten sam  błąd  zarzucił Weier- 
strassowi C an to r w 1872. Jedynie  Dedekind uw ażał teorię W eierstrassa, a  później Can- 
to ra  za w pełni popraw ne. W pracy „ Was sind und was sollen die Zahlen” (Braunschweig 
1888), D edekind uważa, że „ teorie Panów Weierstrassa i Cantora posiadają pełną ścis
ło ść”. Faktem  je s t jednak , że W eierstrass nigdy nie opublikował swojej teorii, co chyba 
nie wynikało w yłącznie z jego niechęci do publikowania, gdyż dzieła W eierstrassa zajm ują 
łącznie 7 tom ów , obejm ujących w większości prace opublikowane jeszcze za jego życia. 
Co praw da książka D anlschera [9] zawiera wykład agregatów W eierstrassa, jednak  trąci 
on myszką i nie je s t precyzyjny, jak  na rok 1908. W wykładach W eierstrassa z 1886 (por.
[37]) im plicite pojaw ia się pojęcie porządku, jego archimedesowość oraz pojęcie granicy. 
W eierstrass pisze tam :

„W  dowolnej bliskości każdej niew ym iernej wielkości liczbowej istnieje dowol
nie wiele w ym iernych wielkości liczbowych, które do n iej dowolnie blisko zbli
żają się. Zatem  każda niew ym ierna wielkość liczbowa jes t granicą wymiernych  
[wielkości liczbowych], tzn. w tym  przypadku zdefiniowanych. Jak więc można 

czysto arytm etycznie zdefiniować różnicę pomiędzy w ielkościami w ym iernym i i 
niew ym iernym i?  G dy w yjdziem y z istnienia wymiernych wielkości liczbowych, 
to nie ma żadnego sensu, aby [liczby] niewym ierne jako  granice tychże definio
wać, gdyż w cześniej wcale nie wiemy, czy prócz wym iernych są jeszcze inne 
wielkości liczbowe.. ”

I dalej:

„Ale wielkości liczbowe, które powyżej zosta ły zdefiniowane, obejmują wpraw
dzie wszystkie liczby wym ierne, lecz także zawierają jeszcze inne. Rozw ażm y  
na przykład liczbę t ,  która przyporządkowana jes t elem entom

i i  1
^ 2 6 ............ i i '.'
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tw orzącym  dobrze zdefiniowany szereg, jednoznacznie określający wielkość licz
bową; całkiem  łatwo m ożna wykazać, że nie istnieje w ym ierna wielkość licz

bowa, która je s t je j  równa; wynika stąd od razu, że dziedzina wielkości nie jest 
wyczerpana przez liczby w ymierne. ”

W  piątek . 11 czerwca 1886 roku, W eierstrass mówił:

„K orzystając z pom ocy wprowadzonej m etody poglądowej daje się łatwo wy
jaśnić, że każda wielkość liczbowa odpowiada pew nej określonej długości geo
m etrycznej. M ożem y mianowicie przedstawić wielkość liczbową w jakiejkolwiek  
arytm etycznej fo rm ie , na przykład w system ie dziesiętnym , w postaci

a°+ To + Tô  + ’ ’' ’ gdzit 0 ~ ak < 10, gdy k ~ ł’
a więc m ożem y wszystkie wielkości liczbowe przedstaw ić jako  długości, które 
powstają, gdy powyższe przedstawienie szeregu urywa się na pierw szym , dru

gim, itd. sk ła d n iku .”

Rozwinięcia liczb rzeczyw istych przy dowolnej podstaw ie, w szczególności rozwinięcia 
dziesiętne, odgryw ają u W eierstrassa bardzo is to tn ą  rolę. K rótko m ów iąc, co praw da We- 
ierstrassow i nie u d a ła  się konstrukcja liczb rzeczyw istych w postaci agregatów , ale jego 
konstrukcja  liczb rzeczyw istych w postaci rozwinięć przy podstaw ie g > 1 (głównie g = 10) 

je s t ju ż  w polni popraw na.

6. K onstrukcja M eraya, Cantora i H einego - uzupeł
nienie przestrzeni m etrycznej liczb wym iernych

W  1869 roku M eray (1835 - 1911) naszkicował sw oją pierw szą teorię liczb niewymier

nych, rozw ijając ją  następn ie  w książce [33] w 1872. B ył to  przełom ow y rok w budowie 
liczb rzeczyw istych. W  tym  sam ym  roku ukazały się też konstrukcje C antora , Heinego 

i D edekinda. K onstrukcje  M eraya, C an to ra  i Heinego to , najkrócej m ówiąc, konstrukcje 
uzupełn ien ia  c ia ła  Q  liczb wym iernych względem zw ykłej m etryki na  p rostej, w przeci
w ieństwie do zupełn ie  odm iennej teorii D edekinda. O m ówimy je  poniżej. W arto jednak 

wcześniej zdać sobie spraw ę z fak tu , że zarówno H eine, jak  i C an to r byli studen tam i Weier
strassa. (C an to r studiow ał w B erlinie w latach  1863 - 1869, gdzie był pod przem ożnym  
w pływ em  W eierstrassa). Z drugiej strony jednak , W eierstrass od rzucał sam  pom ysł ta 
kiej konstrukcji, jak  o ty m  dobitn ie  św iadczy przytoczony w rozdziale 5 fragm ent jego 

w ykładów .
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M eray ciąg liczb wym iernych r>i , u2, . . .  nazyw a „variable progressive” (1869), a  później 
„variant” (1872). Jeżeli dla dowolnej dostatecznie m alej liczby wymiernej e >  0 istnieje 

n €  N takie, że
b n + p  -  V n |  <  £ d la  p  =  0 , 1 , 2 , . . . ,

to  „variant v„ est convergent”. D wa ciągi u n i v —n  są równoważne, jeżeli lim  («« —vm) =
0. Jeżeli ciąg u„ nie jes t zbieżny do liczby w ym iernej, to  granicę u„ nazyw a „nombre f i c t i f ’, 
liczbą fikcyjną, u tożsam iając  ją  z tym  ciągiem.

P otrzeba  uściślenia po jęcia  liczby pojaw iła się u C antora w związku z jego badaniam i 
w zakresie szeregów trygonom etrycznych (tw ierdzenie o jednoznaczności e tc .). Zręby tej 
teorii p rzedstaw ił w pracy „Uber die A usdehnung eines Satzes aus der Theorie der Tri

gonom etrischen R e ih en ”, M ath . A nnalen 5 (1872), 123 - 132 (por. [4]).
Liczbę rzeczyw istą („die Zahlgrösse”) u tożsam ia C antor z ciągiem C auchy'ego liczb 

wymiernych (an), pisząc: „Szereg (1) ma określoną granicę b .”
Jeżeli a je s t „wielkością liczbową” wyznaczoną przez ciąg (an), a a' „wielkością licz

bową” w yznaczoną przez ciąg (a’n), to  m ożna je  porównywać:

(a) a =  a <— > '^c€Q ^ noeN '^ni n'> • l°n — a "l <  £

(b) a' < a <=> 3rgQ« 3„o€n V">"o :e  < a n - a 'n

(c) a < a' *=> 3£€q , 3 7io€NV„>„0 :a n - a ' n < - £

O gólna konstrukcja liczb rzeczyw istych podana przez C antora  poprzedzona została 
jego w ynikami, dotyczącym i rozwinięć liczb rzeczywistych. W  dwóch pracach ([5], [6]) z 

1869 roku przedstaw ia C an to r teorię rozwinięć postaci:

A = Ao + J, + w  + l^ V ' + - - - '  (2)

gdzie b, b', b", . . .  są liczbam i natu ra lnym i większymi od 1, A 6 { 0 ,1 , . . . ,  b — 1), 

p  € {0, 1 , . . . , 6' -  1 }, v  6 {0, 1 , . . . , 6" -  1 }, itd .
C antor dowodzi, że jeżeli (2) jes t rozwinięciem liczby w ym iernej, to  od pewnego m iej

sca licznik przy jm uje najw iększe z możliwych wartości. D aje to  na tychm iast kryterium  
niewymierności liczby A  przedstaw ionej za pom ocą rozwinięcia (2), skąd np. wynika nie- 

wymierność liczby e. Dowodzi też , że liczba o rozwinięciu (2) jes t w ym ierna w tedy i tylko 
wtedy, gdy ciąg A, p , v , . . .  je s t okresowy od pewnego miejsca.

W  pierwszej z cytow anych prac C antor zauważa, że każda n iew ym ierna liczba x  >  1 

m a jednoznaczne rozwinięcie w ułam ek łańcuchowy

1
x  =  1 +

“ +  S+Z

N astępnie dowodzi, że każda liczba .r >  1 m a rozwinięcie postaci:
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gdzie a, b. c , . . .  €  N i b > a 2, c >  b2, d > c2, itd . W  szczególności, jeżeli x  €  Q , to  od pew
nego m iejsca m ianow niki tw orzą ciąg k, k2, k 4, . . . ,  k 2" , . . . .  C an to r u sta la  odpowiedniość 
w zajem nie jednoznaczną pom iędzy punk tam i prostej z w ybraną  jednostką  a wielkościami 

liczbowymi.
W  pracy „Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen”, 

C relle’s J. 77 (1874), 258 - 262; (por. [4]) C antor udow odnił, że

zbiór rzeczyw istych liczb algebraicznych jes t przeliczalny.

Dowolnej liczbie algebraicznej w € R stopnia  n  z w ielom ianem  m inim alnym

J(X) =  a„X" +  ... +  ajX  + a0 € Z[X],

(au. a j , , an) =  1, przyporządkow ał jej wysokość („H óhe” ):

A' =  n — 1 +  |a0| +  |« j| +  . . .  +  |a„ |.

Ponieważ d la  każdej liczby natu ralnej A' istnieje skończenie wiele wielom ianów (liczb jj) 
o wysokości N , a  więc m ożna je  w szystkie przeliczyć. W ynika s tąd , że zbiór A wszystkich 
liczb algebraicznych je s t przeliczalny. „W iększość” liczb niew ym iernych są  to  więc liczby 
przestępne.

K onstrukcje C an to ra  i M ćraya, której idee sięgają C auchy’ego, a  naw et K astnera , w 
najelegantszej postaci p rzed staw ił Heine [20] w 1872 roku.

C iąg C auchy‘ego złożony z liczb wymiernych nazyw a Heine „Zahlenreihc”. Termin 
liczba (..Z ah l”) rezerw uje tylko d la liczb wymiernych. Ciąg elem entarny („Elem entarre- 
ilic”) to  ciąg liczb w ym iernych zbieżny do zera. Dwa ciągi (a n) i ( 6„) są równoważne, gdy 
(o„ — 6„) je s t ciągiem  elem entarnym . Uogólniona liczba a lbo sym bol liczbowy („Allgcme- 
inerc Zahl oder Zahlzeiclien”) to  klasa równoważności danego ciągu C auchy’ego względem 

zbioru ciągów zerowych. K rótko mówiąc, zbiór R liczb rzeczyw istych definiuje Heine jako 
pierścień ilorazowy <Z/3, gdzie €  je s t zbiorem  ciągów C auchy’ego o w yrazach wym iernych, 

a ]  —  zbiorem  (ideałem  w (£) ciągów elem entarnych. E lem ent (a n) +  3 zapisuje Heine 
jako [a j,a 2,a 3, . . .].

Jeżeli A  =  [a j, a 2, a3, . . .], B  =  [6i, 62, b3, . . . ] ,  to

A  >  E  3„0ę^V n>noa n bn > 0.

Sum ę A  i B  definiuje się jako:

A  +  B  =  [di +  . 02 "h a 3 "h ^3ł • • •]>

podobnie określa się m nożenie i dzielenie. W ten sam  sposób, ko rzysta jąc  ze zdefiniowa
nego porządku d la  uogólnionych liczb, określa się pojęcie granicy uogólnionych liczb.
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7. Konstrukcja D edekinda - uzupełnianie luk w 
przestrzeni uporządkowanej Q  liczb wym iernych

Z upełnie inny pom ysł w ykorzystał D edekind. Co praw da jego rozpraw a (por. [10];
[15] - tekst po polsku) ukazała się w 1872 roku, jednakże po trzeba precyzyjniejszego 
zdefiniowania liczb rzeczywistych w ynikła w czasie jego wykładów w Zurychu w 1858 roku, 
kiedy to  po habilitacji w G etyndze o trzym ał e ta t profesora na  tam tejszej politechnice. 
Pom ysł dojrzew ał przez wiele la t. D edekind rozbija zbiór w szystkich liczb wymiernych na 

dwie klasy: (SCI©,,) : 2l„ <  tzn. a < b d la  każdego a 6 2t„ i 6 €  ©„• K ażda taka 
klasa w yznacza przekrój {..der S ch m itt”). Przekrój nazyw a liczbą rzeczywistą. Definiuje 
następnie  sum ę, iloczyn, iloraz oraz relację porządku w zbiorze przekrojów.

Zatem  przekrój Dedekinda to  para  (.4, B )  rozłącznych podzbiorów A , B  C Q  zbioru Q 

liczb wym iernych tak ich , że

(i) Q  =  A  U B:

(ii) a < b d la każdego a €  A  i 5 €  B;

(iii) w A  nie m a liczby najw iększej;

(iv) jeżeli u €  .4, to  d la  każdej liczby wymiernej te, z nierówności w < a

wynika, że u: €  A.

Na przykład  przekrój D edekinda w yznaczający \ /3  to  para  (.4, B ). gdzie A = {:<■ € 
Q  : x 2 < 3}, a  B  je s t dopełnieniem  A  w Q. N atom iat liczbę w ym ierną u> €  Q  utożsam ia 
D edekind z przekrojem  (.4. B ). gdzie A — {a €  Q  : a < u>], B  =  {/) €  Q  : u; <  b).

W  przeszłości w sposób mniej lub bardziej popraw ny argum entow ano, że każda liczba 
rzeczyw ista jes t gran icą ciągu liczb wym iernych, tzn . że liczby wym ierne leżą gęsto w 
zbiorze R  liczb rzeczywistych.

C hyba najprostszy  dowód tego faktu  podał Christoffel w 1887 roku, dowodząc po 
prostu , że d la  każdej liczby rzeczywistej x , x  =  lim (gdzie [z] oznacza część całkow itą 
(cechę) liczby z €  R ), pośw ięcając dyskusji tego faktu  obszerną pracę [8]. Pom ijam y 

oczyw isty dowód tego faktu .
We w szystkich om aw ianych tu  konstrukcjach liczbę rzeczyw istą u tożsam ia się z odpo

w iednio w ybranym  zbiorem  liczb wymiernych (bo jakżeby m ożna inaczej !).
Jak  to  już zostało  pow iedziane, teoria W eierstrassa nie była w pełni klarowna, a  nawet 

—  popraw na, gdyż nie operow ał on jeszcze pojęciem  zbioru. U C an to ra , twórcy teorii 
zbiorów, w ygląda to  już znacznie lepiej. N atom iast D edekind, k tóry  znał wyniki swego 
przyjaciela C an to ra  z korespondencji i wspólnych dyskusji, często je  korygował, wskazując 
błędy lub luki w jego rozum ow aniach, już bezbłędnie operow ał pojęciem  zbioru. Był więc, 

w jak im ś stopniu współt wórcą teorii zbiorów.



354 W itold  W ięsław

8. Przestępność e, n i innych liczb

Być może był to  zbieg okoliczności, ale ten okres przyniósł także pierwszy dowód 
przestępności znanej liczby. O tóż Ch. H erm ite dowiódł w 1873 roku, że e je s t liczbą prze
stępną. Pierwsze próby dowodu tego (ak tu  podjął Liouville jeszcze w 1844 r., ale jego 
dowód był błędny. W ynik H erm ite’a  (k tóry  był uczniem  Liouville’a) był sensacją ta m 
tych la t. Ale niew ątpliw ie najw iększą sensacją był wynik Ferdynanda L indem anna (1852 
- 1939), uzyskany w dniu  12 kw ietn ia  1882 r. (w dniu  jego urodzin):

z  je s t liczbą przestępną !

Replika K roneckera, wg której „liczby naturalne pochodzą od Boga; wszystko in n i stw orzył 
człow iek’’, była druzgocąca. Wr liście do L indem anna, k tó ry  po uzyskaniu tego błysko

tliwego w yniku (zresztą  jedynego istotnego tw ierdzenia, którego kiedykolwiek dowiódł) 
został dy rek torem  Sem inarium  M atem atycznego w Królewcu, pisał:

..Jaką wartość przedstawia Pański p iękny dowód, skoro liczby niew ym ierne nic 

is tn ie ją?”

K ronecker uw ażał, że należy odrzucić wszelkie nieskończoności, a ca la  m atem atyka 
zbudow ana jest z liczb naturalnych  za pom ocą konstrukcji, z których każda stosowana 
jest tylko skończenie wiele razy. Inne obiek ty  w m atem atyce  nie istn ieją  — należy je  
odrzucić.

W' swej słynnej pracy [32] z 1882 roku L indem ann udow odnił, że jeżeli a  €  A i o  ^  <Q>, 
to  e° £  Q. S tąd ju ż  wynika przestępność w: gdyby z  by ła  liczbą algebraiczną, tzn . 7T € A, 
to  także z  i €  A. Poniew aż z i Q  i cr' =  — 1, więc dostajem y sprzeczność. Z atem  z  £  A.

L indem ann sform ułow ał t.cż tw ierdzenie, uogólniające wynik L am berta:

jeże li a  €  A * , to ea £  A.

U dowodnił je  W eierstrass w 1885 roku, dowodząc ogólniejszego tw ierdzenia:

jeżeli O ). . . . ,  a„  €  A są param i różne, to liczby eQ|, . . . ,  eQ" są liniowo nieza
leżne nad ciałem  A.

9. Aksjom atyzacja liczb rzeczyw istych —  H ilbert, 
H untington

Pierw szą aksjom atykę ciała R liczi) rzeczyw istych podał H ilbert na przełom ie XIX i 

XX wieku ([21]. Rozdział 2. 13: [22]). H ilbert jedyn ie  sform ułował odpow iednie w arunki, 

nie dowodząc jednak , że charak teryzu ją  one zbiór R  liczb rzeczyw istych.
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Przypom nijm y w tym  m iejscu, że porządek.liniowy <  w ciele K  nazyw am y porządkiem  
ciała, jeżeli sum a i iloczyn elem entów  dodatnich są dodatnie. Z atem  relacja <  spełnia 
następujące w arunki:

(i) a <  a; (ii) a < b \ b < a =$ a = b;

(iii) d la  każdego a, 6 €  K , a < b lub b < a; (iv) a < b.b <  c => a < c;
(v) a < b =$■ a -i- c < b + c; (vi) a < b,Q < c => ac < bc.

W  sposób równoważny ciałem  liniowo uporządkowanym  (krótko: ciałem  uporządkowanym) 
nazyw a się parę  (K , P ). gdzie P  C K  je s t podzbiorem  K ,  0 £  P , tak im , że a +  6, ab £ P  

dla dowolnych a .b  £ P .
Jeżeli ciało uporządkow ane ( I \ ,  < )  określone jes t za pom ocą warunków (i) - (vi), to 

za P  bierzem y zbiór elem entów  dodatnich: P  =  {x  £  K  : i  >  0 , i  /  0}. N a odw rót: 
jeżeli ciało uporządkow ane określone jest jako para (K , P ), to  relację <  określam y w K  
następująco: u < b <=> a = b lub b — a £  P . Łatwo sprawdzić, że tak  określona relacja <  
spełnia warunki (i) - (vi).

Porządek jes t archimedesowski, jeżeli spełniony jes t A ksjom at Archimedesa, tzn. dla 

dowolnych a .b  £ K . a > 0 istn ieje laka liczba n £  N, że na — a +  . . .  -f a (n  razy) >  b. 
C iało z porządkiem  archim edesow skim  nazyw am y ciałem  (uporządkowanym.) archimede

sowskim.
W iąże się to  z m ierzeniem  — w ystarczy rozważyć na prostej odcinki długości a i b. 

W tedy pew na wielokrotność odcinka a długości a pokryje odcinek h długości b. A zatem  

zwykły porządek na  prostej R  je s t porządkiem  archimedesowskim. N atom iast porządek 
>  zdefiniowany w ciele R (A ') funkcji wymiernych zm iennej X  o współczynnikach rzeczy

wistych w sposób następujący :

jeżeli /  =  a„ A'" +  . . .  +  (¡o i » =  bmX m +  . . .  +  b0 sa w ielom ianam i o w spół
czynnikach rzeczyw istych, to  dla funkcji wymiernej f / g  kładziemy:

/ /S  >  0 <=> anbm >  0,

gdzie sym bol >  po prawej stronie oznacza porządek w R,

nie jest archim edesowski. Isto tn ie , łatwo sprawdzić, że ciało funkcji wym iernych R(-Y) 
s ta je  się ciałem  liniowo uporządkow anym  względem relacji > , k tó ra  p rzed łuża zwykły 
porządek z p rostej R. Jednakże  ciało (R(Af), > )  nie jes t archimedesowskie: jeżeli a = X ~ l , 

b =  1, to  n X  <  1 d la  każdego n £ N ,  m im o że a > 0. Takie elem enty nazywamy 
elem entam i nieskończenie m ałym i.

H ilbert scharakteryzow ał R  jako  ciało archimedesowskie, k tóre nie m a właściwych 

rozszerzeń archim edesow skich. Dowodu jednak nie podał.
Kilka lat później H un ting ton  [23] scharakteryzow ał R  jako ciało liniowo uporządko

wane. w którym  każdy rosnący ciąg ograniczony m a kres górny. W  późniejszej pracy [24]
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udow odnił, że R  jes t jedynym  ciałem  liniowo uporządkow anym  z porządkiem  Archime- 
desa, w k tórym  każdy zbiór ograniczony z góry m a kres górny. Dziś w iadom o, że założenie 
archimedesowości jes t zbędne.

Jak  dowieść tych tw ierdzeń ?

Podstaw ow ym  fak tem  niezbędnym  do dowodu tw ierdzenia H ilberta  i H unting tona jest 
następujące tw ierdzenie orzekające, że c ia ła  archim edesowskie to  podciała  ciała R  liczb 
rzeczyw istych (z porządkiem  odziedziczonym  z R):

Dla każdego ciała archimcdesowskiego (K ,  < )  istnieje izom orfizm  f  : K  —► R, 
zachowujący porządek, Izn. funkcja  f ,  która m a następujące własności:

(i) f  nie je s t tożsam ościowo równa zeru, oraz dla każdego a .b  £ K :
(ii) f ( a  +  b) =  f ( a )  +  f ( a ) ,
(iii) f ( ab )  =  f f a ) f ( b ) ,
(iv) a <  b implikuje, że f ( a )  <  f ( b) .

A o to  idea dowodu tego tw ierdzenia.
Niech u. b  €  A”, b /  0. U stalm y elem ent a €  A', a > 0, np. a = 1 . Niech A’ =  A’(b .n ) 

będzie najm nie jszą  liczbą n a tu ra ln ą  taką, że ( N  — l)o  <  n 6 <  Na.  M ożna dowieść, że

dla każdego rn .n  €  A’, m  > n  pociąga | A | <  i .

W ynika stąd . że { — }„€pj jest ciągiem  C aychy’ego liczb w ym iernych. Niech granicą 

tego ciągu będzie:

/ ( * ) -  lim N{ b ' n)
n

Spraw dzenie, że tak  określona funkcja /  : A' —* R spełnia  warunki (i) - (iv) tw ierdzenia, 
nie jes t tru d n e , choć w ym aga pewnej rutyny.

10. N ajnow sze konstrukcje liczb rzeczyw istych.
Klasyfikacja M ahlera liczb niewym iernych

W spom inaliśm y ju ż  o opozycji K roneckera do intensyw nie rozwijanych teorii liczb rze
czyw istych. N ie był jednak  jedyny  w swych opiniach. Paul du Bois Reym ond (b ra t Em ila) 
w swojej książce [2] z 18S2 roku ustosunkow ał się kry tycznie do arytm etycznych teorii liczb 
rzeczyw istych i form alizm u tych teorii. Zanim  został m atem atykiem , był psychologiem i 
to  zapew ne w płynęło  na  ukształtow anie się jego poglądów m atem atycznych.

Tak pisał w swojej książce o liczbach niew ym iernych [2]:



Pow stanie liczb niew ym iernych 357

,,7e trudności nie są na tury m atem atycznej, mają źródło w naszych myślach  
— naszych wyobrażeniach [Vorstellungen]”. „Gdyby to były trudności natury  

m atem atycznej, to by je  dawno przezw yciężono”.

Na zakończenie należy w spom nieć o dwóch nowych konstrukcjach liczb rzeczywistych. 
Pierwsza to  konstrukcja  liczb rzeczyw istych za pom ocą u ltrapotęg , w szczególności nie
standardow e rozszerzenia R, k tóre sankcjonują rachunek nieskończenie m ałych Newtona, 
Leibniza i innych, którego elem enty przetrw ały, przynajm niej w języku m atem atyk i, do 

końca wieku XIX. Z algebraicznego punk tu  w idzenia są to pew ne ciała  uporządkow ane z 
porządkiem , k tóry  nie spełn ia aksjom atu  Archimedesa.

Pojaw iła się też inna, nowa konstrukcja liczb rzeczywistych. W  1975 roku kilku au
torów, m. in. G. H. Ross, G. C. R o ta  i inni [14] podało konstrukcję liczb rzeczywistych 
w oparciu o pierścień form alnych szeregów L aurenta jednej zmiennej o współczynnikach 

całkowitych, tzn.
Z { X } = S - '  Z[[A']],

gdzie S  - {1 . X ,  A'2, . . . } ,  a Z[[A']] jes t pierścieniem formalnych szeregów potęgowych o 
w spółczynnikach całkow itych. W  zbiorze tym  definiuje się odpow iednio relację równoważ
ności p i podpierścień A , a  zbudow any pierścień klas A / p  okazuje się być zbiorem liczb 
rzeczywistych. Isto tn ie , niech A  będzie zbiorem wszystkich szeregów L aurenta z Z { X )

OO
a =  £  a „ X \

n = N

które sp e łn ia ją  następu jący  warunek:

istnieje z  £  N tak ie , że £  |“ i |2n - ' <  z ‘2n d la każdego n  =  0, 1 , 2 , —
t<n

Dwa szeregi L auren ta  a. b €  A  są równoważne:

apb <=> istn ieje szereg c €  A  tak i, że a = b +  kc, gdzie k  =  1 — 2 X  i

V*€N3fceNu{o}VJ>* : z \°j\ ^  21 ■

Okazuje się (por. [14]), że pierścień A /p  jes t izomorficzny z R.
Zaczęliśmy nasze rozw ażania od najwcześniejszych przykładów  liczb niewymiernych: 

\/3 . v72. stosunku przekątnej p ięciokąta foremnego do jego boku.
Zakończmy więc naszą dyskusję opisem zbioru liczb niew ym iernych. Klasyfikację taką 

podał K. M ahler w 1932 roku. W tedy, gdy proponow ał taką klasyfikację, nie było jeszcze 

w iadomo, czy w szystkie zbiory są  niepuste.
Przypom nijm y n iezbędne pojęcia. Niech P  - a„X"  +  . . .  +  o0 €  R[A ]. Połóżmy:
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Przypom nijm y, że jeżeli d la  funkcji /  i g, f ( x )  < c g (x ) z pew ną s ta łą  c, to  piszemy 
f ( x )  <  g(x) .

Niech N  £  N, a  €  R. Zdefiniujm y ujN(a)  jako

sup{u> £  R  : 3 nieskończenie wiele P  £ 2. [X] , s t (P)  < N , 0  < | / >( a ) | <  H ( P ) ~ U}.

A oto  klasyfikacja M ahlera liczb rzeczywistych; a  jes t 

A  - liczbą <=> VNg^ u ) \ ( a )  <C 1 (liczby algebraiczne)
S - liczbą <£• nie zachodzi oj\ ( q ) -C 1, ale VNef$ v n (oc) <C N .
T  - liczbą ą=> 3 W€j^ nie zachodzi uąv(a) <C N ,  ale Uk(a)  < oo.
U  - liczbą ą» 3 N6^j u>jV(a )  =  -foo.

W iadom o już dziś, że każda z klas S, T , U  jes t n iepusta , praw ie każda liczba (w sensie 
m iary L ebesgue’a) je s t S - liczbą, a jeżeli a ,0  £  S U T  U U , obie z różnych klas, to  są one 
algebraicznie niezależne.

A jak  współcześnie w prowadza się liczby rzeczyw iste ?

J . D ieudonne („ Foundations o f  m odern analysis”, 1960) definiuje R  jako  ciało liniowo 
uporządkow ane z porządkiem  archim edcsowskim , w k tórym  każdy zstępu jący  ciąg odcin
ków m a przekrój niepusty.

W. R udin („P odstaw y analizy m a tem a tyczne j”, 1969) w ykłada teorię przekrojów  De- 
dekinda.

K. K uratow ski („R achunek różniczkowy i całkow y”, wyd. II, 1964) w spom ina o aksjo- 
rnatyce c ia ła  II jako  c ia ła  archim edesowskicgo, w którym  każdy zbiór ograniczony z góry 
m a kres górny. Szkicuje też teorię przekrojów  D edekinda.

N ajpełn iejszy  w polskiej lite ra tu rze  w ykład teorii dedekinda zaw arty  je s t w „ A nalizie” 
W . Sierpińskiego.

N atom iast n iedaw no wznowiona trzylom ow a „A naliza” K. M aurina  zaw iera wzmiankę 
o konstrukcjach C an to ra  i M eraya liczb rzeczywistych.

N a zakończenie przy toczę opinię P ierpon ta  [35] z 1928 roku:

„Osobiście nie wierzę w to, że absolutna ścisłość zostanie kiedykolwiek osią
gnięta, a jeże li nadejdzie czas, że lak się stanie, to będzie to oznaczać, że wyścig 
m atem atyków  zakończył s ię ”.
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A bstract

T he paper presen ts the  m ain steps in the history of irrational num bers. T he chapters

are as follows:
1. A ntiquity.
2. Medieval century.
3 .XV'II-tli century . Further exam ples of irrational num bers.
4 .T he first half of th e  X lX -th  century. Further struggle with th e  irrationality .
5. VVeicrstrass' constructions — aggregates and decim al expansions.
6. C onstructions of Moray, C antor and H e in e— the com pletion 

of th e  m etric  space of rational num bers.
7 .D edekind’s construction  — filling gaps in the ordered space Q  of rational 

num bers.
8. Transcendence of e. r  and o ther num bers.
9. A xiom atizalion  of real num bers — H ilbert. H untington.

10 . New constructions of reals. M ahler’s classification of irra tional num bers. 
B ibliography contains 39 references, m ostly classical.


