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LICZBY ZESPOLONE | GEOMETRIA

Streszczenie

W pracy przedstawiony jest zarys historii liczb zespolonych. Opisana jest histo-
ria odkrycia kwatcrnionéw przez Hamiltona. Na kilku przyktadach zilustrowane sg
zastosowania liczb zespolonych w geometrii elementarnej.

COMPLEX NUMBERS AND GEOMETRY

Summary

A short history of complex numbers is presented. The history of discovery of
quaternions by Hamilton is described. Examples of some applications of complex
numbers to Euclidean geometry are given.

KOMIIJIEKCHLIE HHCJIA H TEOMETPHJI

Pe3K>Me

B paCoTe npencTaBJineTcn HCTopHii KOMnaeKCHbix 'rucea. OimcaHa To*ie
HCTOpHH CO03flaHHH TaMHJIbTOHOM KBaTepHMOHOB. HoKajaHbl npHMepbl npHJIO-
AieHHVI KOMnaeKcHLix Mncea b aaeMCHTapHoii reoMCTpHH.

1. Powstanie liczb zespolonych

Poczatki liczb zespolonych siegajg XV I wieku, kiedy to podjeto udane préby rozwia-
zania réwnan stopnia 3 i 4.
Girolamo Cardano (1501 - 1576) otrzyma! rozwigzanie rownania algebraicznego stop-

nia 3 od Niccolo Tartaglii (1500 - 1557), ktéry wzorujac sie na ..Boskiej komedii" Dantego
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(1265 - 1321), podat spos6b rozwigzania réwnania stopnia 3 w postaci ... wierszowanej.

Wiersz (w wolnym przektadzie) zaczyna sig¢ nastepujaco:
Kiedy sze$cian z rzeczami razem
Réwne sg jakiej$ liczbie,
Znajdg sie dwie inne, na nig rozdzielajgce sig ...

W wierszu Tartaglii opisany jest sposéb rozwigzania réwnania

x3+ ax = 6, a.b€ R+,

w postaci x = tfu —tfv. gdzieu—v = b,uv = (a/3)3, skad wynika, ze u i u sg pierwiastkami
réownania kwadratowego. Nastepnie Tartaglia znajduje rozwigzanie réwnania x3= ax + b
(a. b€ R*) w postaci x = tfu -f tfv, gdzieu+ v = 6iuv = (a/3)3.

Mimo ze Cardano otrzymat od Tartaglii wspomniany wiersz pod warunkiem zachowa-
nia tajemniej’, znaleziony spos6b rozwigzywania réwnan stopnia 3 opublikowat w 1545 r.
w ...4rs Magna” (,,Wielka sztuka”) jako wtasny.

Natomiast sposéb rozwigzywania rownan stopnia 4 podat Ludovico Ferrari (1522 -
1565), sprowadzajac znalezienie pierwiastkow wielomianu stopnia 4 do rozwigzywania
réwnania stopnia 3 i dwéch réownan kwadratowych.

Stynny spér, ktéry woéwczas rozgorzat o priorytet, jest dzi$ o tyle $miesznj', co mato
istotny. Wiadomo bowiem, ze w przypadku, gdy wielomian stopnia 3 o wspotczynnikach
rzeczywistych ma trzy rézne pierwiastki rzeczywiste, pierwiastki te wyrazaja sie za po-
moca formut zwanych dzi§ wzorami Cardano, ale tkwig w nich liczby nierzeczywiste —
pierwiastki z 1 stopnia 3, tzn. pierwiastki wielomianu .V2+ X + 1, ktérych nie mozna sie
pozbyé. Jest to tzw. ,,casus irreducilibis” (przypadek nieprzywicdlny).

W pracach Cardano pojawity sie po raz pierwszy liczby zespolone, ktére nazywa ,,czy-
sto ujemnymi”i ,,so/istycznie ujemnymi”. Uwazat je za bezuzyteczne i starat sie ich nie
uzywaé. Otrzymat je probujac podzieli¢ liczbe 10 na dwie czeéci tak, aby ich iloczyn byt

réwny 40. tzn. rozwigzujgc uktad réwnan
x +y = 10, xy = 40.

Cardano pokazat, ze warunki te spetniajg liczby x = 5+ \/—15 iy = 5 —tf—15, jesli
mnozy¢ je, jak zwykte liczby przyjmujac, ze —tf—15 «tf—15 = 15.

Matematycy w XV I wieku nie dysponowali jeszcze znanym nam zapisem algebraicz-
nym, ktéry ksztattowat sie w XVII wieku, przez stopniowe wprowadzenie symboli lite-
rowych. symboli plus (+). minus (—), pierwiastka (tf~), znaku réwnosci (=), Dopiero
od XVIII stosowana jest do dzi$§ obowigzujgca symbolika algebraiczna. Abj' zda¢ sobie
sprawe, na jakie trudnosci natrafiali matematycy z XVI wieku, przytaczamy ponizej spo-

so6b zapisu u Cardana:
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réwnanie z3 + 6x = 20 zapisywal w postaci:
cub9 : 6reb9 acalis 20,

gdzie cub9 (cubus) oznacza sze$cian, p — plus, reb9 (rebus) oznacza niewiadoma, a aeqlis
(aeqglis — réwna sie) — znak réwnosci.

Natomiast wyrazenie

zapisat Cardano w postaci:
Rt.u.cu.71x108”210/m ~T.u.cu.Rr.108m 10 ,

gdzie Rt (Radix) oznacza pierwiastek, Rx.u.cu (Radix universalis cubica) — pierwiastek
sze$cienny z wyrazenia do kreski pionowej |, p (plus) — dodawanie, m (minus) — odej-
mowanie. Tym bardziej nalezy chyli¢ czota przed matematykami tamtych czaséw, ktorzy
potrafili cokolwiek udowodnié¢, uzywajac tak trudnej symboliki.

Pierwszym matematykiem, ktéry docenit uzyteczno$¢ liczb zespolonych, byt inzynier
- hydraulik Rafael Bombelli (1526 - 1573), autor ..L ‘Algcbra”. dzieta wydanego w 1572 r..
W dziele tym, oprécz opisania algorytmoéw rozwigzywania réwnan stopnia 3 i 4, opisuje
reguty mnozenia liczb rzeczywistych przez urojone.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1616 - 1716) w liscie do Il. Oldenberga (1615 - 1677) z
1676/77 wspomina juz o rzeczywistej sumie liczb zespolonych sprzezonych.

Abraham de Moivre (1667 - 1754) odkryt wzér, noszacy dzi$ jego nazwisko, w pracy
z 1707 r. i opublikowat w ksigzce z 1730 r. w postaci:

2cosrnx = (0 + \Jd1—1)m+ (a —y/a2 —1)m,

gdzie a = cosx i m € N.

Mimo ze Isaac Newton (1643 - 1727) znal juz szeregi potegowe dla e*, cosx, sinx, to
jednak dopiero Leonhard Euler (1707 - 1783) docenit i zastosowat twierdzenie de Moivre’a,
oraz wyrazit e'z (x € R) jako cosx -f isinx w ,Introductio in Analysin Infinitorum?,
(Lausanne 1748).

Wyrazenie iloczynu, ilorazu, potegi, pierwiastka i logarytmu liczb zespolonych przez
ich moduly i argumenty précz Eulera podat takze Jean le Rond d’Alembert (1717 - 1783)
w 1746.

2. Interpretacja geometryczna liczb zespolonych

Pierwszym autorem, ktory usitowat interpretowa¢ geometrycznie pierwiastki réwnania

stopnia 2 o wspoétczynnikach rzeczywistych byt John Wallis (1616 - 1703). Interpretacje
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takg poda! w ksigzce ,,Algebra” (Oxford 1685) wydanej najpierw po angielsku, a p6z-
niej — w 1693 — po tacinie. Nastepnie zajmowat sie tym Heinrich Kihn (1690 - 1769)
w pracy: ,,Med.itation.es de quantitatibus imaginariis construendis, et radicibus imagina-
riis exhibendis”, Novi Commentari Academiae Petropolitanae, tom IIl. Petrograd, 1753.
(.,Rozwazania o wielko$ciach urojonych ...”).

Pierwszg poprawng interpretacje liczb zespolonych podat Caspar Wessel (1745 - 1818),
z wyksztatcenia prawnik. Praca ,,Om Directionens analytiske Betegning”, opublikowana
w ,.Rozprawach Dunskiej Akademii Krélewskiej” w 1799 r., nie byta znana przez prawie
sto lat. Podstawowa idea dzieta Wessela to zastosowanie przedstawienia liczb zespolonych
jako wektorow.

Wektory zapisuje Wessel w postaci u -+ ve, a dziatania na nich okre$la nastepujgco:
(u + be) m(c + dc) := (ac —bd) + (ad + bc)t

(a+ be)+ (c+ de) := (a+ c)+ (6+ d)e.

Jean Robert Argand (1768 - 1822) opublikowat w 1806 r. prace: ,,Essai sur une
maniere de représenter les quantités imaginaires dans les constructions géométriques™.
Praca ta ukazala sie p6zniej w Annales de Mathématiques Pures et Appliquées, w to-
mie 4 (1813), 133 - 147. .Argand pokazat swojg prace Adrien Marie Legendre’owi (1752
- 1833), ktory udzielit mu kilku wskazéwek. Legendre wspomniat o tym wyniku w liscie
do Franeaisa. Gdy Francgais zmart, jego brat, J. F. Francais znalazt ten list i na jego pod-
stawie rozwingt temat wg wtasnego pomystu, publikujgc prace: ,,Nouveaux principes de
geometrie de position, et interprétation géométrique des symboles imagmares”. w Annales
de Mathématiques, torn 4 (1813). 61-71.

Koto sie zanikneto! Publikacje J. F. Franeaisa zauwazyt Argand, ktéry napisat do niego
z informacjg o wtasnych wynikach. W tym samym tomie Annales de Mathématiques (tom
4 (1813), 227 - 227) Francais opublikowat krotkg note, w ktérej wyjasnit, ze priorytet
nalezy do Arganda.

W dzietach Karla Friedricha Gaussa (1777 - 1855) znajdujemy interpretacje geome-
tryczng liczb zespolonych jako punktéw ptaszczyzny, ale dopiero w jego korespondencji w
latach 1817 - 1831. Natomiast nie ma takiej interpretacji w ,,Dzienniku” Gaussa, co mu sie
powszechnie przypisuje. Jest to moze szczeg6t, ale dos¢ istotny, wskazujacy na tendencje
przypisywania wielkim tego $wiata tego, czego nie zrobili.

Pierwsza formalna definicja liczb zespolonych jako zbioru R2z dziataniami okreslonymi

wzorami:
(a,b) + (c,d) (a+c,b+d)

(a.b)-(c.d) := (ac—bd,ad + be)

pochodzi od Williama Rowana Hamiltona (1805 - 1865) z 1837. Konstrukcja ta opubliko-

wana jest w jego ksigzce: ..Preface to 'Lectures on Quaternions’ ”, Dublin 1853.
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Formalng konstrukcje ciata C liczb zespolonych podat tez Augustin Louis Cauchy
(1789 - 1857) w 1847. Konstrukcja Cauchy’ego, we wspo6tczesnym jezyku matematycznym,

to konstrukcja tzw. pierscienia ilorazowego K[A']/(A/2 + 1).

3. Zasadnicze twierdzenie algebry

Od czaséw starozytnych az do potowy XIX stulecia algebra byta nauka o rozwigzy-
waniu réwnan algebraicznych. Termin ,algebra” wywodzi si¢ od tytutu dzieta Alchwa-
rizmiego (780 - 850), ktérego petne nazwisko brzmi: Abdullah Mohammed ibn Musa
Alchwarizmi al Maguzi. Niekiedy nazwisko jego cytowane jest jako Al - Chorezmi. od na-
zwy miasta Chorezm w Azji Srodkowej, w ktérym zyt i pracowat. Jedno z licznych dziel
Alchwarizmiego nosi tytut: ,,Al - kilab al - muhtaser fi hisab al - dzabr wa’l - mukubala™
[..Krotka ksiega o rachunku algebry i almukabaly™). Traktat ten zostat przettumaczony w
X1l w. na tacine jako ,,Liber de algebra et almucabala” Al - dzabr oznacza przenoszenie
wyrazéw w réwnaniu na drugg strone réwnania ze zmiang znaku, a al - mukabala oznacza
taczenie wyrazéw podobnych. Od tytutu tego dzieta w zlalynizowanej postaci ,,algebra”
wywodzi sie wspotczesny termin algebra. Podobnie, termin ,,algorytm” pochodzi od na-
zwiska Alchwarizmiego, ktory opisat wiele algorytmow algebry.

Zasadnicze twierdzenie algebry zostato sformutowane po raz pierwszy przez Alberta
Girarda (1595 - 1632) w 1629 i Kartezjusza w 1637 w postaci istotnie réznigcej sie od
wspoéiczesnego sformutowania. Twierdzili oni mianowicie, ze réwnanie algebraiczne stopnia
n moze mie¢ co najwyzej n pierwiastkéw. W domyséle pozostawato, ze wielomian ma
wspotczynniki rzeczywiste i chodzi o pierwiastki rzeczywiste.

W latach czterdziestych XVIII stulecia Golin Maclaurin (1698 - 1746) i wspomniany
juz wczesniej Leonhard Euler podali sformutowanie, réwnowazne wspditczesnemu: kazdy
wielomian / G RjA'] stopnia n > 1 jest iloczynem wielomianéw o wspoétczynnikach rze-
czywistych stopnia 1i tréjmianéw kwadratowych o wyrézniku ujemnym.

Pierwszy dowo6d Zasadniczego Twierdzenia Algebry zaproponowat d’Alembert w 1746.
Uczeni XVIII nie dopatrzyli sie niescistosci w jego dowodzie, cho¢ uznali dowdd za zbyt
analityczny. W tych czasach panowato przeswiadczenie, ze twierdzen algebry nalezy dowo-
dzi¢ metodami algebraicznymi, twierdzen analizy — metodami analitycznymi, a twierdzen
geometrii wytgcznie geometrycznymi. Dzi$ wiadomo, ze mimo sformutowania algebraicz-
nego, Zasadnicze Twierdzenie Algebry jest, o ironiol, twierdzeniem analizy matematycz-
nej. Przeciez, oprdcz wtasnosci wytacznie algebraicznych, liczby (zespolone lub rzeczywi-
ste) maja odpowiednie wtasnosci analityczne i geometryczne. Dalsze dowody Zasadniczego
Twierdzenia mialy na celu ograniczyé do minimum uzycie metod analitycznych. Jeden z

takich dowodéw, zresztg niekompletny, zaproponowany przez Eulera (1749, opublikowany
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w 1751 r.) zredukowat dowo6d Zasadniczego Twierdzenia Algebry (w wersji Maclaurina)

do wykazania, ze:

lo kazdy wielomian / € R[X] stopnia nieparzystego ma pierwiastek rzeczywi-
sty,

2° kazdy wielomian / € R[X] stopnia parzystego, ktérego wyraz wolny /(O)
jest ujemny, ma co najmniej dwa pierwiastki rzeczywiste, w ktorych jeden jest

dodatni, a drugi ujemny.

Niescistosci w dowodzie Eulera znalazt Frangois Daviet de Foncenex, po czym opublikowat
swo6j dowod w 1759, tez zawierajacy luki.

W 1772 Lagrange usitowat uscisli¢ luki w dowodzie Eulera, publikujgc na ten temat
dwudziestosiedmiostronicowa prace. Prace Eulera i Lagrangea poswiecone Zasadniczemu
Twierdzeniu Algebry zostaty zapomniane. Zostaty one przyémione przez mtodego Gaussa,
ktory podat dowdd tego twierdzenia w 1797 (opublikowany w 1799) w wersji dotyczacej
pierwiastké6w wielomianu o wspoétczynnikach rzeczywistych. Dowo6d ten byt na tyle Sci-
sty. ze usatysfakcjonowat éwczesnych matematykéw. Za dowéd tak stawnego twierdzenia
otrzymat Gauss stopien doktorski na Uniwersytecie w Hclrnstead, niedaleko rodzimego
miasta Gaussa, Brunszwiku (Braunschweig). Doktorat uzyskany byl ,,in ahsentia” — pod
nieobecno$¢ — Gaussowi nadano doktorat mimo jego nieobecnosci w czasie obrony, co
nalezato do rzadkosci. Byta to niewatpliwie forma uznania wyniku Gaussa. P6Zniej Gauss
znalazt jeszcze trzy rézne dowody Zasadniczego Twierdzenia: w 1816 r. dwa dowody i w
roku 18-19. Ten ostatni dowdd, tak jak pierwszy dowo6d Gaussa, dotyczyt wielomianéw o
wspotczynnikach rzeczywistych.

Okazuje sie jednak, ze dowody Eulera i pézniej Lagrange’a nie byty tak zte, jak wcze-
$niej uwazano. Dzi$ sg one podstawg ,algebraicznego dowodu”, tzn. dowodu, ktéry tylko
w nieznacznym stopniu korzysta z metod analizy matematycznej.

0 tym, ze — w istocie — dowdd Eulera byt poprawny, Swiadczy fragment listu Gaussa
do jego przyjaciela ze studiéow w Getyndze, Farkasa Bolyaia (ojca Janosa Bolyaia, od-
krywcy, niezaleznie od tobaczewskiego, geometrii nieeuklidesowej). Oto co Gauss pisat

do Farkasa o swojej rozprawie doktorskiej:

,Praca poswiecona jest tylko w 1/3 dowodowi twierdzenia. Reszta zawiera
gtdwnie historie i uwagi krytyczne o dowodach innych matematykéw (dAlem-

berta, Bougainville’a, Eulera, de Foncenex. Lagrange a).”

Znany algebraik drugiej potowy XI1X wieku. Georg Frobenius (1849 - 1917), tak pisat

w 1907 r. po zapoznaniu si¢ z praca Eulera:

,,On przeprowadzit dla istnienia pierwiastkéw réownania dowo6d w wiekszej cze-

§ci algebraiczny, ktory oparty byl na tym. ze kazde réwnanie stopnia nieparzy-
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siego ma rzeczywisty pierwiastek. Uwazam za niesprawiedliwe, ze dowdd ten

przypisuje sie wytacznie Gaussowi, ktéry tylko nadal mu ostateczng postac.”

4. Odkrycie kwaternionéw przez Hamiltona

Mozna zapytaé, czy istniejg podobne konstrukcje do konstrukcji liczb zespolonych jako
par liczb rzeczywistych z odpowiednio zdefiniowanymi dziataniami. Konstrukcje taka dla
C2 podai Hamilton w 1843 r.. Konstrukcja sprowadza si¢ do zdefiniowania dodawania i

mnozenia w C2 wzorami:

(a.b) + (c,d) (a+c,b +d)
(a.b)-(c.d) := (ac —bd,ad + b¢)

Okazuje sie. ze otrzymany zbiér H ztozony z par liczb zespolonych z tak okre$lonymi
dziataniami spetnia wszystkie aksjomaty ciata, z wyjatkiem przemiennosSci mnozenia. Ele-
menty zbioru H Hamilton nazwat kwaternionami, a H nazywamy dzi$ alyebrg kwaternio-
néw.

A oto jak Hamilton dokonat lego odkrycia. Pisze o tym szczeg6towo w swoim ,,Dzien-
niku™ [1], Wynika z niego niezbicie, ze odkrycie kwaternionéw nie byto dzietem przypadku,
ale wynikiem systematycznej i mozolnej pracy Hamiltona. W swoim ,,Dzienniku” pod datg
16 pazdziernika 1843 ([1], sir. 103 - 105) opisuje Hamilton szczeg6towo, jak dodkonal od-

krycia kwalemionéw:

,»,16 pazdziernika 1HJ,3. Dzisiejszego poranka zostatem naprowadzony na co$,
co wydaje mi sie teorig kwaternion6w, ktéra moze miec interesujacy rozwdj.

Rozwazmy pary reprezentowane przez punkty ptaszczyzny, itd.”

Punkty ptaszczyzny R2 mozna interpretowac jako liczby zespolone z = x 4- iy, prze-
ksztalcajgc w ten sposéb zbiér punktéw ptaszczyzny w ciato. Innymi stowy, w R2 mozna
okres$li¢ mnozenie, ktdre ma dobrze znane wtasnosci: jest przemienne, taczne, rozdzielne
wzgledem dodawania itd. .Na tym, w gruncie rzeczy, polegata formalna definicja liczb
zespolonych jako par (x,y) € R2, z odpowiednio okreslonymi dziataniami (por. [1]). Ha-
milton prébuje powtdérzy¢ te konstrukcje w R3. Rozpatruje mianowicie ptaszczyzne C,
rozpietg jako przestrzen liniowa na liczbach 1 oraz i2 (i2 = —1). Rzecz jasna Hamilton
nie operowat jeszcze pojeciem przestrzeni liniowej. Nastepnie prowadzi prostg prostopa-
dtg do tej ptaszczyzny, z wektorem jednostkowym j, j2 = —1. A zatem kazdy punkt a

przestrzeni R3 ma jednoznaczne przedstawienie w postaci:

a = x-fyi-fjz. gdzie x.y,z € R. 3)
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Jezeli na elementach postaci (3) ma by¢ okre$lone mnozenie, to ij tez powinno by¢ postaci
(3). Hamilton rozwaza r6zne przypadki, np. ij = 0; potem ij - —ji. Korzystajac z r6znych
(na og6l geometrycznych) rozwazan dochodzi do sprzeczno$ci. Implicite postuluje, aby

dtugo$¢ wektora w R3 okre$lona dla wektora a postaci (3) wzorem
M = i*2+y2+22)12 4

miata podobne wtasnos$ci jak modut dla liczb zespolonych, tzn. aby
la/3] = |q||/3] dla dowolnych a, 8 € R3. (5)

Hamilton zauwaza, ze w R3. méwiac jezykiem wsp6tczesnym, nie mozna okreéli¢ mnozenia

tak, aby przestrzen R3 ze zwyklym dodawaniem wektoréow
(roy.z) +(x'yhz) = (x+xy +y'z+1), (6)

(albo w sposéb réwnowazny, dlaelementéw postaci (3): a+a' = (2-fz")+(j/+j/")i+(z+;")]))
i tak okre$lonym mnozeniem, przeksztatci¢ w ciato. Co dziwniejsze, Hamilton byt o krok
od dowodu, ze nie jest to mozliwe.

A oto jak wyglada uzupetnienie luki w dowodzie Hamiltona.

Zatézmy, ze w R3 jest okreslone mnozenie o zadanych wiasnosciach. Niech
ij = a+ bi+ej, gdzie t2=j2=-1, i/ j. (7)

Wowczas

Sl =) =i+ +Q) ~

ai —)+ c(a + bi +cj) —(—b+ ca) + (a+ be)l + e,

skad wynika, ze

—-]-ca =0, a+ bc=0, <= —1
Poniewaz a.b,c € R. z zatozenia, wiec ostatnia réwnos$¢ nie jest mozliwa.

Nie mogac sobie poradzi¢ z R3, Hamilton przyjmuje, ze ij jest nowym elementem k.

Zatem

k = ij, a ponadto postuluje, aby k2= —1. (8)

Dalsze rozwazania doprowadzaja go do definicji kwaternionu.
Kwaternionem (,,quaternion”) nazywa Hamilton wyrazenie postaci:

g=a+ bi+ cj+ dk 9)

z rzeczywistymi wspoétczynnikami a,b.c,d, ze zwyktym dodawaniem wektoréw w prze-

strzeni RJ i mnozeniem zdefiniowanym na wektorach bazy 1,i.j.k w nastepujacy sposéb:

i2=j2—k2= —1 k=ij, i=jk, | = ki, ji = —k. kj ——i, ik=—j.  (10)
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Niech H oznacza, dla uczczenia Hamiltona, zbiér wszystkich kwalernionéw, tzn. zbiér
wszystkich wyrazen postaci (9). Definiujgc norme kwaternionu q postaci (9) jako dtugos¢

wektora q z R4. tzn. jako:
le] = (a2+ f2-I-c2+ d2)1/2, (11)

otrzymujemy bez trudu tozsamo$¢ Lagrange’a (znang juz wczesniej Eulerowi w szczeg6l-

nych przypadkach):

lgq'\2 — kPleT dla dowolnych q,q' £ H. (12)

Pomijamy tu (ze wzgledu na oszczedno$¢ miejsca) jawng posta¢ tej tozsamosci. Przypo-
mnijmy w tym miejscu, ze tozsamos$¢ (12) postuzyta Lagrange’owi w 1769 roku do dowodu

jego stynnego twierdzenia o czterech kwadratach:
kazda liczba naturalna jest suma czterech, kwadratéw liczb catkowitych.

W omawianym tu fragmencie ,,Dziennika” Hamilton zdefiniowat tez funkcje wyktadniczg
kwaternionu:

cxp(q) = 1+ ie + ie2+ | fi3+ ...

Arthur Cayley (1821 - 1895) okreélit w 1845 r. dziatanie na parach kwalerniondéw,
otrzymujac w ten spos6b algebre oktaw Cayleya. Jednakze mnozenie oktaw nie jest. prze-
mienne i nie jest tgczne.

Wyniki Hamiltona i Cayleya uwienczyto twierdzenie Frobeniusa z 1878 roku — udo-
wodnit on. ze jezeli R" ze zwyktym dodawaniem i odpowiednio okreSlonym mnozeniem
spetnia aksjomaty ciata, z wyjatkiem przemiennos$ci mnozenia, zastepujac tgcznosé alter-
natywnoscig (tzn. x(yz) = (xy)z dla dowolnych i.y.z £ {a, 6}, a.b dowolne),ton = 1,2.4
lub 8 i odpowiednio otrzymujemy R. C. H lub algebre D oktaw Cayleya.

Odnotujmy na koniec, ze termin ,tgcznos$é" pochodzi od F. J. Servois z 1814. Nato-
miast terminy: ,,rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania” i ,,przemienno$¢” pochodza
od Hamiltona, z jego dzieta poswieconego kwaternionom (,,Preface to Lectures on Qu-
aternions’. Dublin 1853).

Symbol jednostki urojonej: i = y/—1 zaproponowat Euler w 1777 r., a upowszech-
nit Gauss w swym dziele Disquisiliones Arithmeticae”, Lipsiae 1801 — ,,Rozwazania
arytmetyczne”). Termin ,liczba zespolona” znajdujemy u Carnota (1803),- lecz w uzycie
wszedt dzieki Gaussowi (1831). Termin ,sprzezony” wprowadzit A. L. Cauchy w 1821,
,»,modut" pochodzi od Arganda, a ,,warto$¢ bezwzgledna” od Karla Weierstrassa z potowy
XIX wieku.

Wobec powyzszych faktéw nasuwa sie pytanie: jak rozwigza¢ klopoty zwigzane z al-

gebraizacjg przestrzeni R3 ?
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Okazuje si¢ jednak, ze mozna jako$ wybrna¢ z tej sytuacji. W tym samym czasie, kiedy
Hamilton dokonat swojego odkrycia (niemozno$¢ przeksztatcenia zbioru wektoréw tréjwy-
miarowych w ciato i konstrukcja kwaternionéw). inny matematyk, nauczyciel gimnazjalny
ze Szczecina, Hermann Grassmann (1809 - 1877) wydal w 1844 r. ksigzke pt. ,,Ausdehnung-
gslehre™ czyli ,Nauka o rozciggtosci”, w ktérej zdefiniowat rézne wazne dla matematyki
pojecia, zapoczatkowujac (niezaleznie od Arthura Cayleya, ktéory w tym czasie zajmowat
sie podobnymi zagadnieniami, tylko inaczej) rozwoj algebry liniowej. Grassmann okre-
§lit tzw. iloczyn wektorowy. W tym miejscu warto odnotowac, ze zycie Grassmanna nie
byto usiane rézami. Pierwsze wydanie ,,Nauki o rozciggtos$ci”z 1844 r. zostato wycofane
ze sprzedazy, bo sprzedaz byta minimalna. Drugie wydanie z 1862 r. cieszyto sie jeszcze
mniejszym zainteresowaniem i dlatego Grassmann zniechecit sie i zajat sie sanskrytem,
usuwajac sie na diugie lata od pracy matematycznej.

W koncu lat sze$édziesigtych ubiegtego stulecia nastgpi! zwrot przepowiedziany w
przedmowie do drugiej czesci dzieta, gdyz Grassmann byl przekonany o zywotno$ci swo-
jego dzieta. Na rynku antykwarycznym szybko zaczeta podnosi¢ sie cena pierwszej czesci
oraz wyczerpanej czesci drugiej. W 1878 r.. a wiec juz po $mierci Grassmanna, ukazat sie
przedruk dzieta z 1844 r. z przedmowag, ktorg jeszcze autor zdazyt napisac.

W przedmowie do Il wydania Grassmann pisat:

,..Mam gtebokie przeSwiadczenie, zc nie zaginie praca wtozona w przedstawione
tu umiejetnodci [...]. Lecz wiem takze i musze to wypowiedzie¢, ze cho¢bym miat
sie narazi¢ na zarzut zarozumiato$ci, zc gdyby nawet dzieto to miato przeleze¢
lat 17 lub dtuzej bez pozytku, bez wnikniecia w zywy rozw6j nauki, to nadejdzie
wszelako chwila, w ktédrej wyciggnielem bedzie, z pytu zapomnienia i w ktdrej

mys$li w niern ztozone zaczng przynosi¢ owoce”.

Jak wida¢ z powyzszego. Grassmannowi nie bez trudu przyszto wprowadzenie do ma-

tematyki pojecia iloczynu wektorowego.

5. Liczby zespolone w geometrii euklidesowej

Interpretacja liczb zespolonych jako punktéw ptaszczyzny pozwala formutowaé zagad-
nienia geometrii ptaszczyzny euklidesowej R2 w jezyku liczb zespolonych. Na przyktad,
kazde przeksztatcenie afinicznc ptaszczyzny C ma postac: f(z) = az + b, gdzie a.b £ C sag
statymi.

Mozna udowodni¢, ze przeksztatcenie z' = On(z) = saz, gdzie ea jest liczbg o mo-
dule 1 i argumencie a. tzn. £a = coso -f isina. opisuje obrét o kat a wokot punktu 0

(poczatek uktadu wspdtrzednych). Pozwala to na natychmiastowe odtworzenie wzoréw na
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wspotrzedne punktu 2 po obrocie o kat a: jezeli z' = x'+ iy', z = x 4-iy. to z poprzedniej

réwnosci wynika, ze
X' = xcosa —ysina ,
. d (13)
y = Xxsma + ycosa.
Przeksztatcenie z' = ta(z) = a+ z, (a € C ustalone) opisuje translacje (przesuniecie
rownolegte) ptaszczyzny C liczb zespolonych o wektor Oa. Z przytoczonych faktéow tatwo
wyprowadzi¢ wzory na obrét o kat a wok6t punktu ¢ £ C. Istotnie, niech z’ = f(z) bedzie

obrotem o kat a wokdt c. Przypomnimy w tym miejscu og6lny fakt, ze jezeli / = goh

jest ztozeniem funkcji g i h:
X1y »Z

I=goh
tzn. sktadamy funkcjeposuwajac siew przeciwnym kierunku do strzatek wdiagramie.
Uzbrojeni wteuwagerozwazmy obrot / wok6t punktue € C okat a.Najpierw

dokonamy translacji i-r przesuwajac ¢ do punktu zero. nastepnie obr6¢my o kat o wokoét

zera, tzn. 00 i wr6¢my do punktu c, a wiec wykonajmy translacje tc. Zatem
y — o00(o/_c,

czyli f(z) = ic(0a(i_c(5)) = ¢+ ea(—c + j) = c(1- £,) + e,z, co podobnie, jak w

przypadku obrotu wokét zera, daje wzory:

X' = a+ xcosrr —ysina

y' = b+ i.sino + ycosa,

gdzie a — lic(c(l —£,,)). b- Im(c(l —£,,)).
Symetrig Sc wzgledem punktu ¢ € C nazywamy obrot o kat 7r wokot c. Z powyzszych
wzoréw wynika wiec. ze
Se(*) = 2c¢-* (15)
opisuje symetrie wzgledem punktu c. Ze wzoru (15) mozna z tatwoscig wyprowadzi¢ witas-
nosci symetrii.
Przypomnijmy, ze izomclria to odwzorowanie ptaszczyzny na siebie, ktédre zachowuje

odlegto$ci miedzy punktami. Jezeli wiec g jest izometrig ptaszczyzny C, to

Mp -ff(?)l = [p-?I (ic)

dla kazdej pary punktéw p.q € C. Na przyktad funkcje: translacja tc, obrét 0 o, symetria
Sc wzgledem punktu c. czy tez symetria s(s) = z (odbicie) wzgledem osi rzeczywistej sg

izometriami C. Nietrudno opisa¢ izometrie ptaszczyzny C. Mianowicie:

kazda izometrig g ptaszczyzny C liczb zespolonych jest translacja, obrotem,

symetrig wzgledem pmstej lub tez ztozeniem takich przekszteilcen.
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tzn. ma postac:

g=tco0o lub g=tco0aos. (17)

Istotnie, jezeli g jest izometrig, to funkcja / zdefiniowana wzorem:

/(-) = 9(z) -9(0), tzn.f = <cog, c= <?0)

tez jest izometrig. a ponadto <?(0) = 0.

Odnotujmy tatwy do udowodnienia wz6r:
\a —b\2 = |a]2+ |6]2—2Rt(ab). (18)

Podstawiajac wewzorze (17) a = f(z). b = /(1). korzystajac z (16) i (17), otrzymuje
sie, zelfe(/(z)/(l)) = Rc(z). Podobnie, stosujgc ten wzérdo a = /(-),b = f(i).
otrzymujemy Re(f(z)f(i)) - Re(zi). Poniewaz Rt(wi) = Irti(w). wiec daje to row-
no$¢ xlrn\f(z)f( 1)) = 1m(z). Ostatecznie dostajemy f(z)f( 1) - z lub f(z) = z, czyli
f(z) = f(1)z lub f(z) = /(1 )z. co konczy dowdd.

Innym przyktadem zastosowan liczb zespolonych w geometrii euklidesowej moga by¢
np. tatwe dowody nastepujgcych twierdzen:

A. Wtasnos$é réwnolegtoboku: w réownolegtoboku suma kwadratéw dtugosci bokow jest
réwna sumie kwadratéw dtugosci jego przekatnych.

B. Jezeli czworokat jest. wypukty, a. b. ¢, d sg dtugosciami jego bokoéw, c. f dtugosciami

przekatnych, a g odlegtoscig srodkéw przekatnych, to
a*+ b2+ c2+di =c' +f+ g2

C. Twierdzenie Leibniza: jezeli ¢i,52,-3 € C sa wierzchotkami tréjkata, g — jego

Srodkiem ciezkosci, a z € C dowolnym punktem, to
\z - 2+ |z —z2\2+ \z - z32= |zj - gq\2+ \z2 —e|2+ |23 —<2+ 3|z - e¢]|2.

Tych i podobnych twierdzenn dowodzi sie tatwo, korzystajac z interpretacji geometrycznej
liczb zespolonych.

Liczby zespolone maja tez zastosowanie w geometrii hiperbolicznej. Na przyktad pot-
ptaszczyzna H = {z € C : Im(z) > 0} lub tez wnetrze kota T o $rodku w zerze o
promieniu 1 : {z € C :\z\ < 1} sg znanymi modelami Poincarégo geometrii hiperbolicz-
nej. Ale to juz temat na inng okazje.

Te i inne zastosowania liczb zespolonych w geometrii elementarnej mozna znalez¢ w
[2]. Zawiera ona, m. in. liczne Zrédta historyczne. Dlatego tez pomijamy je ponizej w

bibliografii.
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Abstract

The paper gives a short history of complex numbers and their applications to elemen-
tan’ geometry, based on author’s book: ,,Numbers and geometry” (in polish). Discussion

is divided in five chapters:

Creation of complex numbers.
Geometrical presentation of complex numbers.
The Fundamental Theorem of Algebra.

Discovery of quaternions by Hamilton.

o B~ WD e

Complex numbers in Euclidean geometry.

As application, description of isometrics of the Euclidean plan is given. Some extensions

of Pitagoras Theorem are formulated in the language of complex numbers.



