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Streszczenie
W  pracy przedstaw iony jest zarys historii liczb zespolonych. O pisana jest h isto

ria odkrycia  kw atcrnionów przez H am iltona. Na kilku przykładach zilustrow ane są 
zastosow ania  liczb  zespolonych w geom etrii elem entarnej.

COMPLEX NUMBERS AND GEOMETRY 

Summary
A short h istory of com plex num bers is presented. T he history of discovery of 

quaternions by H am ilton is described. E xam ples o f som e applications o f com plex  
num bers to  Euclidean geom etry are given.

KOMIIJIEKCHLIE HHCJIA H TEOMETPHJI  

Pe3K>Me
B paC oTe npencTaB JineTcn HCTopHíi KOMnaeKCHbix 'r u c e a . O im caH a To*ie 

HCTOpHH C03flaHHH TaMHJIbTOHOM KBaTepHMOHOB. HoKajaHbl npHMepbl npHJIO- 
Aie.HHVi KOMnaeKcHLix Mncea b aaeMCHTapHoii reoMCTpHH.

1. Powstanie liczb zespolonych

Początki liczb zespolonych sięgają  X V I wieku, kiedy to  podjęto  udane próby rozwią

zania równań stopnia  3 i 4.

G irolam o Cardano (1501 - 1576) otrzym a! rozw iązanie równania algebraicznego stop

nia 3 od N iccolo T artaglii (1500 - 1557), który wzorując się  na ..B o sk ie j k o m e d ii" Dantego
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(1265 - 1321), podał sposób rozw iązania równania stopnia  3 w postaci ... wierszowanej. 

W iersz (w wolnym  przek ładzie) zaczyna się  następująco:

K ied y  sześc ia n  z rzec za m i razem

R ów ne są  ja k ie jś  liczbie,

Z n a jd ą  się  dw ie in ne, na n ią  rozdziela jące się  ...

W  wierszu Tartaglii opisany je st  sposób rozw iązania równania

x 3 +  a x  =  6, a. b €  R+,

w postaci x  =  t f u  — t f v .  gdzie u  — v  =  b ,u v  =  (a /3 ) 3, skąd wynika, że u i u są pierw iastkam i 
równania kw adratowego. N astęp n ie  T artaglia  znajduje rozw iązanie rów nania x 3 =  a x  + b 

(a . b €  R * ) w postaci x  =  t f u  -f t f v , gdzie u  +  v  =  6 i u v  =  (a /3 ) 3.

M im o że Cardano o trzym ał od T artaglii w spom niany wiersz pod w arunkiem  zachowa
nia tajem niej', znaleziony sposób rozw iązyw ania równań stopnia  3 opublikow ał w 1545 r. 

w ...4rs M a g n a ” („ W ie lka  s z tu k a ”) jako w łasny.

N atom iast sposób rozw iązyw ania  równań stop n ia  4 podał Ludovico Ferrari (1522 - 

1565), sprow adzając znalezien ie  pierw iastków  w ielom ianu stop nia  4 do rozwiązywania  

równania stop nia  3 i dw óch równań kw adratowych.

S łynny spór, który wów czas rozgorzał o  priorytet, je st dziś o ty le  śm iesznj', co m ało  

istotny. W iadom o bow iem , że w przypadku, gdy w ielom ian stopnia  3 o  w spółczynnikach  

rzeczyw istych m a trzy  różne pierw iastki rzeczyw iste, pierw iastki te  w yrażają się  za  po

m ocą formuł zw anych dziś w zo ra m i C ardano, ale tkw ią w nich liczby n ierzeczyw iste  — 

pierwiastki z 1 sto p n ia  3, tzn . pierw iastki w ielom ianu .V2 +  X  +  1, których nie m ożna się  

pozbyć. Jest to  tzw . „casus irred u c ilib is” (p rzyp a d ek  n iep rzyw icd ln y).

W  pracach Cardano pojaw iły  się  po raz pierw szy liczby zespolone, które nazyw a „czy

sto  u je m n y m i” i „ so /is tyczn ie  u je m n y m i”. U w ażał je  za  bezużyteczn e i starał się ich nie 

używ ać. O trzym ał je  próbując pod zie lić  liczbę 10 na dw ie części tak , aby ich iloczyn był 

równy 40. tzn. rozw iązując układ równań

x  +  y  =  10, x y  =  40.

Cardano pokazał, że  warunki te  sp ełn ia ją  liczby x  =  5 +  \ /  —15 i y  =  5 — t f —15, jeśli 

m nożyć je, jak zw yk łe  liczby przyjm ując, że — t f —15 • t f —15 =  15.

M atem atycy w X V I wieku nie dysponow ali jeszcze znanym  nam  zapisem  algebraicz

nym , który kszta łtow ał się w X V II w ieku, przez stopniow e w prow adzenie sym boli lite

rowych. sym boli plus ( + ) .  m inus ( —), pierw iastka ( t f ~ ) ,  znaku równości ( = ) ,  Dopiero  

od X V III stosow ana jest do dziś obow iązująca sym bolika algebraiczna. Abj' zdać sobie  

sprawę, na jak ie trudności natrafiali m a tem atycy  z X V I w ieku, przytaczam y poniżej spo

sób zapisu u Cardana:



L iczby zespoone  i geom et ria. 365

równanie z 3 +  6 x  =  20 zapisyw ał w postaci:

cub9p  : 6reb9 a c ą lis  20,

gdzie cub9 (cubus) oznacza sześcian, p  —  plus, reb9 (rebus) oznacza n iew iadom ą, a a eq lis  

(aeqlis — równa się) —  znak równości.
N atom iast w yrażenie

zapisał Cardano w postaci:

R t .u .c u .71x108^10 |m ^ T.u .c u .R r .108m  10 ,

gdzie R t (R ad ix) oznacza pierw iastek, R x .u .cu  (R adix  universalis cubica) —- pierwiastek  

sześcienny z w yrażenia do kreski pionowej |, p  (p lus) — dodaw anie, m  (m inus) —  odej
m owanie. T ym  bardziej należy chylić czoła przed m atem atykam i tam tych czasów, którzy 

potrafili cokolw iek udow odnić, używając tak trudnej sym boliki.

P ierw szym  m atem atyk iem , który docenił użyteczność liczb  zespolonych, był inżynier  

- hydraulik Rafael B om belli (1526 - 1573), autor . .L ’A lgcbra”. dzieła  w ydanego w 1572 r.. 
W dziele tym , oprócz opisan ia algorytm ów  rozw iązyw ania równań stop nia  3 i 4, opisuje  

reguły m nożenia liczb  rzeczyw istych przez urojone.

G ottfried W ilhelm  Leibniz (1616 - 1716) w liście do II. O ldenberga (1615 - 1677) z 

1676/77  w spom ina już o rzeczyw istej sum ie liczb zespolonych sprzężonych.

Abraham  de M oivre (1667 - 1754) odkrył wzór, noszący dziś jego  nazwisko, w pracy 

z 1707 r. i opublikow ał w książce z 1730 r. w postaci:

2 co srn x  =  (o +  \J  d 1 — 1 )m +  (a — y /a 2 — 1 )m,

gdzie a =  co sx  i m  €  N.

M im o że Isaac N ew ton  (1643 - 1727) znal już szeregi potęgow e dla e*, c o sx , s i n x , to  

jednak dopiero Leonhard Euler (1707 - 1783) docenił i zastosow ał tw ierdzenie de M oivre’a, 

oraz w yraził e 'z (x  €  R ) jako co sx  -f i s i n x  w „In tro d u c tio  in A n a ly s in  In f in i to ru m ”, 

(Lausanne 1748).

W yrażenie iloczynu , ilorazu, potęgi, pierw iastka i logarytm u liczb zespolonych przez 

ich m odu ły  i argum enty prócz Eulera podał także Jean le Rond d ’Alem bert (1717 - 1783)

2. In terp re ta c ja  g eo m etry czn a  liczb  zesp o lo n y ch

P ierw szym  autorem , który usiłował interpretować geom etryczn ie pierw iastki równania 

stopnia 2 o  w spółczynnikach rzeczywistych był John W allis (1616 - 1703). Interpretację

w 1746.
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taką poda! w książce „A lgebra” (O xford 1685) wydanej najpierw  po angielsku, a póź

niej —  w 1693 —  po łacin ie. N astępnie zajm ow ał się tym  Heinrich Kühn (1690 - 1769) 

w pracy: „M ed.itation.es de q u a n tita tib u s im a g in a riis  co n stru en d is , et rad ic ibus im agina- 

riis  exh ib en d is”, N ovi Com m entari A cadem iae P etropolitanae, tom  III. Petrograd, 1753. 
( . ,R ozw a ża n ia  o w ielkościach uro jonych  . . . ”).

Pierw szą popraw ną interpretację liczb zespolonych podał Caspar W essel (1745 - 1818), 

z w yk szta łcen ia  prawnik. Praca „O m  D irec tio n en s a n a lytiske  B e teg n in g ”, opublikowana  

w ,.R ozpraw ach D u ń sk ie j A ka d e m ii K ró lew sk ie j” w 1799 r., n ie by ła  znana przez prawie 

sto  lat. Podstaw ow a idea  dzieła  W essela to  zastosow anie przedstaw ien ia  liczb zespolonych  

jako wektorów.

W ektory zapisuje W essel w postaci u -+ ve, a dzia łan ia  na nich określa następująco:

(u +  be) ■ (c +  dc) : =  (ac  — bd) +  (a d  +  bc)t

(a +  be) +  (c +  de) := (a +  c) +  (6 +  d)e.

Jean Robert Argand (1768 - 1822) opublikow ał w 1806 r. pracę: „ E ssa i su r  une  

m a n ière  de re p ré se n te r  les q u a n tité s  im a g in a ires  dans les co n stru c tio n s  g é o m étr iq u e s”. 

Praca ta ukazała się  później w A nnales de M athém atiques Pures et A ppliquées, w to

m ie 4 (1813), 133 - 147. .Argand pokazał sw oją pracę Adrien M arie Legendre’owi (1752  

- 1833), który udzielił mu kilku wskazówek. Legendre w spom niał o tym  wyniku w liście  

do Franęaisa. G dy Français zm arł, jego  brat, J. F. Français znalazł ten list i na jego pod

staw ie rozwinął tem at wg w łasnego pom ysłu , publikując pracę: „N ouvea u x  prin c ip es de 

geo m etr ie  de p o sitio n , et, in te rp ré ta tio n  géom étrique  des sym boles im a g m a re s”. w A nnales 

de M athém atiques, torn 4 (1813). 6 1 - 7 1 .

K oło  się zaniknęło! Publikację J. F. Franęaisa zauw ażył Argand, który napisał do niego 

z inform acją o w łasnych w ynikach. W  tym  sam ym  tom ie A nnales de M athém atiques (tom  

4 (1813), 227 - 227) Français opublikow ał krótką notę, w której w yjaśn ił, że priorytet 

należy do Arganda.

W  dziełach K arla Friedricha G aussa (1777 - 1855) znajdujem y interpretację geom e

tryczną  liczb zespolonych jako punktów  p łaszczyzny, a le dopiero w jego  korespondencji w 

latach  1817 - 1831. N atom iast nie m a takiej interpretacji w „ D zie n n ik u ” G aussa, co mu się 

pow szechnie przypisuje. Jest to  m oże szczegół, ale dość istotny , w skazujący na tendencję  

przypisyw ania w ielk im  tego  św iata  tego, czego nie zrobili.

P ierw sza form alna definicja liczb zespolonych jako zbioru R 2 z dzia łan iam i określonym i 

wzoram i:
(a , b) +  (c ,d )  :=  (a +  c , b + d )

( a . b ) - ( c . d )  := (ac — bd, a d  +  be)

pochodzi od W illiam a Row ana H am iltona (1805 - 1865) z 1837. K onstrukcja ta opubliko

wana jest w jego  książce: ..P reface to  'Lectures on Q u a te rn io n s ’ ”, D ublin  1853.
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Form alną konstrukcję c ia ła  C liczb zespolonych podał też A ugustin Louis Cauchy 

(1789 - 1857) w 1847. K onstrukcja C auchy’ego, we w spółczesnym  języku m atem atycznym , 

to  konstrukcja tzw . pierścienia ilorazowego K[A']/(A/2 +  1).

3. Z asad n icze  tw ierd zen ie  a lgeb ry

Od czasów starożytnych  aż do połow y XIX stu lec ia  algebra była  nauką o rozwiązy

waniu równań algebraicznych. Termin ,.algebra” w yw odzi się od ty tu łu  dzieła  Alchwa- 

rizm iego (780 - 850), którego pełne nazw isko brzmi: Abdullah M oham m ed ibn M usa 

Alchwarizm i al M aguzi. N iekiedy nazwisko jego  cytow ane jest jako Al - Chorezm i. od na

zw y m iasta Chorezm  w Azji Środkowej, w którym  ży ł i pracował. Jedno z licznych dziel 

A lchw arizm iego nosi ty tu ł: „ A l - kilab al - m u h ta se r  f i  hisab al - dżabr w a ’ l  - m ukubala” 

[..K ró tka  księga o rachunku  algebry i a lm u ka b a ly”). Traktat ten zosta ł przetłum aczony w 

XII w. na łacinę jako „Liber de algebra et a lm ucabala”. A l  - dżabr oznacza przenoszenie  

wyrazów w równaniu na drugą stronę równania ze zm ianą znaku, a al - mukabala  oznacza  

łączen ie wyrazów podobnych. Od ty tu łu  tego dzieła w zlalynizow anej postaci „algebra” 

wyw odzi się w spółczesny term in algebra. P odobnie, term in „ a lg o ry tm ” pochodzi od na

zwiska A lchw arizm iego, który opisał w iele algorytm ów  algebry.

Z asadnicze tw ierdzenie algebry zosta ło  sform ułowane po raz pierwszy przez A lberta  

Girarda (1595 - 1632) w 1629 i K artezjusza w 1637 w postaci istotn ie różniącej się od 

w spółczesnego sform ułow ania. Twierdzili oni m ianow icie, że równanie algebraiczne stopnia  

n  m oże m ieć co najw yżej n  pierw iastków. W  dom yśle pozostaw ało, że wielom ian m a  

w spółczynnik i rzeczyw iste  i chodzi o pierw iastki rzeczyw iste.

W latach czterdziestych  X V III stu lecia  Golin M aclaurin (1698 - 1746) i wspom niany  

już wcześniej Leonhard Euler podali sform ułowanie, równoważne współczesnem u: każdy 

wielom ian /  G RjA'] stopnia n >  1 jest iloczynem  wielom ianów  o współczynnikach rze

czyw istych stop nia  1 i trójm ianów  kw adratowych o wyróżniku ujem nym .

Pierw szy dowód Zasadniczego T w ierdzenia A lgebry zaproponow ał d ’Alem bert w 1746. 

Uczeni X V III nie dopatrzyli się n ieścisłości w jego dow odzie, choć uznali dowód za zbyt 

analityczny. W  tych czasach panowało prześw iadczenie, że tw ierdzeń algebry należy dowo
dzić m etodam i algebraicznym i, twierdzeń analizy —  m etodam i analitycznym i, a twierdzeń  

geom etrii w yłączn ie  geom etrycznym i. D ziś w iadom o, że m im o sform ułowania algebraicz

nego, Zasadnicze T w ierdzenie A lgebry jest, o ironio!, tw ierdzeniem  analizy m atem atycz

nej. Przecież, oprócz w łasności w yłączn ie algebraicznych, liczby (zespolone lub rzeczywi

ste) ma ją  odpow iednie w łasności analityczne i geom etryczne. D alsze dowody Zasadniczego  

T w ierdzenia m iały  na celu ograniczyć do m inim um  użycie m etod analitycznych. Jeden z 

takich dowodów, zresztą  niekom pletny, zaproponow any przez Eulera (1749, opublikowany
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w 1751 r.) zredukow ał dow ód Z asadniczego T w ierdzenia A lgebry (w  wersji M aclaurina) 

do w ykazania, że:

Io każdy w ielom ian /  €  R [X ] stopnia  nieparzystego m a pierw iastek rzeczyw i

sty,

2° każdy w ielom ian  /  €  R [X ] stopnia  parzystego, którego wyraz w olny /(O ) 

jest ujem ny, m a co najm niej dwa pierw iastki rzeczyw iste, w których jeden jest 

dodatn i, a drugi ujem ny.

N ieścisłości w dow odzie Eulera znalazł François D aviet de Foncenex, po czym  opublikował 

swój dowód w 1759, też  zaw ierający luki.

W  1772 Lagrange usiłow ał uściślić luki w dow odzie Eulera, publikując na ten tem at 

dw udziestosiedm iostron icow ą pracę. Prace Eulera i L agrangea  pośw ięcone Zasadniczem u  

T w ierdzeniu  A lgebry z o sta ły  zapom niane. Z ostały one przyćm ione przez m łodego  G aussa, 

który podał dow ód tego  tw ierdzenia w 1797 (opublikowany w 1799) w wersji dotyczącej 

pierw iastków w ielom ianu o w spółczynnikach rzeczyw istych. Dow ód ten  by ł na ty le  ści

sły. że usatysfakcjonow ał ów czesnych m atem atyków . Za dowód tak sław n ego  tw ierdzenia  

otrzym ał G auss stop ień  doktorski na U niw ersytecie w łlc lrnstead , n iedaleko rodzim ego  

m iasta  G aussa, B runszw iku (B raunschw eig). D oktorat uzyskany byl „in a h se n tia ” — pod 

nieobecność — G aussow i nadano doktorat m im o jego nieobecności w czasie  obrony, co 

należało do rzadkości. B y ła  to  n iew ątp liw ie forma uznania wyniku G aussa. Później Gauss 

znalazł jeszcze trzy  różne dow ody Z asadniczego Twierdzenia: w 1816 r. dw a dow ody i w 

roku 18-19. Ten osta tn i dow ód, tak jak pierw szy dowód G aussa, d o ty czy ł w ielom ianów  o 

w spółczynnikach rzeczyw istych .

O kazuje się  jednak , że  dow ody Eulera i później Lagrange’a nie b y ły  tak  z łe , jak wcze

śniej uważano. D ziś są on e  podstaw ą ,.algebraicznego dow odu” , tzn . dow odu, który tylko  

w nieznacznym  stopniu  korzysta z m etod  analizy m atem atycznej.

0  tym , że — w isto c ie  —  dow ód Eulera był poprawny, św iadczy fragm ent listu  G aussa  

do jego  przyjaciela ze  studiów  w G etyndze, Farkasa B olyaia (o jca  Janosa B olyaia, od

krywcy, n ieza leżn ie  od Ł obaczew skiego, geom etrii n ieeuklidesow ej). O to  co  G auss pisał 

do Farkasa o sw ojej rozpraw ie doktorskiej:

,, Praca pośw ięcona  je s t  tylko  w 1 /3  dow odow i tw ierdzen ia . R esz ta  zaw iera  

g łów nie  h is to r ię  i uw agi k ry ty czn e  o dow odach in n ych  m a te m a ty k ó w  ( d ’A le m -  

berta, B o u g a in v i lle ’a, E ulera , de F oncenex. Lagrange a ) . ”

Znany algebraik drugiej połow y X IX  wieku. G eorg Frobenius (1849 - 1917), tak pisał 

w 1907 r. po zapoznaniu  się  z pracą Eulera:

„On p rzep ro w a d ził dla is tn ie n ia  p ierw ia stkó w  rów nan ia  dow ód w  w iększej czę

śc i algebraiczny, k tó ry  o p a rty  byl na tym . że każde rów nanie s to p n ia  n ieparzy-
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siego m a  rzeczyw isty  p ierw iastek . U w ażam  za n iespraw ied liw e, że dow ód ten  

p rzyp isu je  się  w yłączn ie  G aussow i, k tó ry  tylko na d a l m u  o sta teczną  postać. ”

4. O d k ryc ie  k w atern ion ów  p rzez  H a m ilto n a

M ożna zapytać , czy  istn ieją podobne konstrukcje do konstrukcji liczb zespolonych jako 

par liczb rzeczyw istych z odpow iednio zdefiniow anym i działan iam i. Konstrukcję taką dla 

C 2 pod ai H am ilton w 1843 r.. K onstrukcja sprowadza się  do zdefiniow ania dodawania i 

m nożenia w C 2 wzorami:

(a .b )  +  (c ,d )  ( a + c , b  + d)

( a . b ) - ( c . d )  := (ac  — bd, a d  +  bć)

Okazuje się . że  o trzym any zbiór HI złożony z par liczb zespolonych z tak określonymi 

działan iam i sp e łn ia  w szystkie aksjom aty cia ła , z w yjątk iem  przem ienności m nożenia. Ele

m enty zbioru H H am ilton nazwał k w a te rn io n a m i, a  H nazyw am y dziś alyebrą kw a tern io 

nów.

A oto  jak H am ilton dokonał lego  odkrycia. P isze o  tym  szczegółow o w swoim  „D zien

n ik u ’' [1], W ynika z niego niezbicie, że odkrycie kw aternionów nie było  dziełem  przypadku, 

ale w ynikiem  system atyczn ej i m ozolnej pracy H am iltona. W  sw oim  „ D zien n ik u ’' pod datą  

16 października 1843 ([1], sir. 103 - 105) opisuje H am ilton szczegółow o, jak dodkonal o d 

krycia k w a lem  ion ów :

„16 p a źd z ie rn ika  1HJ,3. D zisiejszego poranka zo s ta łe m  n a p row adzony  na coś, 

co w ydaje  m i się  teorią  kw a tern ionów , k tóra  m oże  m ieć  in te re su ją cy  rozwój. 

R o zw a żm y  p a ry  reprezentow ane p rzez p u n k ty  p ła szc zy zn y , i td .”

P unk ty  p łaszczyzny  R 2 m ożna interpretować jako liczby zespolone z  =  x  4- iy ,  prze

kształcając w ten  sposób zbiór punktów p łaszczyzny w cia ło . Innym i słow y, w R 2 m ożna  

określić m nożenie, które ma dobrze znane w łasności: jest przem ienne, łączne, rozdzielne  

w zględem  dodaw ania itd . .Na tym , w gruncie rzeczy, polegała  form alna definicja liczb  

zespolonych jako par ( x , y )  €  R 2, z odpow iednio określonym i działan iam i (por. [1]). Ha

m ilton próbuje pow tórzyć tę  konstrukcję w R3. R ozpatruje m ianow icie p łaszczyznę C, 

rozpiętą jako przestrzeń liniow a na liczbach 1 oraz i 2 ( i2 =  — 1). Rzecz jasna Hamilton  

nie operował jeszcze  pojęciem  przestrzeni liniowej. N astępnie  prowadzi prostą prostopa

d łą  do tej p łaszczyzny, z wektorem  jednostkow ym  j ,  j 2 =  —1. A zatem  każdy punkt a  

przestrzeni R 3 m a jednoznaczne przedstaw ienie w postaci:

a  =  x  -f y i  -f j z .  gdzie x .  y ,  z  €  R. (3)
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Jeżeli na elem entach postaci (3) m a być określone m nożenie, to  i j  też pow inno być postaci 
(3). H am ilton rozważa różne przypadki, np. i j  =  0; potem  i j  -  —j i .  K orzystając z różnych  

(na ogól geom etrycznych) rozważań dochodzi do sprzeczności. Im p lic ite  postuluje, aby 

długość wektora w R 3 określona d la  w ektora a  postaci (3) wzorem

M = i* 2 + y2 + z2)1' 2 (4)

m iała  podobne w łasności jak m oduł dla liczb zespolonych, tzn. aby

|q/3| =  |q ||/3 | d la  dow olnych a ,  8  €  R 3. (5)

H am ilton zauważa, że w R 3. m ów iąc język iem  w spółczesnym , n ie m ożna określić m nożenia  

tak, aby przestrzeń R 3 ze zw yk łym  dodaw aniem  wektorów

( r . y . z )  +  ( x ' , y ' , z )  =  ( x  +  x ' , y  +  y ' , z  + z ') ,  (6)

(a lbo w sposób równoważny, d la e lem entów  postaci (3): a + a '  =  (2 - f z ' )+ ( j /+ j / ' ) i+ (z  +  ; ' ) j )  

i tak określonym  m nożeniem , przekształcić w cia ło . Co dziw niejsze, H am ilton był o krok 

od dow odu, że nie jest to  m ożliwe.

A o to  jak w ygląda uzup ełn ien ie  luki w dow odzie H am iltona.

Załóżm y, że w R 3 jest określone m nożenie o  żądanych w łasnościach. Niech

i j  =  a +  bi +  e j,  gdzie t 2 =  j 2 =  - 1 ,  i /  j .  (7)

W ówczas
-J = i*i = *(*J) = *’(fl + + CJ) ~

a i — I) +  c(a  +  bi + c j )  — ( — b +  ca) +  (a +  be) i +  e2j ,

skąd wynika, że

—ń -|-c a  =  0, a  +  bc =  0, <? =  — 1.

Poniew aż a .b , c  €  R . z za łożen ia , w ięc o sta tn ia  równość nie jest m ożliwa.
N ie m ogąc sob ie poradzić z R 3, H am ilton przyjm uje, że i j  je st now ym  elem entem  k. 

Z atem

k  =  i j ,  a pon adto  postu luje , aby k 2 =  —1. (8)

D alsze rozważania doprow adzają go do definicji kwaternionu.
K w aternionem  („ q u a te rn io n ”) nazyw a H am ilton wyrażenie postaci:

q =  a  +  bi +  c j  +  d k  ( 9 )

z rzeczyw istym i w spółczynn ikam i a ,b .c ,d ,  ze  zw yk łym  dodaw aniem  wektorów w prze

strzeni R J i m nożeniem  zdefin iow anym  na wektorach bazy 1, i . j . k  w następujący sposób:

i 2 =  j 2 — k 2 =  — 1. k  =  i j ,  i =  j k ,  j  =  ki ,  j i  =  —k. k j  — —i, ik  =  —j .  ( 10 )



L iczby zespoone  i g eo m e tria . 371

Niech H oznacza, d la uczczenia H am iltona, zbiór w szystkich kw alernionów , tzn. zbiór 

w szystkich wyrażeń postaci (9). Definiując norm ę kwaternionu q postaci (9) jako długość  

w ektora q z R 4. tzn . jako:

|ę | =  (a2 +  fc2 -I- c2 +  d2)1/2, (11)

otrzym ujem y bez trudu to żsa m o ść  L agrange’a (znaną już wcześniej Eulerowi w szczegól

nych przypadkach):

Iqq'\2 — k P lę T  dla  d o w o ln ych  q ,q ' £  H. (12)

Pom ijam y tu (ze w zględu na oszczędność m iejsca) jaw ną postać tej tożsam ości. Przypo

m nijm y w tym  m iejscu , że tożsam ość (12) posłu ży ła  Lagrange’owi w 1769 roku do dowodu 

jego słynn ego  tw ierdzenia  o czterech kwadratach:

każda liczba n a tu ra ln a  je s t  sum ą  czterech, kw adratów  liczb ca łkow itych .

W om aw ianym  tu fragm encie „D zie n n ika ” Ham ilton zdefiniow ał też  funkcję w ykładniczą  

kwaternionu:

c.xp(q) =  1 +  i ę  +  i ę 2 +  I f/3 +  . . ..

Arthur C ayley (1821 - 1895) określił w 1845 r. dzia łan ie na parach kwalernionów, 

otrzym ując w ten sposób  algebrę oktaw  C ayleya. Jednakże m nożenie oktaw  nie jest. prze
m ienne i nie jest łączne.

W yniki H am iltona i C ayleya uw ieńczyło tw ierdzenie Frobeniusa z 1878 roku — udo
wodnił on. że jeżeli R" ze zw ykłym  dodawaniem  i odpow iednio określonym  m nożeniem  

spełnia aksjom aty c ia ła , z w yjątkiem  przem ienności m nożenia, zastępując łączność alter

natyw nością (tzn . x ( y z ) =  ( x y ) z  d la dowolnych i . y . z  £  {a , 6}, a . b  dow olne), to  n  =  1 ,2 .4  

lub 8 i odpow iednio  otrzym ujem y R. C. H lub algebrę D  oktaw Cayleya.

O dnotujm y na koniec, że term in ,. łą c zn o ść '' pochodzi od F. J. Servois z 1814. N ato

m iast term iny: ,,ro zd zie ln o ść  m n o żen ia  względem d o d aw an ia” i „ p rze m ien n o ść ” pochodzą  

od H am iltona, z jego  d zie ła  pośw ięconego kw aternionom  („P reface to ’L ectures on Qu

a te r n io n s ”’. D ublin 1853).

Sym bol jednostk i urojonej: i =  y /— 1 zaproponow ał Euler w 1777 r., a upowszech

nił G auss w sw ym  dziele  D isq u isilio n es A r ith m e tic a e ”, Lipsiae 1801 —  „R ozw ażania  

a ry tm e ty c z n e ”). Term in „liczba zespo lona” znajdujem y u Carnota (1803),- lecz w użycie  

w szedł dzięki G aussow i (1831). Termin „sp r zę żo n y ” wprowadził A. L. Cauchy w 1821, 

„m odu ł"  pochodzi od A rganda, a  „w artość  bezw zględna” od Karla W eierstrassa z połowy  

XIX wieku.

W obec pow yższych  faktów nasuwa się pytanie: jak rozwiązać k łopoty związane z al- 

gebraizacją przestrzeni R 3 ?
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Okazuje się  jednak , że  m ożna jakoś wybrnąć z tej sy tu acji. W  tym  sam ym  czasie, kiedy  

H am ilton dokonał sw ojego odkrycia (niem ożność przekształcen ia  zbioru wektorów trójw y

m iarow ych w cia ło  i konstrukcja kw aternionów ). inny m atem atyk , nauczyciel gim nazjalny  

ze Szczecina, H erm ann G rassm ann (1809 - 1877) w ydal w 1844 r. książkę p t. „ A usdehnung-  

g sleh re " czyli „ N au ka  o ro zc ią g ło śc i”, w której zdefiniow ał różne ważne dla m atem atyki 
pojęcia , zapoczątkow ując (n iezależn ie od Arthura C ayleya, który w tym  czasie zajm ow ał 

się podobnym i zagadnien iam i, ty lko inaczej) rozwój algebry lin iow ej. G rassm ann okre

ślił tzw . iloczyn w ektorow y. W  tym  m iejscu warto odnotow ać, że  życie  G rassm anna nie  

było  usiane różam i. P ierw sze w ydanie „N auki o ro zc ią g ło śc i” z 1844 r. zosta ło  wycofane  

ze sprzedaży, bo sprzedaż była  m inim alna. Drugie w ydanie z 1862 r. c ieszy ło  się jeszcze  

m niejszym  zainteresow aniem  i d latego G rassm ann zn iechęcił się  i zają ł się  sanskrytem , 

usuw ając się  na d iu g ie  lata  od pracy m atem atycznej.

W  końcu lat sześćd ziesią tych  ubiegłego stu lecia  nastąpi! zw rot przepow iedziany w 

przedm ow ie do drugiej części dzieła , gdyż G rassm ann byl przekonany o żyw otności swo

jego  dzieła . N a rynku antykw arycznym  szybko zaczęła  podnosić się  cena pierwszej części 

oraz w yczerpanej części drugiej. W  1878 r.. a w ięc ju ż  po śm ierci G rassm anna, ukazał się 

przedruk d zie ła  z 1844 r. z przedm ową, którą jeszcze autor zdążył napisać.

W  przedm ow ie do II w ydania G rassm ann pisał:

„.Mam głębokie p rześw ia d czen ie , żc n ie zag in ie  praca w łożona  w przedstaw ione  

tu u m ie ję tn o śc i [...]. Lecz w iem  także i m uszę  to w ypow iedzieć, że choćbym  m ia ł  

się  n a ra zić  na za rzu t za ro zu m ia ło śc i, żc gdyby n aw et d zie ło  to m ia ło  przeleżeć  

lat 17  lub d łu że j bez poży tku , bez w n ikn ięcia  w  ży w y  rozw ój nauki, to  nadejdzie  

w szelako chwila, w k tó re j w yciągn ięlem  będzie, z  p y łu  za p o m n ie n ia  i w k tórej 

m yśli w niern z ło żo n e  za czn ą  p rzyn o s ić  ow oce”.

Jak widać z pow yższego. G rassm annowi nie bez trudu przyszło  w prow adzenie do m a
tem atyk i pojęcia iloczynu wektorowego.

5. L iczb y  z e sp o lo n e  w  g e o m e tr ii eu k lid eso w ej

Interpretacja liczb  zespolonych jako punktów  p łaszczyzny  pozw ala  form ułować zagad

nienia geom etrii p łaszczyzny  euklidesowej R 2 w języku liczb  zespolonych. Na przykład, 

każde p rzeksz ta łcen ie  a fin iczn c  p łaszczyzny C  m a postać: f ( z )  =  a z  +  b, gdzie a . b  £  C  są 

sta ły m i.
M ożna udow odnić, że  przekształcen ie z '  =  O n ( z )  =  s a z , gdzie  ea je st liczbą o m o

dule 1 i argum encie a .  tzn . £a =  cos  o  -f i s i n a .  opisuje obrót o ką t a  wokół punktu 0 

(początek  układu w spółrzędnych). Pozw ala to  na natychm iastow e odt w orzenie wzorów na
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w spółrzędne punktu 2 po obrocie o kąt a : jeżeli z ' =  x '  +  iy ',  z  =  x  4- i y .  to z poprzedniej 

równości wynika, że
x ' =  x c o s a  — y s in a  ,

. J  (13)
y  =  x s m a  +  y c o sa .

P rzekształcen ie z '  =  t a( z )  =  a +  z,  (a €  C ustalone) opisuje translację  (przesunięcie

rów noległe) p łaszczyzny  C  liczb zespolonych o wektor Oa. Z przytoczonych faktów łatwo  

wyprowadzić wzory na obrót o  kąt a  wokół punktu c £  C. Istotnie, niech z ’ =  f ( z )  będzie  

obrotem  o kąt a  wokół c. Przypom nim y w tym  m iejscu ogólny fakt, że jeżeli /  =  g o h 

jest złożen iem  funkcji g i h:
x i y  -i» z,

l= g o h

tzn . sk ładam y funkcje posuw ając się w przeciw nym  kierunku do strzałek w diagram ie.

Uzbrojeni w tę  uwagę rozważm y obrót /  wokół punktu e €  C o  kąt a.  Najpierw

dokonam y translacji i - r przesuwając c do punktu zero. następnie obróćm y o kąt o  wokół 

zera, tzn. 0 o i wróćm y do punktu c, a  w ięc w ykonajm y translację t c. Zatem

y  — o 0 (l o / _ c,

czyli f ( z )  =  i c( 0 a ( i_ c(5 )) =  c + e a ( —c +  j )  =  c( 1 -  £„) +  e „ z , co podobnie, jak w 

przypadku obrotu wokół zera, daje wzory:

x '  =  a +  xcosrr — y s in a  ^

y ' =  /> +  i .s in o  +  yc o sa ,

gdzie a — l ic (c ( l  — £„)) .  b -  l m ( c ( l  — £„)).

S y m e tr ią  Sc w zględem  punktu c €  C nazyw am y obrót o  kąt 7r wokół c. Z pow yższych  

wzorów wynika w ięc. że

S e(* ) =  2 c - *  (15)

opisuje sym etrię w zględem  punktu c. Ze wzoru (15) m ożna z łatw ością wyprowadzić w łas

ności sym etrii.

Przypom nijm y, że izo m c lr ia  to  odw zorow anie p łaszczyzny na siebie, które zachowuje  

odległości m iędzy punktam i. Jeżeli w ięc g jest izom etrią p łaszczyzny C, to

\y{p) -ff(?)l = |p-?l (ic)

dla każdej pary punktów  p. q €  C. Na przykład funkcje: translacja t c, obrót 0 o , sym etria  

Sc względem  punktu c. czy też  sym etria  s ( s )  =  z  (odb icie) względem  osi rzeczywistej są 

izom etriam i C. N ietrudno opisać izom etrie p łaszczyzny  C . M ianowicie:

każda izo m etrią  g  p ła szc zy zn y  C  liczb zespo lonych  je s t  translacją , obrotem , 

sym e tr ią  względem p m s te j  lub te ż  z ło że n iem  takich  przekszteilceń.
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tzn. m a postać:

g =  t c o 0 o lub  g  =  t c o 0 a o s . (17)

Istotnie, jeżeli g jest izom etrią , to  funkcja /  zdefiniow ana wzorem:

/ ( - )  =  9 ( z )  - 9 ( 0 ) ,  t z n . f  =  <_c o g , c =  <?(0)

też  jest izom etrią. a ponadto <?(0) =  0.

O dnotujm y łatw y do udow odnienia wzór:

\a — b\2 =  |a |2 +  |6 |2 — 2 R t(a b ) .  (18)

P odstaw iając we w zorze (17) a =  f ( z ) .  b =  / ( 1 ) .  korzystając z (16) i (17), otrzym uje

się, że / f e ( / ( z ) / ( l ) )  =  R c ( z ) .  P odobn ie, stosując ten  wzór do a =  / ( - ) ,  b =  f ( i ) .

otrzym ujem y R e ( f ( z ) f ( i ) )  -  R e ( z i ) .  Poniew aż R t ( w i )  =  I r ti(w ) .  w ięc daje  to rów

ność ± I r n \ f ( z ) f (  1)) =  1 m ( z ) .  O sta teczn ie  d ostajem y f ( z ) f (  1) -  z  lub f ( z )  =  z ,  czyli 
f ( z )  =  f ( l ) z  lub f ( z )  =  / ( 1  )z.  co kończy dowód.

Innym  przykładem  zastosow ań liczb  zespolonych w geom etrii euklidesow ej m ogą być 

np. łatw e dow ody następujących twierdzeń:

A. W łasność rów noległoboku: w równoległoboku sum a kwadratów długości boków jest 

równa sum ie kwadratów d ługości jego  przekątnych.

B. Jeżeli czworokąt jest. w ypukły , a.  b. c, d  są długościam i jego boków, c. f  d ługościam i 

przekątnych, a g  od leg ło ścią  środków przekątnych, to

a* +  b2 +  c2 + d i  = c '  + f +  Ig2.

C. T w ierdzenie Leibniza: jeżeli ¿ i , s 2,- 3  €  C są w ierzchołkam i trójkąta, q —  jego  

środkiem  ciężkości, a z  €  C dow olnym  punktem , to

\z  -  |2 +  |z — z 2\2 +  \z  -  z312 =  |zj -  q\2 +  \z2 — ę |2 +  |z3 — <?|2 +  3 |z  -  ę |2.

T ych i podobnych tw ierdzeń dow odzi się  łatw o, korzystając z interpretacji geom etrycznej 

liczb zespolonych.

Liczby zespolone m ają  też  zastosow anie w geom etrii h iperbolicznej. N a  przykład pół- 

płaszczyzna H  =  { z  €  C  : I m ( z )  > 0} lub też w nętrze koła T  o środku w zerze o  

prom ieniu 1 : {z  €  C  : \z\ <  1} są znanym i m odelam i Poincarégo geom etrii hiperbolicz

nej. A le to już tem at na inną okazję.

Te i inne zastosow ania  liczb  zespolonych w geom etrii elem entarnej m ożna znaleźć w 

[2]. Zawiera ona, m. in. liczne źródła historyczne. D latego też pom ijam y je  poniżej w 

bibliografii.
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A b stra c t

T he paper g ives a short history of com plex num bers and their applications to elem en

ta n ’ geom etry, based on author’s book: „N um bers a n d  g e o m e try ” (in polish). Discussion  

is divided in five chapters:

1. C reation of com plex numbers.

2. G eom etrical presentation of com plex num bers.
3. T he Fundam ental Theorem  of Algebra.

4. D iscovery of quaternions by H am ilton.

5. C om plex num bers in Euclidean geom etry.

As app lication , description of isom etrics o f the E uclidean plan is given. Som e extensions  

of P itagoras T heorem  are form ulated in the language of com plex num bers.


