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REKURENCYJNA METODA PROJEKTOWANIA CYFROWYCH
FILTROW ROZNICZKUJACYCH

Streszczenie. W referacie przedstawiono nowg metode projektowania filtrow cyfrowych
dla pochodnych pierwszego i drugiego rzedu. Oryginalno$¢ metody polega na rekurencyjnym
obliczaniu wspétczynnikéw filtru dla zadanego rzedu filtru.

RECURSIVE DESIGNING METHOD OF DIGITAL DIFFERENTIATING
FILTERS

Summary. New designing method of digital filters for first and second degree
derivatives has been presented in the paper. Originality of the presented method is based on
recursive calculation of filter coefficients for fixed order ofthe filter.

1. Wstep

Istniejg r6zne metody projektowania filtrow cyfrowych, ktdrych zadaniem jest obliczanie
pochodnych sygnatéw. W referacie przedstawiono nowa metode projektowania polegajacag na
rekurencyjnym obliczaniu wspotczynnikéw filtru dla zadanego rzedu filtru cyfrowego.
Zaprezentowana metoda rekurencyjna moze by¢ wykorzystana do projektowania filtrow
cyfrowych dla pierwszej i drugiej pochodnej sygnatéw obserwowanych w dyskretnych
chwilach czasu. W referacie wykazano takze, ze ciagi filtréw projektowanych za pomocg
metody rekurencyjnej sa zbiezne do filtrow cyfrowych o idealnych charakterystykach

czestotliwosciowych.
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2. Szkic wyprowadzenia wzorow dla metody rekurencyjnej

W celu wyprowadzenia wzoréw dla rekurencyjnego projektowania cyfrowych filtrow
rézniczkujacych wykorzystano szereg nieskonczony odkryty przez angielskiego matematyka

Brooka Taylora

f(x)= Z Cj-CK-a), 1)

1=
gdzie:

f(x) - funkcja ciggta zmiennej x,
r _f(i@)
i!

fw (a) - pochodna rzedu i funkcji f(x) w punkcie x=a,

ktory powstaje z wyrazenia Taylora

f(x)=f(a)+i™ (x -a ) +i*"-(x-a)2+.+""-(x -a)i-1+Ri, 2)

jezeli reszta R; dazy do zera oraz gdy i dgzy do nieskoficzonosci.
Po przyjeciu, ze x=t+T, a=t, i=3 oraz ze ciggta funkcja czasufft) rozwijalna w szereg
Taylora jest obserwowana w czasie dyskretnym z okresem probkowania rownym T, pochodne

zerowego, pierwszego i drugiego rzedu mozna w przyblizeniu obliczy¢ w nastepujacy

sposob:
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f(2)(t) rpl f(t + T) 1 1 f(t + T)
21 2T T2 272
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Uwzgledniajac wiekszg liczbe wyrazéw we wzorze Taylora i wykonujac podobne

obliczenia mozna utworzy¢ nastepujacy ciag macierzy kwadratowych:

(-2T) (~2T)Zz (-2T)3 (-2T)4

(T (-ty (Tl (-T2 (1ys (-T)4
d, =: 0 0] D« 0 0 0 0
tl yl j2 T3 T4

(2T)1 (2T)2 (2T)3 (2T)4

1 = I RXTZ L (-kT)2k1 (—T)2k
1 (-T)1 (-T)2 . ( =4 (_T)2k
1 0 0 0 0

1 T1 j2 x2k-1 x 2k
1 (kT)L (kKT)2 .. . (kT)2k.1 (kT)2k

i odpowiadajacy temu ciggowi macierzy cigg macierzy odwrotnych:

0 0 1 0 0
1 2 ! 2 1
12T 3T 3T 12T
0l 1 (i 1 2 5 2 1
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1 (kT)1 (kT)2 .. .. (kT)2k1 (kT)2k
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W utworzonym w ten sposéb ciggu macierzy odwrotnych

a) elementy pierwszego wiersza kazdej macierzy odwrotnej doktadnie opisujg odpowiedz
impulsowa filtru cyfrowego, ktéry wyznacza pochodng zerowego rzedu funkcji f(t),

b) elementy drugiego wiersza pomnozone przez 1! opisujg odpowiedz impulsowa filtru,
ktéry wyznacza przyblizona warto$¢ pochodnej pierwszego rzedu funkcji f(t),

c) elementy trzeciego wiersza pomnozone przez 2! opisujg odpowiedz impulsowg filtru,

ktory wyznacza przyblizong warto$¢ drugiej pochodnej funkcji f(t) itd.

Kolejne macierze odwrotne o wiekszych rozmiarach wchodzace w sktad utworzonego
ciggu macierzy wedtug przedstawionego algorytmu zawierajg wspotczynniki filtrow

o wiekszych rzedach, ktére coraz doktadniej przyblizajg poszczegdlne pochodne funkcji.

3. Wzory rekurencyjne dla cyfrowych filtréw rézniczkujacych

Na podstawie schematu obliczen przedstawionego w poprzednim rozdziale opracowano
wzory rekurencyjne stuzgce do wyznaczania wspotczynnikow filtru rézniczkujacego o z gory
zadanym rzedzie rownym r=2k+l. Wzory rekurencyjne sg szczegdlnie przydatne dla

projektowania filtrow o wysokich rzedach.

3.1. Wozory dla pierwszej pochodnej

Roéwnanie filtru ma postac:

Wspotczynniki a”) =0 dlak =1, 2, .., co. Pozostate wspétczynniki a”) wyznacza sie

rekurencyjnie wedtug nastepujacych wzoréw:

~Dn~ 1e
a%n)_( )nrl(an?QQ gdy n=k (8)

gdy n=Il, 2, ..., k-1. 9)
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Przyktad obliczen rekurencyjnych:
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(10)

Tablica 1

Wspotczynniki pierwszych siedmiu filtrow cyfrowych dla pochodnej pierwszego rzedu

k=l k=2 k=3 k=4 k=5
0 0 0 0 0
.?>
> 1 2 3 4 5
2 3 4 5 6
1 3 1 5
4k 12 20 5 21
1 4 5
4 K) 60 105 84
1 5
> 280 504
1
4k 1260
4 k>
4 k>

k=6 k=7
0 0
6 7
7 8
15 7
56 24
5 7
63 72
1 7
56 264
1 7
385 1320
1 7
5544 10296
1

24024

k—m
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W tablicy 1 przedstawiono obliczone rekurencyjnie wspétczynniki pierwszych siedmiu
filtrow cyfrowych dla pochodnej pierwszego rzedu. W ostatniej kolumnie tej tablicy
zamieszczono wartosci pierwszych siedmiu wspétczynnikow filtru cyfrowego, ktérego rzad

jest nieskonczony.

3.2. Wzory dla drugiej pochodnej

Rownanie filtru cyfrowego dla drugiej pochodnej ma postac:
[+ Zbek ) f(t-nT)-b[X)f(t)+ Zbek)f(t+nT)], (11)

n=1

(12)

gdzie a"k) sg wspotczynnikami filtru cyfrowego dla pierwszej pochodnej, ktdre oblicza sie

rekurencyjnie w sposéb przedstawiony w rozdziale 3.1.

4. Dowdd poprawnosci przedstawionej metody rekurencyjnej

Jezeli obliczenia rekurencyjne beda wykonywane dla k dazacego do nieskonczonosci, to

wz6r (7) dla pierwszej pochodnej mozna przedstawi¢ nastepujaco:

=Y'[~ Z a(r)-f(t-nT)+a{P0)-f(t)+ g aJ°).f(t+nT) (14)
n=1 n=I
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Z réwnan (8) i (9) wynika, ze:

ak)=afn)- Ap_n 147 k>n+l, n=1,23,., {15)
i=n+l
a”)= lim a fW jI* lim fid -J - (16)
n k”~oo n n k—coj_n”?yo 1+o0
lim = (17)

k—o00j=n+fn 1+n (nk2

Joo)_,,(n) (2n)!_(-I)n-1 (nHh2 (2n)! _(-1)"-1
n ‘(nh)2" n‘(2n)! (nhH2

Podobnie, dla drugiej pochodnej:

lim {4r-[+ Z b(k)f(t-nT)-bj,k)f(t)+ Z b(k)
dt k —00 t n=1n ° n=1*“

:t~2[+ Z_ b’;\(X}"n‘\(/t- nT)- beOA.f\(/\er s_ bn" of(t+nT)] (19)
1 n=1 n=1
bro)=1 ar00)=(-Dn" 1- 4 (20)
[\ 00 / \ 00 r i\n~l "2
blT 2 Zbn 4 £ A m
n=1 n=1 n

Dla funkcji ciggtych, po transformacji Laplace'a, transmitancje idealnych filtrow

rézniczkujacych dla pierwszej i drugiej pochodnej opisane sg zapomocg Wzorow:
G!(s)=s, G1(jtu) =jtn (22)
G2(s)=s2’ G2(jtn)=j2ra2 =-ra2< (23)
gdzie: s=jtn, j=V -1, ra-pulsacja.
Po dyskretnej transformacji réwnan (14) i (19) dla filtrow cyfrowych mozna obliczy¢, ze:

i o f-nn-I i
Ki(jtu)="j[2j- £ -—" sin(nnjT)] =Y -jtnT =jra, gdy-7t<raT<+Ji (24)
n=|
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msin(nraT)]=0,gdy Il = +C (25)

ecos(nraT)] = :FZ o[-(roT)2]=-ta2,
gdy -7i <taT <+7t (26)

Funkcje te sg funkcjami okresowymi o okresie 27t.
Wykazano zatem, ze charakterystyki czestotliwosciowe cyfrowych filtrow réznicz-
kujgcych projektowanych za pomocg przedstawionej metody rekurencyjnej sg zbiezne do

charakterystyk idealnych, jezeli liczba iteracji dazy do nieskornczonosci.
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Abstract

New designing method of digital differentiating filters for first and second degree
derivatives are presented in the paper. The method is based on recursive calculations of filter
coefficients for fixed order of digital differentiating filter. 1f order of the filter tends to infinity
then frequency characteristics of designed filter tend to characteristics of ideal digital

differentiating filter.



