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i. WPROWADZENIE

W wielu problemach techniki, a w szczegélnos$ci techniki rekietowej i
lotniczej, zachodzi konieczno$¢é badania drgan losowych uktadéw dynamicz-
nych o statych roztozonych Jakimi sa konstrukcje cienko$cienne. Przy ba-
daniu drgan, np. lotniczych konstrukcji prototypowych) wystepuje koniecz-
no$¢ oszacowania wptywu zakitdécen o charakterze losowym, pojawiajgcych sie
w przyrzadach pomiarowych, a takze bezposrednio oddziatujacych na kon-
strukcje. Oszacowania te mozna uzyskaé¢ wykorzystujagc teorie optymalnego
filtrowania, przy czym szczeg6lnie uzyteczny Jest model estymecji przed-
stawiony przez Kalmana i Bucy'ego ([15], (16j). Metoda oparte na tym mo-
delu posiada zasadnicza przewage nad Innymi metodami oszacowah. Przewaga
ta wynika z rekurencyjnego charakteru uzyskiwanych za pomocg tej metody
oszacowan, czyli estymaty, gdyt obserwacje w miare Jak naptywaja, sg na
biezgco wykorzystywane do korygowania tej estymaty. Dzieki temu uzyskuje
sie znaczng oszczedno$¢ w pracochtonnos$ci obliczen numerycznych. Podsta-
wowymi, typowymi konstrukcjami no$nymi, ktére noga by¢ Interpretowane Ja-
ko uktady dynamiczne o statych roztozonych sa slementy pretowe i pitytowe.

Filtrowanie zaktdcen losowych dla tego typu ukitadéw przedstawione zostato w ni-
niejszej pracy. Ze wzgledu na fakt.ze zagadnienia graniczne drgan ukta-
déw o statych roztozonych sg opisana przez réwnania rézniczkowe czastkowe
wraz z warunkami brzegowymi 1 poczatkowymi, konstrukcje optymalnego fil-
tru trzeba przeprowadzi¢ w nieskonczenie wymiarowych przestrzeniach Hil-
berta. Badania w tym zakresie odnos$nie do réwnan rézniczkowych czastko-

wych z pierwszg pochodng wzgledem czasu prowadzili H. Kushner ([19j, [20]),
P.S. Knopow i L.G. Bazenow. ([I], [2l] ), S.G. Taafestas ([38444] ), A. Ben-
soussan ([3]). 3.H. Selnfeld ([35]), a takze R. Curtain i Ichikewa ((7, 8]).

W pracach tych najcze$ciej rozpatrywano problem optymalnego filtrowa-
nia w zwigzku z optymalnym sterowaniem uktadami dynamicznymi opisanymi
przez paraboliczne stochastyczne rdéwnania roézniczkowe czagstkowe. W pracy
A. Sensoussona ([3J) podano réwniez metoda dekompozycji drogg rozwigzanie
problemu optymalnego filtrowania uktadéw opisanych przez réwnania réz-
niczkowe czgstkowe z druga pochodnag wzgledem czasu. Wszystkie te prace do-
tyczyty w zasadzie zagadnien filtrowania zaktécen losowych o charakterze
"biatych szuméw', cc stanowito powazne uproszczenie problemu, gdyz 63 to
procesy fizykalnie nierealizowalne. Znacznie blizsze rzeczywisto$ci moga
by¢ te modele optymalnego filtrowania, ktére uwzgledniajg zaktdécenie lo-
sowe o cherakterze tzw. "kolorowych szuméw". Oednak przyjety wtedy kla-
syczny model filtru Kelmana staje sie bardzo skomplikowany, gdyz powigk-
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sza sie uktad rdéwnan roézniczkowych czgstkowych opisujacych ten model i
wzrastajag gwattownie trudno$ci w procesie numerycznego rozwigzania tego
problemu. Optymalny filtr Kalmsna-Bucy w wujeciu klasycznym, jak wida¢
wymaga znajomos$ci charakterystyk probabilistycznych dziatajgcych zaktécen
losowych. Wwielu problemach techniki wyznaczenie takich charakterystyk
jest trudne lub wrecz niemozliwe. Do$¢ tatwo natomiast mozne oszacowaé ob-
szar, w ktérym te zakldécenia wystepujg. Infornecje te moga by¢ wykorzys-
tane do konstrukcji tzw. "minimaksowego filtru™, ktéry pozwala oszacowat
optymalng esty«iate w sensie S$rednlokwadratowym, a tekze oszacowa¢ obszar,

w $rodku ktérego bedzie ona wystepowac¢. Obszar ten zwany jest "obszarem
informacyjnym™. Szersze omdwienie teorii minimaksowego filtrowania mozna
znalez¢ w podstawowych pracach Schweppego ([34]) i Kurzanskiego ([181]).

Zastosowaniem teorii minimaksowego filtrowania dla uktadéw o statych roz-
tozonych, zajmowali sie K. Lee ([24]) i A.O. Hapatow (fllj). Wpracach swo-
ich analizowali oni uktady opisane przez réwnania paraboliczne typu prze-
wodnictwa cieplnego z pierwszg pochodng wzgledem czasu.

W prezentowanej pracy przedstawiono rozwigzanie zagadnienia optymalne-
go filtrowania zaktécen losowych drgan uktadéw o statych roztozonych tak
w przypadku gdy te zaktdécenia posiadajg znane charakterystyki probabilis-
tyczne ("biate i kolorowe szumy). Jak i w przypadku znajomos$ci tylko ob-
szarow wystepowania tych zaktécen.

Cata prace podzielono na osiem czes$ci. Cze$¢ pierwszg stanowi wprowa-
dzenie. Wczeéci drugiej przedstawiono zagadnienia graniczne opisujace
drgania takich uktadéw o statych roztozonych. Jak prety, ptyty i powtoki,
poprzez rdéwnania roézniczkowe operatorowe w nieskonczenie wymiarowych prze-
strzeniach Hilberta. W trzeciej zaprezentowano modele zaktécen losowych
dziatajagcych na uktady o statych roztozonych Jako procesy stochastyczne
(pola losowe) o wartoéciach w przestrzeniach Hilberta. Szczeg6lng przy tym
uwage zwrécono na procesy Wienera i catki stochastyczne na procesach Wie-
nere o warto$ciach w przestrzeniach Hilberta. W czwartej przedstawiono
klasyczny model optymalnego filtru Kalmana-Bucy dla zagadniehn granicz-
nych drgan pretéw i ptyt w przypadku dziatania zaktoécen losowych
o charakterze "biatych szuméw™. Poniewaz procesy tego typu stanowig bar-
dzo wyidealizowany model zaktécen losowych, w rozdziale ptatym opraco-
wany zostat przez autora nowy model filtru uwzgledniajgcy zaktoécenia lo-
sowe o0 innym charakterze niz "biate szumy” i posiadajgce znane charakte-
rystyki probabilistyczne. Model ten w odréznieniu od klasycznego modelu
Kalmane dla "kolorowych szuméw"™ nie wymaga konieczno$ci gwattownego zwie-
kszenia liczby réwnan opisujacych go. W przypadku duzych trudnos$ci w wy-
znaczeniu charakterystyk probabilistycznych zaktécen mlosowych dziataja-
cych na uktady, a przy znajomos$ci obszaréw wystepowania tych zaktécen moz-
na zastosowa¢ model tzw. minimaksowego filtru S$redniokwedratowego. W roz-
dziale széstym zastosowano taki filtr do badania drgan uktadéw o sta-

tych roztozonych, takich jak prety i ptyty. Rozdziat sié6dmy niniej-

szej pracy przeznaczono na zademonstrowanie teoretycznych modeli filtréw
do badania drgan w obecnos$ci zaktécen losowych konkretnych elementéw kon-
strukcyjnych pretowych 1 ptytowych, przedstewlejac wyczerpujgce przyktedy
numeryczne. W rozdziale 6smym zewarto podsumowanie i wnioski koncowe wy-
ptywajace z pracy. Na koncu pracy dotgczono réwniez dwa dodatki. Pierwszy
z nich zostat posSwiecony metodzie R-funkcji, ktorej zastosowanie pozwala
badaé¢ filtrowanie drgan szerszej klasy uktadéw o statych roztozonych na
przypadki uktadéw o ztozonej geometrii, a w szczegélnos$ci uktadéw ptyto-
wych. Wdrugim z dodatkéw przedstawiono krotkie omdwienie metod identyfi-
kacji charakterystyk probabilistycznych zaktécen losowych dziatajagcych na
uktady o statych roztozonych.



2. MODELE ORGAN UKLADOW DYNAMICZNYCH O STALYCH ROZEOZONYCH

2.1. Zagadnienia graniczna opisujace drganie uktadéw dynamicznych o
statych roztozonych

Rozwaza¢ bedziemy uktady dynamiczne o statych roztozonych opisana przez
pewng klase rdéwnan rézniczkowych czgstkowych o postaci:

x6UCR"
aO(x)-I'Z-" u(x,t) + al(x)™- u(x,t) & Lu(x,t) - f(x.t.g), j (2.1)
®t* * te
oW
gdzie
\Y
L) US <DP oPfa (X) Q).
p.q<*
Pq(*)« <D(5), aQ(x), alL(x)« 2> (A)
oP(.) U — - p- - - "pr LPl - Pa ¢ P2 Pn

«(X1) 1 a(x2) 2...s(xn) n

Jest wlelowskaznlkowym symbolem rdézniczkowania.
Przestrzen 3(3_) Jest przestrzenia funkcji probnych, na ktérych definio*
wane sa rozwigzania uog6lnione réwnania (2.1), ([IO], [25]). Prawa strone
rownania (2.1), zwant wymuszeniem losowym, stanowi czasowo-przestrzenne
pole losowe f(x,t,f) generowane przez przeetrzen probabilistyczng (T.f.
P) 1 f *F gdzie r* Jest przestrzenig zdarzen elementarnych ([50]).
Réwnania ta, gdy opisujag Jakie$ zagadnienia graniczne, nalezy rozpa-
trywa¢ wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi, ktére w przypadku gdy sa
liniowe majg postac:

B u « gt x« D Si (2.2)
orem-l 3 (33, )

gdzie
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a 0Si jest brzegiem obszaru SI i warunkami poczatkowymi:

u(x.0) » uQ(f) , u(x,0) = (2.3)

Réwnanie stanu (2.1) wraz z warunkami brzegowymi (2.2) i poczatkowymi (2.3)
stanowia tzw. zagadnienie graniczne problemu. Uktady dynamiczne o statych
roztozonych, opisane tego typu réwnaniem! reprezentuje szeroka klase mo-
deli drgan elementéw konstrukcyjnych. Jek prety i ptyty. Rozpatrzymy obec-
nie szczegdélne przypadki zagadnienia granicznego (l1-3), opisujece drganie
typowych elementéw konstrukcyjnych ( [17] , [37] , [45] ).

1. Drgania wzdtuzne i skretne pretéow

Rownenie drgan ma poetec:

ao(X)NT “(*e*) o 8i™rx~" “(x-t) " AT[a2”AxXANBT «(*e*)] “ f(x,t,tf) (2.4)
X€ 9. C R1, te R*

gdzie w tym przypadku

»<o> = ®I[-2<XM* > ]

przy czym dla drgan wzdtuznych

a0(x) *9 F(x), p- Jest gesto$ci? materiatu preta, F(x) - Jeet polem
przekroju poprzecznego preta,

a™(x) »2nBQ(x), n - Jest wspéitczynnikiemttumienie wiskotycznego,

a™(x) »EF(x), E - Jest modutem Younga,

a dla drgan skretnych

a0(x) »el0(x). X (x) - jest biegunowym momentem bezwtadnoS$ci.
al(x) = 2naQ(x)

ae(x) [ ] Gle(x), G - jest modutem Kirchhoffa.

Warunki brzegowe se uzaleznione od sposobu umocowania brzegéw prete i
ich liczba zalezy pd rzedu operatoréw rézniczkowych wystepujacych w row-
naniu. W przypadku drgan wzdtuznych i skretnych najcze$ciej maje one pos-
tac:

a) Dla preta sztywno utwierdzonego na brzegach:

u|xe3fl,> 0 (9dyz przemieszczenie brzegéw preta Jest réwne zeru).

11

b) Dla preta o ewobodnych brzegach

przypadku drgan wzdiuznych oznacza to zerowenie sie
sity rozciggajacej pret p(x,t) * EF(x)™ u(x,t) na
brzegu, a w przypadku drgan skretnych zerowanie sie mo-
mentu  MD(x,t) « GLA(x)™r u(x,t) na brzegach).

Nx u|x«38I 0

c) Ola preta o mieszenych werunkech brzegowych, np.no jednym konfcu sztyw-
no utwierdzonego, a ns drugim swobodnego:

UyxOal °° &£ uxodfi2 =°" 300 AjU3LK
2. Drgania poprzeczne pretéw

Rownanie drgan ma postac:

a (x)-S_ u(x,t) & a.(xX)™r u(x,t) + a,(x)-2__ u(x.t)lL m f(x,t,») (2.5)
0 ot2 1 et ox2 L2 " ox2 J ’

x« JIcR1, t 6 R1

gdzie w tym przypadku

L(-)
8& L2 Ox J
przy czym
aQ(x) -p F(Xx), p - Jeet gestod$ci* materiatu prete, F(x) Jest polem
przekroju poprzecznego preta,
aj(x) m2neQ(x), n - Jest wspoOtczynnikiem tiumienia,
e2(x) »EI(x), I(x) - jest momentem bezwtednos$cl przekroju preta,
E - modutem Younge.

w przypadku drgan poprzecznych preta najcze$ciej spotykene warunki brze-

gowe maje posts¢ :

a) Dla preta sztywno utwierdzonego na brzegach

x*0,ft” ©x u|xeOlt* 0

(Oznacza to zerowanie sie na brzegu przemieszczenia i keta ugiecia).
b) Dla preta swobodnie podpartego na obu brzegech

X«aa- °- ox U xo0 e ©
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(Oznacze to zerowanie sie na brzegu przemieszczenia i momentu zainaje-

cego M(.x,t) » EI(x)-*—w u(x,t)).
3xz

:) Dl« preta o mieszanych warunkach brzegowych:
(np, na Jednym konhAcu sztywno utwierdzonego, e ne drugim swobodnego).

* O% A
ir-| 1X6Ja2
3Jt. 3 t 3il2
. u 0,
®x xe3 o, « -1 * «* . "0
(warunek -£-y ujxe3” =0 oznacza, ze sita poprzeczna T(x,t) [ ]

- El(x)2— u(x,t) réwr.a sie zoru n» brzegu).

3- Drg8nla poprzeczne ptyt

Rownanie draen ma postac:

o(x)~7? °(x'r) * sI”~x-~ u(x'*) (D&u(x,t) - (1—P0)
T11®« 5 0(x)-— Uu(x,t) - 2 — —»D(X) —2? "w U(*,t) ¢
L(éx1)2 0x2)2 dx Oxk ®xla)?

—A"5 9 d(xN— _ou(x,t)l m f(x,t,*j), x = (x1,x2)eftcR2 (2.6)
(d7r (-s*1)2 J t € Rl
gdzie
L() 9l a(aa(-) - (i-~)[-— 0(x)- ~ 2M -
atde e ey
2 —T~jr D(xX)— | i ?2(.) i(X)—
0x X Ox 3* (8x2)2 (8x ) J
przy czym

A(*) » (— T-We «g~g)(e
() > (EW 959 (+)

13 -
a0(x) -eh(x), e- Jest gestoscig materiatu ptyty, h(x) - jest jej gru-
boscla,
aj(x) m 2naQ(x), n - Jest wspoétczynnikiem ttumienia,
Ghix) m __Eh@(x_l_( _ 3*s< modutem rounga, €@ _ - liczbe Polssona.
12(1~~) 0

W przypadku drgan cienkich ptyt sprezystych najcze$ciej sootykane wa-
runki brzegowe maj? postac:

a) Dla ptyt sztywno utwierdzonych ne catym brzegu

(2.7)

X 0a & U xt3Si

gdzie * - jeet Jednostkowym wektorea normalnym do brzegu 3 A
(warunek i uj 6] & 0 oznacza zarwanie sie kete ugiecia ptyty na brze-

gu 3 11),
b) Ola ptyt swobodnie podpartych na catym brzegu

x«3 il (2.8)

gdzie t- Jest wektorem Jednostkowym styczny« do brzegu 3 Jt.

(Warunek €35
mentu gnecego na brzegu 3 4),

m M(x,t) » O oznacza zerowanie sie no-

c) Dla ptyt przy mieszanych warunkach brzegowych np. na czes$ci brzegu
sztywnie utwierdzonych a na czes$ci swobodnycn.

<«3N » 0

2 2

mn-W U ¢ <#0, BI* U yestio (2.9)

(Warunek ostatni oznacza zerowanie si¢ sity poprzecznej r(x,t) na brze-
gu 3 si2).

4. Drgania poprzeczne ptyt ortotropowych

W przypadku drgan ptyt, w ktédrych wtasnos$ci sprezyste przy zginaniu »e
roznych kierunkach posiadaj« ré6zna wtasnoséci, mamy do czynienia z ptytami
anizotropowymi. Szczegdlny przypadek ptyt anizotropowych stanowie pty-
ty ortotropowe. Charakterystyczna cech« tych ptyt Jest to. ze ich wtas-
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noscl sprezyste maje trzy ptaszczyzny symetrii, z ktérych Jedne lezy w

ptaszczyzinie ptyty. Réwnanie drgan ptyt ortotrcpowych ma postac:

*-4 4
DiT— 177 u(x-0 + 2D3r— u(*,t) + D0—d mu(x,t) +
(©X1) (Sx ) (3x )~ 2 (©x2)4
¢+ 2<jhn u(x,t) *y h u(x,t) « f(x.tjf)

W przypadku ptyty prostokatnej o osiach ortotropii réwnolegtych do osi
wspoétrzednych many:

Exh3 Eh3 6 h3
o " I12Tr:W ~ 7" °2 * Tfe(I"ox™oyr "3
gdrie Ex, By.6xy . "oxe oy - state sprezyste <charakteryzujgceortotro-
pie ptyty.

W przypadku drgan ptyt ortotropowych warunki brzegowe natozone na prze-
mieszczenia u(x,t) se analogiczne jak dla ptyt izotropowych rozpatrywa-
nych w punkcie 3. Roéwnanie drgan obowiezuje oczywiscie dla ptyt ortotro-
powych o statej orybos$ci. W przypadku gdy prtotropia Jeat spowodowana sa-
mym uksztattowaniem ptyty przez wprowadzenie zeber do$¢ gesto i w regu-
larnych odstepach, a materiat jest jednorodny, state D”, D2 i Oj oblicza-
ne se za oonocg réznych innych wzoréw.

Ola ptyty wzmocnionej zebrami w Jednym Kkierunku, np.

o . - T~2"> O - —ItL- *n.
1 12(1-#) *1
gdzie:
e'- modut sprezystosci,
I - modut bezwtadno$ci usztywnien.

2.2. Sformutowanie zagadnien granicznych teorii drgan w terminach ana-
lizy funkcjonalnej

Uktady dynamiczne o atatych roztozonych opisane réwnaniem (2.i), moga
byé¢ interpretowane jako réwnania ré6zniczkowe operatprowe w przestrzeniach
Banacha, o postaci: ([IO], [23], [25]. [26])

(2.10)

- 15 -

Taka interpratacja réwnan rézniczkowych czastkowych wymaga jednak wprowa-
dzenia ztozonych przestrzeni funkcyjnych p warto$ciach w przestrzeniach
Banacha. Drgania bowiem, uktadéw o statych roztozonych. Jako procesy nie-
stacjonarne, przebiegajace w przestrzeni ne przedziale czasowym [o.f],
mozna interpretowac¢ jako funkcje czasu i potozenia, tzn. utozsami¢ z funk-
cjami, ktére przypprzedkowuje kazdej perze jx ,tje Gx [0.t] rzeczywista
liczbe lub wektor u(x,t). Wtedy czas 1 przeatrzen sa traktowane roéwno-
prawnie. Okazuje sie Jednak, ze znacznie wygodniej ppstugiwa¢ sie funk-
cjami czasu, ktére kazdemu cementowi czasu t przypprzedkowuja odpowied-
nia funkcje potozenia u(*,t). Na przyktad kazdemu »omentpwl czasu przy-
porzadkowane Jest Jakie$ ugiecie ptyty drgajacej. Tak wiec okresla sie
funkcje okre$lone na przedziale czasowym [o,tJ o warto$ciach w  pewnej
przestrzeni funkcji pptpzenia, ktéra w wiekszpséci rozpatrywanych w tej
pracy przypadkéw bedzie przestrzenia Banacha. Przy takiej interpretacji
pochodne wystepujace w réwnaniu (2.10) sa pochodnymi w sensie Gateux,
funkcji o wartos$ciach w przestrzeniach Banacha. Pochodne takie definiu-
jemy nastepujgco:

Definicja 1: Funkcja wuf ([o,t]-x), gdzie X Jest pewna przestrze-
nia Banacha, nazywa sie rozniczkowalne w punkcie te J[o,t], jesli ist-
nieje taki element e e Xij dla ktérego spetnipny Jeet warunek:

lim ujt+h~- u(t) _ef - O (2.11)
h~0
t+he [o,r

Ten element e nazywa sie pochodna od u w punkcie t.

Definicja 2: Funkcja u6([o.rj-»x) nazywa sie rézniczkowalne, Jesli
Jest ona roézniczkowa Ina w kazdym punkcie przedziatu [o.t].
Funkcje JY u(t) e ([o,d x) , ktéra kazdemu te [°.t] przyporzadkowuje
pochodna od u wpunkcie t, nazywamy pochodna od u.

Definlc 1a 3 : Funkcja ue(£).T] —x) jest stabo ro6zniczkowalna w punk-

cie te (p.T . Je$li istnieje element e e x, dla ktéregp spetniony Jest
warunek:
A lim < f. - e>m 0, (2.12)
f«V h-0 "
t+h« (0.T]
gdzie xjest przestrzeni? Banacha sprzezona dp X. a <e ->Jest funk-
cjonatem liniowymna elementach z X o warto$ciach w X.

Ten element e nazywamy staba pochodna od u w punkcie t i takze ozna-

czarny R u</t}.
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Operowanie przestrzeniami funkcji o wartosciach w orzeatrzeniach Ba-
nacha, oprécz pojecia pochodnej, wymaga jeszcze wprowadzenie poje¢ mle-
rzalnos$ci i catkowalnos$ci funkcji z ([0,t]— X). °ojecie ta po raz pier-
wszy wprowadzit Bochner.

Definicja 4: Funkcja u s ([o.lj — X nazywe sie¢ prosty. Jes$li w |0,T]
posiada skonczon? liczbe parami nieprzecinsJecych sie mierzalnych w sen-
sie Lebesgue'a podzbioréw trz meefa~” , takich za funkcja u na kaz-
dym zbiorze przyjmuje stat? wartos$¢ 1 wu(s) « 0 dla « e [p.T] -

n
- iL’J‘lBi. w sensie Bochnera od funkcji prostej okres$la sie wzorem:

/ u(8)ds - £ mes(B4)en. (2.13)
(e} i=i

Definicja 5: Funkcja wus ([0, Tj — X) nazywa sie¢ mlerzaln? W sensie

Bochnera, jes$li istnieje taki ci?g jun] funkcji prostych. ze un(6)-—u(s)

dla prawie wszystkich s «

Jedli dodatkowo taki clpg spetnia warunek

lini J*|lu(s) - un(s)jiids = O. (2.14)
n*“C

to funkcja u nazywa sie¢ catkowalny w sensie Bochnera.
Catka Bochnera od takiej funkcji u po mierzalnym W sensie Labes-
gue'a zbiorze Be [p.Tj okre$lone Jest wzorem:

JBu(s)ds « lir f b (s) Cn(s)ds, (2.15)
gdzie
CO0 - indykatorowa funkcja B:
1 przy aeB
CO0 (a)
0 przy s f B
Z mierzalnos$ci w sensie Bochnera funkcji u wynika, ze funkcja rzeczy-
wista jj u(*) - un(m) || Jast mierzalna w sensie Lebesgue’a na [o,t]. Dla-
tego warunek (2.14) ma sens. Oeéll Jest on spetniony, to granica (2.15)

istnieje i nie zalezy od wyboru ciegu funkcji prostych po3ladelJesych wta-
snosci (2.13) i (2.14). Pojecie catkowalnos$cl w sensie Bochnera pozwala

wprowadzi¢ przestrzenia funkcji catkowalnych o warto$ciach v przestrze-
niach aanacha.
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Definicja 6; Przez LP(O,T;x), 1 < p«C<»0 oznacza sie zbiér wszystkich
mierzalnych w sensia 9ochners funkcji u « ([o,t] —Xx), dla ktérych
1 P
(s)]j ds sS (2.16)
X

Normo funkcji u n przestrzeniach LP(0,T;x) Jest definiowana nastepu-
jaco :

Hu!| p - (fllu.(a)]] ds)1"? « * (2.17)
L (0,7; X JQ X

Szczegdlny» przypadkiem przestrzeni LP(O,T;xX) jeet przestrzen Mllbarta
L2 (0,T;H), w ktérej iloczyn skalarny dwéch funkcji u i ‘" zdefiniowany
jest noatepujeco:

<u.V>0 S f <xx > Hdt (2.18)
- (0,TiX) JQ H

gdzie H jest pewny przestrzenig Hllbarta.

Przestrzenie te odgrywaj? v»szn? role przy Nadaniu réwnan rézniczkowych
operatorowych w przestrzeniach 9enacha. Tak np. réwnanie (2.i) mozna In-
terpretoweé¢ Jako rownanie rézniczkowe operatorowa odwzorowujgce funkcje
ue L2(0,T;V) w przestrzen sprzezone L2(0,T;V*), gdzie V jest pewn?
przestrzeni? Banacha, a V* przestrzeni? Banacha sprzezon? do niej.
Aby jednak zagadnienia graniczne opisywane przez rdwnania rézniczkowe ope-
ratorowe byty poorawnie postawione, czyli aby istniato jednoznacznie o0-
kredlone rozwigzanie problemu, trzeba natozy¢ pewne warunki na operator L
oraz dobra¢ przestrzenia Banacha, w ktérych bedzie dzlatet. Niech L:V—V?
gdzie V jest pewn? przestrzeni? Banacha, a V* Jest przestrzeni? Ba-
nacha sprzezon? de nie] ([lo] , [24]). Przez rczwl?za.~sie problemu w tym
przyoadku uwazamy rozwigzanie w senaie uogélniony» (czyli dystrybucyjnym).
Operator L mozna wtedy rozpatrywaé¢ Jako rozszerzenie pewnego operatora
rézniczkowego rozumianego w sensie klasycznym 1 oznaczonsgo Lq([ioJ). Ty-
powy CDerator L mozna przedstawi¢ w postaci:

L - S*L1S, (2.19)

gdzie
S - ci?gty operetor liniowy dziatajecy e przestrzeni Banacha V w ja-
k?§ Inn? przestrzen Banacha Y 1 < (y— Y*)j gdzie Y* przes-
trzen Banacha sprzezona do Y,
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S* - sprzezony do S operator odwzorowujacy przestrzen Y* w sprze-

zony do V przestrzen Banacha V*.

Operator L o postaci
L - S*I-~

nazywany Jest energetycznym rozszerzeniem operatora LQ. Oeéli operator
Lj JeSt liniowy, ograniczony, ciygty, symetryczny i dodatnio

([10j, [24]), to rownanie (2.1) posiada jednoznaczne rozwiyzanie. Badanie

okres$lony

tego typu rdéwnan wymaga operowania kilkoma normami okre$lonymi w odpo-
wiednich przestrzeniach Barach8 lub Hllberta. Wraz z przestrzenig Benacha

V wprowadza sie bowiem przestrzen Hllberta H ( 10. 24 ), przy czym

Vc H
V jest gesta w H i wtozenie V w H Jest clygte. Przestrzen H po-
krywa sie za swoim sprzezeniem i JeS$li przez V* oznaczymy przaetrzen
sprzezony do V, to poniewaz V Jest gesta w H, mozno utozsami¢ H z

podprzestrzenly przestrzeni V*.
Wtedy Vc Hec V*

Przedstawione w niniejszym rozdziale ujecie zagadnien grenlcznych w

terminach analizy funkcjonalnej zademonstrujemy na przyktadzie
nia granicznego drgan wzdtuznych preta sztywno utwierdzonego na brzegach.
LQ ma wtedy postac:

zagadnie-

Operator

Lo (*>

Dziadzina operatora [|Q. o(l_0) « C2(n), a« R1l, V « H*(ft), gdzie H*(ft)
Jest przostrzeniy Sobolewa, bedycy domknieciem zbioru funkcji przestrzeni
funkcji gtadkich o nos$niku zwartym C~(.fi) w przestrzeni Sobolewa H~"fl,).

lloczyn akalarny w przestrzeni H~JI) definiuje sie, tak Jak iloczyn ska-
larny w przestrzeni H1(ft), czyli
<«* x>, -/ 1EUdX
HJ(a) n
Y - L2 (ft), S( ) grad (*) , S*(-) div(.)
1”20 ~ a2(x) (+). H - L2(S
Tak wiec
LiV—Vv=*, S:V»Y, Lj :Y-»Y*, S* 1Y*~V*
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w oparciu o przeetrzenie Banacha lub Hllberta V, H, V* mozna teraz wpro-
wadzi¢ ztozone przestrzenie funkcji o warto$ciach w przestrzeniach Bana-

cha lub Hllberta:

Y*- L2(0.T;V), L2 (0.T;H), V- L2(0,T;V™)
Oczywiscie Tc X

Mozne pokazac¢, ze jes$li wymuszenie f(t) na charakter zdeterminowany
i feyY , to rozwlyzanie réwnania (2.1) u(t)e ,T. W przypadku JeS$li
wymuszenie f(t,<f) ma charakter losowy, to trzeba Je traktowaé¢ jako prp-
ces stochastyczny o warto$ciach w przestrzeniach Hllberta. Istnieje wtedy
konieczno$¢é wprowadzenia przestrzeni zmiennych losowych o wertos$clach w
przestrzeniach HIllberta. Zagadnieniem tym zajmiemy sie w nastepnym roz-

dziale.



3. PROCESY STOCHASTYCZNE O WARTOSCIACH W PRZESTRZENIACH HILBERTA

3.1. Modele zaktécen losowych jako procesy stochastyczne o wartos$ciach
w prr.estrzeriach Hilberta
Zaktoécenia losowe dziatajace na uktad i pojawiajace sie w przyrzadach
pomiarowych oodczes obserwacji, mozna modelowa¢ za pomoca proceséw sto-
chastycznych o znanych charakterystykach probabilistycznych i ktére moga
by¢ polami losowymi. W przypadku uktadéw dynamicznych o statych, roztozo-
nych na ogét sg to procesy stochastyczne o warto$ciach w
Hllberta.
Dipowiedniej miary probabilistycznej w przestrzeni

(T.&FP)

przestrzeniach
Postugiwanie sie tego typu procesami wymaga jednak wprowadzenia
Hllberta, czyli uzys-
kania mierzalnos$ci w tej przestrzeni. Niech bedzie przestrzenia

probabilistyczng i

Definicja 7: Mierzalne odwzorowanie [o,f] xP — H, gdzie H Jest prze-
strzenig HIllberta, nazywamy procesem stochastycznym o warto$ciach w prze-
strzeni Hllberta H i zapisujemy:

mes([o,r] »P-*H) , [o,d « R* (3.1)

Niech przestrzen zdarzen elementarnych Jest przestrzenig topologiczna.

Wtedy miara probabilistyczna P Jest interpretowana jako miara Rsdona
(W . [14]).
Definicja 8: Miarag probabilistyczng Radona nazywamy funkcja zbioréw

okreslonych na ~-algebrze borslowskich zbioréw $ w przestrzeni topolo-

gicznej P o postaci pl-p2' 9dzi® Pl< p2 skofnczonymi miarami regu-
larnymi zdefiniowanymi nastepujaco:
/\P(B) - eup P<K) (3.2)
KcB

K jest zwarty
Ze pomocag probabilistycznej miary Radona mozna wprowadzi¢ catkowalne
przestrzenia proceséw stochastycznych o warto$ciach w przestrzeniach Hil-
berts.

Przedtem jednak wprowadzimy catkowalne przestrzenie zmiennych lo-

sowych o wartosciach w przestrzeniach Hilberta.

Definicja 9: Przez LP(P,P;H), 1~ p < <> oznacza Ssie zbiér wszyst-

kich mierzalnydh w sensie Bochnera funkcji u($) « (F—H), gdzie H jest

orzestrzeniag Hilberta. dla ktérych

i norma w tej przestrzeni Jest okreé$lona nastepujaco:

P
p("Y/p
H

[U ! a4

( x
LP(r.P:H) v

My (3-4)

/
p

Szczegbélnym przypadkiem przestrzeni LP(T,P;H"’ jest przestrzen Hilberta

|[2(r,P;H) z iloczynem skalarnym:

Cu/flb- /< u,~>H P(dfl) (3.5)

t/(r.PiH) p

i norma

/I'( Uutyli* (3.6)

IM 1 20, oo
L(r,PH) p

Na podobnych zasadach mozna zdefiniowa¢ catkowalne przestrzenie procesow

stochastycznych o wartos$ciach w przestrzeni*ch Hilberta.

Oznaczmy # « LP(0,T;H).

Definicja 10:Przez LP(0,TiJ{), 1< p< < oznaczamy zbiérwszystkich
mierzalnych w sensie Bochnera funkcji u(t)e ([o,t]—C), dla ktérych
T P
Jllu(t)|] dt <c *> (3.7)
%
i norma
T P
iu, p (fllu(t)]  dt)1n
Lr (0,T;3l) Ne] *

W przypadku gdy p =2, przestrzen L?(0,T;9t) Jest przestrzenig Hilberta

z iloczynem skalarnym

* 1 <u/9> dt (3.8)
L (O, T;3) JQ %

i norme
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5.2. Procesy Stocha»tyczna Wjenare o war oS$ciach ti przestrzeniach Hjl-
bertc

Oprécz catkowalnych proceséw stochastycznych o warto$ciach w przes-
trzeniach Hilberta, waznag klase modeli zaktécen losowych stanowig procesy
stochastyczne Wienera o warto$ciach w przestrzeniach Hilberta ([3], [28]).
Sag to procesy stochastyczne ciggte, ale merdézniczkowalre w 6ensie kla-
sycznym we wsj:ys?kich punktach swojej trajektorii. Pochodne wzgledem cza-
su proceséw Wienera trzeba wiec traktowa¢ Jako pochodne w sensie uogél-
nionym ([3j, [10]). Te pochodne uogélnione stenowiag procesy stochastyczne
z>-sne “biatymi szumami'* i majg duze zastosowanie przy bedsniu wielu za-
gadnien techniki i fizyki. Obecnie zajmiemy sie blizej tymi procesami.

Definicja iii Niech E i F sa przestrzeniami Banacha. Operator
Q«E— F jest petnociggty, gdy odwzorowuje kazdy ograniczony zbi6r t w
zbiér zwarty F.

Niech E* bedzie przestrzenia sprzezony do £. Podklase operatorow pet-
noclaggiych stanowie operatory liniowe skonczenie wymiarowe, ktéore defi-

niuje sie nastepujaco:

m
A Qx = fi(x)yl (3.10)
XEE,y NEF fjEEA i-1

Wazng podklase operatoréw petnociggtych stanowig takze operatory jadrowe.

Definicje 12: Operator liniowy nazywamy jadrowym. Je$li daje sie on
przedstawi¢ w postaci:

w
Qx mX f1(x)yl (3.11)
xeE,y.sF,f . «n* 1,1

i»l

Definicje 13: Niech | °ij ortononaalna baza w o$rodkowej przestrze-

(0]

ni Hilberta E. Liczbe trQ » ~.1< o ,Qe,> nazywamy $ladem operatora o.
i«l 1

Definicja 14: Operator Q nazywa sie operatorem ze «$ladem. JeS$li

tr |[Q| < <
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Definicja 15: Operator Q nazywany operatorem Hilberta-Schmidta, ’'es$-
li trQ* Q< “ , gdzie Q* jest operatorem sprzezonym do i. cz\Il

£ <«*i.Qel > < ~

1-1

Definicja 16: Frzestrzen wszystkich operatoréw liniowych. ograniczo-
nych odwzorowujacych przestrzen unormowang E w druga F oznaczamy £(&, F).
Niech E jast osrodkowa przestrzenig Hilberta. Q(¢)€IT°(0 T ,E)) Jest

rodzing operator6w spetniajacych nastepujace warunki:

1. Q(t) Jest samosprzezony O i jadrowy prawie dla kazdego t
2. Funkcja trQ(t) 6 IT°(O.T), czyli t— trQ(t)6IT"(0.T>,

Zajmiemy sie obecnie procesami stochastycznymi w(t,~Af) o warto$ciach w
przestrzeni Hilberta E jako odwzorowaniami

[o.€] ~ mes [j\P:el (3.13)

Definicja 17: Procesem stochastycznym Wienera nazywamy rodzine zmien-

nych losowych < w(tl.f),0”> E. odzie e~ 6 E. soetniajaca nastepujace
warunki :

‘e A E[»(t,f)] m 0 (E oznacza ooeracje¢ usredniania)

2. Trajektorie sag silnie ciggte.

3. Przyrosty < wftj.tf) - w(t2,f), ex> 1< - w(td .<jlez2> s
zmiennymi losowymi normalnymi i niezaleznymi.

min(t, ,t_)
§< w(tb,e) ,el> <w(t2.y),e2> 1- J <Q(0Oal.e2 > dZ

Tak zdefiniowany proces Wienera Jest elementem przestrzeni C([0,T];L (r.p>
E)). Jego pochodna wzgledem czasu, czyli "biaty szum™ Jest dystrybucja lo-

sowg ([3]) o wartos$ciach w przestrzeni Hilberta E:

3T w(t,y)e 5&'([o.t] ; L2(r.P:E);

3.3. Catki stochastyczne jako procesy o warto$ciach w przestrzeniach
Hilberta

Catkowanie réwnan rézniczkowych czgstkowych opisujacych uktady dyna-
miczne o statych roztozonych, w ktérych wystepuja procesy stochastyczne o
charakterze “biatych szuméw"™ wigzaq sie z konieczno$cia wprowadzenia poje-
cia catek stochastycznych o wartos$ciach w przestrzeniach Hilberta.
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Definicja 18: Niech H i € se o$rodkowymi przestrzeniami Hilberta,
a w(t,1) procesem stochastycznym Wienera o warto$ciach *» E. Wprowadzimy
liniowy operator B(-) e L’((0.TI;&E.H)). Niech istnieje skonczone rozbi-
cie 0 » <tnA~T odcinka [O.I], odzie wszystkie punkty
t.. 0 o« 1,2 . s m+1l se punktami ciggtosci funkcji B(t).
Catke stochastyczny ~ o wartos$ciach iv przestrzeni Hilberta H de-

finiujemy jako granice $redniokwadrarowych sum:

H
£E(t,fl) = lim B(ti Uw( . (3.14)
maxAt--C
1
gdzie:
Att " *1+1-*1* N Gl B A Sl R

FLIN Flanlel

Przy zadanym czasie t

*,n Z  9(ri)aw(ti

maxAt— 0 i,rl

oznacza , Ze

m *1*1
2

E< glf_\'lo« Ts-t g [ BEtY) - B(r)ldw(t ¢ » - 0

A
maxAtT-0 1-
i 1

Podamy obecnie przyktady konkretnych catek stochastye7nvch o wartoséciach
w przestrzeniach Hilberta.
Niech w(t,n) bedzie procesem Wienera o warto$ciach w R. przy czym
q(x1,x2.t)
q(*1.x2,t) + g(x£.x1,t)

Zatézmy, ze prawie dla kazdego t

J5 gq(x,x.t)dx < ¢ oo
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i funkcja

t— J* g(x,x,tldx « |T°(0,T)
a

Zgodnie z teorie Aronsza jn-Bergmana ([l4j)

q(x1,x2,t) hnA*1,t~ hn()2 "t~

prawie dis kazdego Ki ‘*2 x hr/x~ prawie dla kazdego t stano-
wie baze ortonormalne w L2(il). Sted

S q(x,x,t)dx = An(t) » trQ(t)
a n=I
i operator Q(t) Jest zgodnie z hipoteze Jedrowy, a funkcja

t ——— trQ(t) € L~(0,T)

Rozwazmy obecnie proces wienera (pole losowe) w(x.t,g-) o warto$ciach w
przestrzeni L2 (il) z operatorem kowariancji 0(t). Wtedy

E(/w (x.t1,?2)h1(x)dx)(/ w(x,t2.~)h2(x)dx) =*

mln(ti.t2)
J dl f | g(xj ,x2,2)h(x2ih(x1)dx1ldx2
R4
Sted
minftj.tg)
gJw(xl.t1,Mw(x2,t2,f)1 = J g(x1.x2.r)df
* n
Niech
ft(x.t)€ L~((o,t) xa).
wtedy

B(t)h =6(x,t)h(x)
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Wprowadzimy catke stochostyczn? o warto$sciach w L”*(a X . n
Wprowadzajgc formalnie proces *J(x,t,"-) -& w(x,t,"-),
Ejg( , 11,f)%i(x2.12 B (X", x2,tMN<Tq(tj-t2
gdzie SD - delta funkcja Diraca.
Przyjmiemy
t t
f. = R. H =1 (fi), Q(t) * 1, (i operator identycznosci) r<5(x.e)" w(x,0,f)de -3 6(x,®)<}(x,0,%)d®
O 0
Pojecie catki stochastycznej o warto$ciach w przestrzeni
B(«}6 L°(C,T); (R,L2(a)) . na przypadek, gdy operator 8(*) Jest losowy.
gozie

Catka stochastyczna o wartoéciach w przestrzeni Hilherta H ma wtedy pos-

tac :

t
A(a.t.f) » I 6(x,i)dn% .f)
0

Niech obecnie E » H = L2(fi), a operator Q(t) zdefiniowany Jest naste-
pujgco:
Q(t)h X2, t)h(x_)dx?
a

t
Proces flB(t)dn(~,~f) Jest procesem Wienera o warto$ciach L~Ca"

0

B(t)Q(t)B*(t) - 6(x1,t)d>q(x1.x2,t)6(x2,t)h(x2)dx2
&

Sted

fi *2

EQ 6(x1.t)E- »(x1.t,f)d ) . (JiS(*2.0) r *(.tr.y)dt) -
(6]

minftj.tg)

J

6(x1,?")q(x1,x2,f)<s(x2,t)dr

)

mozna

otrzymamy

rozszerzy¢



4. OPTYMALNE FILTROWANIE ZAKEOCEN LOSOWYCH O CHARAKTERZE "BIALYCH SZUMOW
Vv

4.1. Sformutowanie problemu

Drgania duzej klasy uktadéow dynamicznych o statych roztozonych sy opi-
sane, Jak to pokazano w paragrafie 2.1, przez rjéwnania rézniczkowe czagst-

kowe o poatacl:

u(x.t) o+ U(x.t) & Lu(x,t) - f(x,t,x). Xen cr- (4.1)
t 6 RY

wraz z warunkami brzegowymi:

4.2
Oﬁm-l Bu ( )

og

i poczatkowymi

u(x,0) < W) N ou(x,0) = Uj. (4.3)

gdzie f(x,t,~-) stanowi czasowo-przeetrzenne pole losowe generowane przez
przestrzen probabilistyczny (T.3-.P).

Poniewaz na ogdét aJ(x) « 2nao(x), wiec réwnanie (4.1) mozna przeksztat-
ci¢ do postaci:

2
u(x,t) + 2n u(x ,t) + Lu(x,t) » f(x,t,n), (4.4)

gdzie:

Wymuszajace pole losowe f(x,t,$0 jest $cidle zwiazane z procesami sto-
chastycznymi Wienera o warto$ciach w przestrzeniach Hilberta (hilbertow-
skimi) i wyraza sie za pomocy catki stochastycznej
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FOGE*0) + ib(*.t) (4.5)

TH(x.t.%$) -J $ (x ,O)dw(T,fl-) , (4.6)

gdzie w(t,f) jest procesem Wienera o warto$ciach w przestrzeni Hilberta
K « R, i H - L2 (fl)

# 6 L2((0,T) ; <£(K;H))
$ Jest ?t - mierzalnym dla kazdego t 6 (o0,T).

Roéwnanie (4.4) za pomocy metody dekompozycji mozne zredukowa¢ do uktadu

réwnan:
u(x,t) myl(x,t)

Bt yl(x,t) - y2(x,t) (4.7)

y2(x,t) - -Lyj(x,t) - 2ny2(x,t) + f(x,t, )

ktéry mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

Ay (x,t) ««l?y(X,t) ¢ g(X,t,N-), (4.8)
gdzie
y1l(x,t) 0 1 0
y(x,t) - CE() - g(x.t,fl) -
y2(x,t) —Lt—)\ -2n f(x,t, f)

W pracach R. Curtain i P. Falba ([5], [6]), a takze A. Bensoussane ([3
badano zagadnienie istnienia i jednoznacznos$ci rozwiyzan tego typu réw-
nan, przy pewnych zatozeniach natozonych na prawy strone i operator<gf£(e).
Najbardziej og6lne rezultaty uzyskano dla przypadku, gdy pilawa strona roéow-
nania jeet procesem o charakterze “bietego szumu"™ zedanym przez pochodny
catki stochaetycznej o warto$ciach w przestrzeniach Hilberta. Zacytujemy
obecnie to twierdzenie za A. Bensoussaner ([3J) pomljejyc dowéd:

TWIERDZENIE 1 ([3])

Niech VvV i H ay o$rodkowymi przestrzeniami Banacha 1 Hilberta i
V¢ H, niech V bedzie gesta w H i witozenie V w H bedzie clygte oraz
#-L 2(r,P*H) i L2 (r,P:V).



- 30 -
Zaktadajac, ze przestrzen H pokrywa sie ze swoim sprzezeniem H* mamy,
za

Vec Hc V* (4.91

Tc gecr* (a.10)

gdzie V* Jest przestrzenie sprzezony z V s T*sprzezona z T. Niech ro-
dzina liniowych, ciagtych operatoréw L V—V* spetnia warunek:

A<Lu,u>>0f |uf. 0*>0 (4.11)
u«V

i stad
A <LCy.y> > < liyil2. op, >0 4.12)
ye V*H

a p>(x,t,<f) Jest polem losowym interpretowanym Jako proces stochastyczny

o warto$ciach w przestrzeni Hilberta H - 1?2 (si) i M(x,t,<y)c C([o,t] ;3t).
wtedy istnieje jednoznaczne rozwigezanie réwnania (4.1) i y e C([o,t) ;
T*) n 1f°(0,Tjdt) n L2(o,T;T). Wybdr przestrzeni Banacha V i Hjest uza-
lezniony od postaci operatora L i typu warunkéw brzegowych.

Zatézmy dla uproszczenia, ze jedynym wymuszeniem dziatajagcym na uktad sa
zaktécenia losowe, tak ze w przypadku braku zaktécen, rozwigzaniem do-
ktadnym réwnanie (4.1)moze by¢ rozwiezaniezerowe. Niechobserwacja drgan
zachodzi w calym obszarzeSl w obecnos$ci zaktdcen losowych (x,t ,ft) o
charakterze "biatych szumoéw” $ciéle zwigzanych z procesami Wienera o war-
tosciach w przestrzeniach Hilberta. Pola losowe i7(x,t,") wyrazaja sie

przez catki stochastyczne:

t
= J'<n(x,t)ydw(tf,A) . (4.13)
o

gdzie w(t,“p) jest procesem Wienera o warto$ciach w Drzestrzeni Hilberta
K @«R, H=12(a), a

e 12((0,T) £(k,H)).

d) jest 3t mierzalne dla kazdego t € (0,T).
Stad

z(x,t) = u(x,t) + (4. 14)
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lub zapisujac w postaci rézniczkowej

dz(x.t) =mu(x,t)dt ¢ i?(x,t,y)

Wprowadzajac macierze

J'z(x,t) " o

*(x.t) . i -
L e _ 00

N(x.t,y)

sU.t.-yl «

0

rownanie dla obserwacji zmiennej stanu mozna zapisa¢ w postaci

dIXxt) =|fy(x,t)dt

4.2. Model optymalnego filtru

Zaaadnienie optymalnego filtrowanie

+ ds(x,

t.<y).

zaktécen losowych w sensie Kelma-

na sprowadza¢ sie¢ bedzie do sformutowania odpowiednich rcwnan filtru, ktoé-

rych rozwigzanie w optymalnym stopniu bedzie

réwnan stanu (4.1), (4.4). Rozwigzanie tego problemu

postaci nastepujgcego twierdzenie:

TWIERDZENIE 2

Optymalne oszacowanie (estymacja) u(x,t)
zania réwnania drgan (4.1” lub (4.4) uktadéw dynamicznych o statych roz-

tozonych wraz z warunkami brzegowymi (4.2) i

w przypadku gdy niezalezne pola losowe

zwigzane z procesami Wienara o warto$ciach w przestrzeniach Hilberta

nasteoujacymi relacjami:

f(x.t.fr) = [h(x.t .$) » 1*)(*
T>(x.t.<y-) m (x,t)dw(t .f)
(0]

X€ a c Rn. te [c,tJ C r*
tworzg dwuwymiarowe pole losowe jf(x
sowskim.

E[f(x.t.~)] » O, E~(x,t.7-)J = 0O,

rekonstruowaé¢ rozwigzanie

sformutowaé mozire w

» yj(x,t! dotyczace rozwig-

warunkami ooczatkowyir.i (4.3),

f(x.t,«y) i (x,t , ktére sa
w(t,$)

-/ % (x.t)dw (t.
(4.15°"

Sty

E[f (x .t

J

tj(x,t.~1 o rozktadzie gau

>

y(x,t 43 =0 (4.16
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E[f(x,t,~)f(J .tf.fl-)] » q(x,$,t)«5D(t-tf) , qg(x,~,t) mqg(J,x,t) (4.17)
r(x= r(x-8-t) - r($.x.t) (4.18)
<D - delta funkcja Diraca,
przy czyn obserwacja rozwigzanie rdéwnania drgan (4.1) w obecnos$ci zakt6-
cen losowych na miejsce w catym obszarze Sl , tj.
dz(x,t) » u(x,t)dt + d~(x,t,y) X* Sic Rn, te [0.TJ ¢ R* (4.19)
Jest opisywane przez réwnania filtru Kalmana o postaci:
*JJ
S? - V2 (x.*) r(3 SIf S) [w zA2'*~ © ~A1A~A2t7] d$1d32
aa ai iz L J
Ny 2(*.t) * -Lyl(x,t) - 2n"2(x,t) + (4.20)
wraz z warunkami poczgtkowymi i brzegowymi:
yl(x.0) - 910. y2(x,0) - y2Q X« a ¢ Rn (4.21)
- by (x,t) “0 /0 By (x,1) (4.22)
0<Jsm_1 371 0o0. O«jsm-1 3
Nieznane operatory wzmocnienia Pl11(x,",t) i p21( x ,t), pojawiajace sieg

w réownaniach filtru Kalmana, se wyznaczane z nastepujacego

niowych réwnan réznlczkowo-catkowych typu Rlccati:
$ o 2p21(X.5.,) . /1 -Fi-(-% ;)1»;)-St-,)dildtt
aa ~Nio R

[f p2l(x*1-~ - P22(x'Vt) - “K,5PIl1(«~t) - 2nP21(x,~,t) -

fr pn<x-$i-0 pa (572*+) ..

uktadu nieli-

4.23)
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LAP21(xX,5 ,t) - 4nP22(x.£,t) -

et PZZ(X,",I) » -Lxp21l(x ,t) -

PT p2i(x>5i"t) dy q(xi,t)

' “4.23)
U 2+
wraz z warunkami poczatkowymi i brzegowymi:
P11(x,”,0) « P, (x.$.0) =P (x,,0) (4.24)
8 P (x.$,1)] O A bp (x.J].1)] *0
0<j«m-I 3 11 10a 0<j<m-I J loa
(4.25)
- A . BjP22(x,If ,t)
0<j«m-l na
przy czym
A PILOGA) - P, A “Pin].ALL)
i,d«1,2 1 ij«l.2 1
«(4.26)
ij*1,2
Dowod
Rownanie drgan (4.1) uktadéw o statych roztozonych przeksztatcimy me-

tode dekompozycji do uktadu réwnan z oierwaze pochodna wzgledem czasu.

Uktad ten przyjmie posta¢ (4.8).
Poniewaz pola losowe g(x,t) i B(x,t/ maje teczny rozktad gaussowski,
wiec estymata y(x,t) posiada nastepujacy reorszentacje linlowe (Qis].
[16]).

* > . ff K(x, M, t,-«)"-0"(J.<)dJdt

oa

Sted rownanie filtru bedzie miato postac:

~oy(xat) «Ey(xot) +ip(x )N tf(x,t) (4.27)
gdzie y(x.t) jest estymate, czyli oszacowaniem y(x,t).
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Niech fi (x,t) * y(x,t) - y(x,t) jest tzw bteaem filtrowanie.

S[E-fly(x .t) +$E(*.t) + g(x,t) - (x,t)~+~(x.t) (4.28)
Stad poniewaz warunkowe warto$ci oczekiwane przy zadanej przestrzeni ob-
serwacji  V(x,t)
E[JE(x,t )] V(x,t )1 =0,
e[~ tC(x,t) V(x,tJ =0 (4.29)
viec
[<E-?7-e»(x.t)1?2] Efy(*.t)|v(x,t)] = O (4.30)
W rezultacie
2(e) H £(m) -f(x.t)W-) (4.31)
Noy(xet) *[<E-p(x, ) (?Jy(X.t) * p(x.t)-IL s(x,t) (4.32)
Wprowadzimy teraz pojecie macierzy kowariancji btedu filtrowania, ktére
oznaczymy ;P(x,J,t).
(x,~.1) =e[6(x,t)E* ($.1)] (4.33)

- oznacza transpozycje macierz/.

Oest ona elementem tzw. przestrzeni operatoréw HiIberta-SchmidtaCP-(h,H).
ktéra stanowi zbidér ooeratoréw Hilberta-Schnidta P odwzorowujacych os$rod-

kowy przestrzen Hilberts H—H z iloczynem skalarnym.

0 -Q>3f = £I< 3>en-Qe0> H
n=

gdzie | 8n]| oftonormalna baza w H i norme
2

*i2-2 K
% "H

(patrz paragraf 3.2).
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Wyprowadzimy obecnie réwnanie rézniczkowe, ktérego rozwigzanie stano-
wi¢ bedzie macierz kowariancji btedu filtrowania.

Z rown8n (4.28) i (4.31) otrzymujemy, ze:

JFfE(x.t) - ~-p(x,t)Sjt(x,t) & g(x,t) -tp(x,t)"- s(x,t) (4.34)
Ar(x.J.t) - E[e(«.t)e*(J.)] - HiL6(x.t)6%(|.t)J

‘E[G(x,t)’\fe*(| ,t)J (4.35)
Sted

cmy>(x, M) H{<? -y)(xa)gli>(x, Nt P (x, N )M )C I+

+ E[g(x,t)f *(J ,t)J + elc(x,t)g*(J ,t)j -

S2(*.0e[ N s(x.t)eX(Mt)d - Ee(x.t)A- . *(J,t)]e»*(J,1)

(4.36)

Rozwiezanla réwnania (4.34) przy niezerowych warunkach poczatkowych na

postac:
6 (x,t) »/ S(x.$.0) y(0.£)d$ +
A
t t
+ ff§(*  «* -J A)p(8 -t)ds(| .1)
oa oa
gdzie - Jest funkcje Grsene uktadu réwnan
t
Ele(x.t)g*(5.t)] -3/3(x,J1,t.<)E[S(j't.<)g*(5>t)]dtdJ1 -
oa

- 11$<*-Bi**<<V<SBi-*>E[# - «\ Q(x<3>¥) (4.37)
oa
Po analogicznych przeksztatceniach otrzynujeny:
e[«(*.0 £ S*(£.1)] - Ip(x,t) R(X,E1) (4.38)
Ejg(x,t)6* (8 ,t)J - j Q(x.J ,t) (4.39)



s(x.t)e*(8.t)J - ™ R(x.£,tty*(£ ,t) (4.40)
Rownanie (4.36) przyjmie wtedy postac:

S[* -2 (*. t)«]a*(x.$,t) #3>(x,J,t)[x,-?2V (~,t]t
+ Q(x,li,t) -<p(x,t) R(x,E.,t)p *(£,0 (4.41)

Potraktujemy teraz to zagadnienie Jako problem optymalnego sterowania. Do-
bierzemy mianowicie funkcje @ (x,t) uznana za sterowanie w ten sposoéb,
aby zminimalizowata funkcjonat ([I13j, [26], [27], [36]).

B[£] = e /| 6 (x.t)] 2dx (4.42)
a

Oezeli zatozymy, ze macierz kowariancji P (x,|,t) reprezentuje stan ukta-
du, a <p(x,t) jest sterowaniem optymalnym uktedu, to zagadnienie zosta-
nie sprowadzone do problemu optymalnego’ sterowaniadeterministycznego. W
celu rozwigzania tego zagadnienia wykorzystamy nastepujgcy lemat, bedacy
analogie zasady maksimum Pontriagina w stosunku do uktadéw dynamicznych
opisanych réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Dow6d tego lematu mozna
przeprowadzi¢ metodami przedstawionymi w pracy ([26]).

Lemat 1 ([26]) (zasada maksimum)
Niech dana jest rodzina form dwulinlowych ciegtych na przestrzeni (ope-
ratoréw Hilberta-Schmidta w tym przypadku)

t—€AjO‘TJJ»(t), W(t) a(P,W) =<>Cp(t), W(t)>, 3CP (t)e 73*

gdzie 3CP(t)s - (DEjj> (1) 3> (1) (M*- £*p/t)]

Niech spetnione se nastepujece warunki:

(jo funkcja t— a(j»,W) jest mierzalna na o,t
w  ?2.*e Y L !]
la(y,W) | <cl|j»|| HIwW| c> 0 (4.43)
T
(J) Istnieje raka liczba X . ze ,
A A aixin +nlipliz > |(p|P o > O (4.44)
Pe Tte [o,t] * y

gdzie
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1 zadany jest funkcjonat stanu:

Ljy>(x,t)d » & ] fo(x,t)] 2dx = E< £ (t) . £ (t)>H m trjKt) (4.45)
K|

tatwo ookazaé¢, ze operator £ w réwnaniu (4.8) spetnia warunki (T)i(0 ,
a sted warunki te spetnia takze operator 3C. Zatéimy, ze t e [o,t] ¢ R+,
przy czym czas T jest ustalony, a koniec trajektorii swobodny.
Wprowadzimy tzw. funkcje Hamiltona

X * tr {~ (t)31t,} - trjs™ JI>(t)$ *(t)J -
- trjl«Ey>(D#] p (t)p (L) + pr(t)| o
rig(t) J*tt)j - trj tp (1) R(t) <p*(t) *(t)™ (4.46)
gdzie

>®<i> + | JHX.T Dij>(")dr  <pe3d)(o)
Q

J>(x,N .t) Jest jadrem operatora J(t) a X (t) jest pewng pomocnicza
zmienng stanu, zwang zmienng sprzezonag do zmiennej J(t).
Warunki konieczne i wystarczajgce istnienie optymalnego sterowenif (t)

sg nastepujgce:

cita 15 (4-47)
czyli

af >0 - -t > - £ tem te R 95

2.

czyli

H(: 2<*> - o[# - cVA°] A () -2 (* {«-?Kt)e]

3, =Jd)(DEp(t) R*(t) -J»*(t) A*J+  t5»(t> R(t) - jp()E*] =0  (4.49)

czyli sterowanie optymalne osigga pewng warto$¢ optymalng $>(t) =""(x.t).
ktére minimalizuje funkcje Haniltona :

* [$>(») I>(t) , p(t)] = inf 3EAt) . I>(1) . P (1)] (4.50)
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Biorec pod uwage, ze

2*(OIp(HR() - I>(ME*] -0 (4.51)
ey

y» (X, t)R(x,J,t) -V*P(x.$.t) =0 (4.52)

Wdalszych naszych rozwazeniach wykorzystamy wtasnos$ci inwersji opera-
tora R(x.J,t). a mianowicie

[ REAHR-1(M1,0)d] - 1A, (x-K) (4.53)

gdzie | Jest macierze Jednostkowy.
Mnozgc prawostronnie relacje (4.52) przez R"1(*.71.t) catkujac  po
N ‘otrzymamy:
I<P(*. t)R(X,M.t)R-1(~.A1,t)dN -/j»(x.5.t) R1r.~.t)d . (4.54)
lub
p(x.t)dc(x-~1) - £J]_j>>(x.$.t)|? R"1(~. A1 .t)dn (4.55)

Mnozac prawostronnie powyzsze wyrazenie przez £ J>(x,’\,t) 1 catkujac po
J i "j, otrzymemy:

p(x.t)ygj<x~.t) ./ /[ y@J.t)ej»e52.S1.t)rfOfl;-j1)tfo(x4p4dj
a sl

ca (4.56)
Ale
I>(x,M.t)ie*R-1(f.jt .t)«3722.j1.t)«8dx1 =
(4.57)
Wrezultacie
p(x,t)«jXx.J,t) -q/g{ (x.11.t)*V 1~ 1~ 2.1)83<]5.S2.t) «e1«(j2 (4.58)
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Analogiczny droge mozna otrzymac , ze:

Aii
Wykorzystujagc wzory (4.53) i (4.55), otrzvmamy:

p(X,t)R(x,J,t)p*(~,t) »

. aaI\/I «Sl-, SVS1'*)DE-JW0§-il« D <il-353713 m

3-'S')«*R 1M 3 -)R(X'TI "R 1M 27 1't)«I2'51'0dH  d'S -

MU U

-//M 'S 3-tA A~ 0(x"3)R-1(52.5't)«"2.3i’'t)d”~dS3 .

fil f1

> Mt RL(MBHLt)e i M20t)dH K

m//j>(x.J1.1)P,R-1(A A 2. 1)~ .J 2.1)d151dI2 (4.60)

Podstawlajec relacje (4.58), (4.59) i (4.60) do rdwnania (4.41) otrzy-
mujemy nieliniowe réwnanie rézniczkowo-catkowe z nieliniowo$ci? typu Ric-

catl o postaci:
Q(x.J.t#

AY> (*LjLt) cIfK?2(».%.«) *I»(x.S.t\A»

Oznaczmy

1(x,t) z(x.t) - ~(x,t)

Mnozac prawoatronnie wyrazenie (4.55) przez 1 catkujac P° Jj*

otrzymamy:

p(x ,t)H x .t)
aa
- (>'"MLt)i2vo (M52 .t)1(M2,t)dNAd (4.62)
aa



Rys.

1.

zalctrfcenia

losowe
obserwacji
Sterowanie
(@) filtrem

o

Schemat blokowy klasycznego filtru Kalmana
nych o statych roztozonych opisanych uktadem

JI1?2(xekt) £ -R (fi,"JAKOd dy— ® — j-
o (x gkt) ( ¥C+)| J™(Odt

dla uktadéw dynamicz-
réwnan (4.8)
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Wrszultacie na podstawie (4.32) i (4.62) réwnanie filtru przyjmuje osta-

teczna postac:

£2<x.1) d$2
AA

(4.63)

Réwnanie Riccati (4.61) 1 réwnanie filtru (4.62) wystepujagce w postaci

nacierzowej, mozna rozpisa¢ w postaci uktadéw roéwnan i wtedy wystepie one
w postaci (4.20), (4.23).

Réwnania opisujace optymalny filtr Kalnana dla uktadéw dynamicznych o sta-

tych roztozonych zmienie nieco swoje posta¢. Jed$li obserwowana bedzie nie
zmienna stanu, ale Jej pochodna wzgledem czasu, czyli
vi z(x't) u(x-t) +$xvu -'- (4.64)
lub w postaci rézniczkowej
dz(x,t) * du(x,t) + d~(x.t,y) (4.65)
Réwnania opisujace proces optymalnego filtrowanie zaktécen drgan takich
uktadéw se nastepujace:
1. Ro6wnania filtru:
jL~MU t) - y2(x.t) & //
a s L
JL y2(x,t) - -LA~AU.t) - 2ny2(x,t) (4.66)
wraz z warunkami poczatkowymi i brzegowymi:
?j(x.0) - ?2(x,0) -0 (4.67)
A B 2 (x.t)] - o, . B e2(x,t) (4.68)
Osa<i»-l 31 IDa CKJni-l
2. Nieliniowe rdéwnania r6znlczkowo-catkowe typu Riccati, z ktérych wy-

znacza sie nieznane operatory wzmocnienia P21(*/5'*) 1
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-+ 0 “nGgw _ A * .
& Pilxenees = 2p2inx R Sis 0102 4 A
ot P21(X-~t1 3 P22 Ax AL Lx - 2nP21(x,”,t)

~f=f P21(x dv _dy

T2 e s

N P22 AN LXP2 (X #IN " LAP2I(XN TN 7 4nP22(X3 1

C P P22AX™™ -t >P22('$-32't) .Y nv q(x.!5.t)
rh |- «sn*™ +~ ¢t r
wraz z warunkami poczatkowymi i brzegowymi:
P1I(x.”,0) « p2I(x'~'01 ' P22(x’3-0) =0 (4.70)

°£y‘<m-' B}PH(XI}“)’SA o o's69<m-| BIPZ1 (x5"-1) 3ik

o
OsAy«m-I M}JS- DU

4.3. Wyznaczanie estymaty drgan uktadéw o statych roztozonych

(4.71)

Przejdziemy obecnie do rozwigzania sformutowanych zagadnien granicz-
nych opisujacych optymalny filtr Kalmana, dla przypadku drgan uktadéw dy-
namicznych o statych roztozonych. W tym rozdziale rozwazania ograniczymy
do wyznaczenia estymaty drgan, przy filtrowaniu zaktdécen losowych o cha-
rakterze "biatych szuméw™, przy zatozeniu stacjonarnos$ci rozwigzan nieli-
niowych réwnan rézniczkowo-catkowych tyciu Riccati. Zatozenie takie jest
stuszne dla przypadku bardzo duzych czaséw, czyli gdy t— . Roéwnania
rézniczkowo-catkowe Riccati (4.61) przyjma wtedy postac:
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ere M FERICSSIRIMe

T2 — aJA '

P22 ~x 7O LX/EPLIIAXSIP 7 2nPHI(*-jf'

(4.72)
i — Frir:5?— *mSz '
- IxP21 (X * LAP2I(XN * 4npP22AX "
f FPR21(X A1'P2 1 A Ly g<x.t)
i N tw I T *°
przy warunkach brzegowych:
"A“J«m—l Bjkpﬁ_'l.(x_f AT (f2g<m—l B'9>p%j_(x_.],\ 38
(4.73)

ijkm—l Mx'ﬁ\

Problem rozwiezemy stosujac metode Ritza-Gaterklna ([12] , [30] ). Wtym ce-

lu rozwigzania przedstawimy w postaci nastepujacych kombinacji liniowych:
RIXA <X v\
»el
P21(x‘5) * X bmvm(,0V mC§* (4.74)
m»l

P22 (x'$> £ L V.<*>\(3P
(x'$ m £ Cv (.

|
gdzie Jako funkcja v, (*) Drzyjmiemy funkcje wtasne rozpatrywanego zagad-
nienia granicznego, opisujacego drgania uktadéw o statych roztozonych. Me-
tode konstruowania funkcji wtasnych dla zagadnien granicznych dynamiki
ptyt o dowolnym ksztatcie, oparte na teorii tzw. R-funkcJi ([31]). oodano
w pracy ([44]).

Nieznane wspétczynniki ja 1. jbml 1 Jel mozne wyznaczy¢ jako rozwigza-
nia uktadow rownan: ' 1 J 1)
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Nieznane furkcje *) i dm(t) beda wyznaczane

ktaaéw roéwnan rézniczkowych zwyczajnych;

CorOnfgq - 2Ns, - 3Ga b, =0 “4.75)
dT 9m(t) - dm(t) - anKm 37 zm(t) + am\9,(t' - 0
* 2S,bm - 4ncm *“m*0
gdzie dT dm(t) + £ mOQm(t) * 2ndm{° " b,A HT zm(° bW m
gm(o) = dm(o) -0
na ° 00
adzie
iU - ow - 2t~ *S 7' X M Adx
a,
Rozwigzanie tych réwnan ma postacd:
| <we” w/fo.-<S>*<J><4 (4.76)
Uktady réwnan (4.75) mozna rozwigza¢ metodami analitycznymi. Wspoétczyn- 3m(V! *Amf e " Zm™ d*
niki | am| wtedy rzeczywistymi, dodatnimi, najmniejszymi rozwigzanla- 0
mi réwnan algebraicznych:
~ 9.
gm- 4n(S”2n).m -2< B - **m8m’ 0 4'77) SinEm(t-~dt zm(*>d*
Wspotczynniki | bnd 1 {C*} nm°9e by(™ Pr*Y tym wyznaczone wg formut: ) (t )
_n_ -* <
dm(t) * An/ cosEm(t-?)ffr zm(* )dt:
bm * ?2Xm8m <4-78>
2 > -n (t-t)
£2+2 . 4.79 .
( map e, w ( ) 8mJ eine.tt-Oge
0
Stosujac metode Ritza-Gslerkina rozwigzania réwnan filtru, mozna przed- gdzie
stawi¢ w postaci nastepujacych kombinacji liniowych:
am " Am- * brsem
X 3m(t)V m(x)
m«l llm * l_ (% +2ll|
(4.80)
22(x,t) . dm(t)V)n(x) Cm*5 A 2xA4nqym) - (<V2n)2'
««l
przy czym

4(Srpitd2rrm~> (<V 2n)2

z nesteoujecych wu-

(4.81)

(4.82)

'4.83)

(4.80
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2bg - Lgbg =0
m 4nf * " (Bftp™*r0 2

m - U>Fd3m- 2nbm— gﬁnbm:m« (¢] (4.87)

3 = 2{gy(2A<GgnbVy - . .

RALL i N T -2wphy - 4ncy-3C ¢t g =0
o 2f2fintm % [2(n-rn} - <] h % (2n-n-)VI} 2 rownaf (4.87) wynika, ze * 0. wice P._>Mxlp ®0. VI rezultacie o-
anf + (E\"/Poe*+2n’\ trzymamy :
cq EOgpm = O (4.88)
Stad

- 4.89
W orzyoadku Je$li zmienne obserwowane Jest nie zmienna stanu (dregjania) 8m * «t ( )

alft iej oochodna wzgledem czasu, to réwnania rézniczkowo-cetkowe Riccati

dla przypadku stacjonarnego (t—«=) Drzyjma postac: Wspoétczynniki cm mozna tatwo wyznaczyé Jako rozwigzanie uktadu rownan:

% <me5' -/ / A .0 - 4ncfn - D%c% + 0, « (e} (4.90)
aa 01 >52

P22(x~> - Lx_ PLJ(x.j") - 2nPlI(x.J) - Rozwigzania te m8ja Dostac:

-2n i V4n2 e Xmgm

(4.91)
1 — 30m
by¢é dodatnie, wigc :
- CKP2L(xi ) ' ™ P21(x']) - 4nP22(x-">"
-2n ¢ V4n2 t X.
irYm (4.92)
X *
aa NITTP 5152
przy warunkach brzegowych:
-2n ¢ V4n2 *
« w02 (4.93)
aiPll(x-3' BiP21(x'S
$m 0 A
3it (4.86)

1 na zerowanie sig¢ operetora p21(x.£) przyj-
0'3‘3<m-| V. 22(x .
me postac:

Zastosowanie metody Rirze-Galerkina do rozwigzania uktadu réwnan (4.85)
prowadzi do nasteoujecych uktadéw réwnan algebraicznych:
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) @/ . fo @ . o/
Yo(x,tA = "LxYI'™ t m 2ny2(x,t) +
(4.941
-W "1)‘SA
wraz z wsrunktni pcczet kowy*.i i brzegowymi:

y1(x.0; - y2(x,0) =0 (4.95)

A 8 , = 0. B.V,(X,t
odsai-l "1 okjem~1 %3 XD s

oa

Witad tych réwnan . ) .
mozna orzedstawic w postaci iedn ) . S
wo-catkowego : epo réwnanie rézniczko-

~-rr u(x,t) + 2n u(x,t) + LX(x,tl -

Ot

-fEAITI2 [Hi §(S2-*) - tit -0 (4.97)

wraz z warunkami coczatkotwyni i brzegowymi:
u(x,0 = u(x,0) =0
(x.0 =, u(x.0) 406,
B C(x.t} -
okgs=m-0 B3¢ ¢ 0 (4.99)

drzv czym

u(x,t! = yl(x,t)

Stosujac metode Ritza-Galerkina rozwiezanie réwnania filtru mozne przed-
stawi¢ w postaci kombinacji liniowej:

u(x.t) =N
m=1

a itV (x) (4.100)
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Nieznane funkcje Pm(*) wyznaczone bede z nastepujacego uktadu rownan

ré6zniczkowych zwyczajnych:

ae Imft' + 2n 3T 9M(t) tW mO»(t) - cm\ dr[2m(t5 - 9m(tl] " 0 (4101"

wraz z warunkami ooczetkowymi :
9m(°> " 37 9.(0) =0 (4'102)

Rozwiezanie powyzszego uktadu réwnan mozna orzedstawic w postaci:

__J> -n (t-t) sino (t-1)
% {t) e i -mmee Vo, 3?7 2. (f)df (4.103)
0

m

gdzie

"mMman +8%*. e

Uzyskane, przy zatozeniu stacjonarno$ci rozwiezan nieliniowych réwnan roéz-
niczkowo-cetkowych Riccati, wyniki (w obu rozpatrywanych przypadkach ob-
serwacji) pozwolity zauwazy¢, ze sterowanie rownaniem filtru, ktére re-
prezentuje operatory wzmocnienia filtru Pik(x ) zwiezane z bitedem fil-
trowania, pojawiaje sie nie tylko w cztonach reprezentujecych wymuszenie,
ale takze w cztonach reprezentujecych ttumienie (patrz réwnania (4.83-
4.84) i (4.101). Rozwigzanie problemu przy matych czasach t. kiedy w u-
ktadzie wystepuje drgania niestacjonarne, wymaga uwzglednienia niestacjo-
narnoéci operatoréw wzmocnienia Pik(x ™, t), czyli rozwiezania niestacjo-
narnych réwnan réznlczkowo-catkowych Riccati. Rozwiezanie to mozne uzys-
ka¢ tylko za pomoce metod numerycznych ([22], [30]) Zaktadajec jednak,
ze intensywnos$¢ zaktécen obserwacji Jest znacznie wieksza od intensywnos-
ci zaktécen wymuszajecych drgania, do rozwiezania mozna zastosowac¢ ([9])
metode perturbacji. Rozwiezanie uzyskane te netode ma zemkniete posta¢ a-
nalityczne, wygodne do analizy Jakos$ciowej i nie wymega pracochtonnych ob-
liczen numerycznych. Poniewaz intensywno$¢ zaktécen obserwacji jest duza
w stosunku dc wymuszenia, wiec wprowadzajec oaty parametr £ otrzymamy.ze:

*E r(x.$,t)6D(t-T) (4.104)
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Wprowadzenie matego parametru powoduje, Ze macierzowe nieliniowe rcw-

- ’ “ N
nanie rézniczkowo-catkowe typu Riccatl (4.61' orzyjmuje postac: PU (x-$'1) £ 8m(t)Vm(x)Vm

m»
&**.$_*) - *ig
P21(x.J.t) bm(t)V m(x)Vm(~) (4.108)
- U 105> m-t
A &
c, 1
£= £
P22(x *.t) . cm(t) VII(x)Vm(5)
m*|

Réwnanie to mozne rozwiaza¢ za pomoce metody perturbacji. W tym celu roz-

wigzanie mozno rozwine¢ w szereg wg matego parametru £ . . .
a ¢ g wo go p i biorec pod uwage, ze

J>(X,$,t) - PO(X.~,t) SEJN(X.A,t) ¢£232(x.~.t) & ... (4.106) )
a_ (t) » a°(t) + Ca”n(t) + 62a2(t) +
=] m m m
Podstawiajac relacje (4.106) w réwnanie (4.105) i pordéwnujac wyrazy przy
tych samych potegach parametru £ oraz ograniczajac sie¢ do dwu pierwszych bl t>* »(t) ¢ +e27(t) + . (4.109)
wyrazéw w tych rozwinieciach, otrzymamy ciea réwnan rekurencyjnych :
A oty - .(ﬁ(«) FBon(t) o+ E208(%) ¢
[fi>0(x.$.t) JJJ,(x.$.t) ¢ PO(«..J.t)jr** «(k.J.O
Nieznane funkcje a°(t), al(t),...,b2(t) .bA(t),.. .,co(t).c (t),... wyzna-
1f 21(x.~.t) -4f~(n.Jj.t) ») . E*-

czane bede z nastepujacych rekurencyjnych uktadéw réwnan rézniczkowych

zwyczajnych:

o (4.107) 37 e:<e> m»:<«>
NI>2(x,Mt) rfj>2(x.Mt) e P2(x.J.t)rf*-

a? SE<» WM«:<» -«;*i(<> - 2"-;<»
1T (X 3fL-*F)«,« " 1(J1N2.t>ifg(S.]52.t1)d+1d352 - (4.110)
AA
a?
L(X.At)r*R-A1.A t)A . A t)ydArdA
°(0 b ° ° (0 o /
Po dokonaniu dyskrstyzac.ji metode Ritzs-Galerkina oowyzszy uktad réwnan atlo) - to) > e (o) -

rekurencyjnych sprowadzi sie do liniowych rekurencyjnych uktadéw réwnan
rézniczkowych zwyczajnych. Przyjmujec bowiem rozwigzania w postaci kombi-
nacji liniowych:
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ar

2bm<i > -*m[8E H 2

37 b(t) “ cn(t) - Cod(t>" 2nbn(’) ' (' sem(*>

37 en(t) " * dner(t>“*m [(D]" 1 “.(0)

8l(0) - » (0) - ci(0) =0

Przejdziemy obecnie do rozwigzania réwnania filtru. Do rozwiazania uzy-
jemy ponownie metody oerturbacji.

Rozwigzanie przedstawimy w postaci rozwiniecia wg parametru £ , czyli:

y(x,t) - y°(x,t) +£y (x,t) *SyZ(xt™ (4.112)

Podstawiajac rozwiniecia (4.106) i (4.112) do réwnania (4.63) i poréwnu-
jac stronami, otrzymujemy cigg roéwnan rekurencyjnych:

£ VIO Ay orx, ) #j>0(xN i, 1)« V 1(J1,32,t)r7. z(J 1) -
a& |

L VI\Z.*)]/\Z
(4.113)

O (x.t) -adfVi(x.t)//j>1(x, 3L t)*Vv 1(*132.t)rr. zQ2,1) -
&£l L

Po dokonaniu dyskretyzacji metode Ritza-Galerkina powyzszy uktad réwnan

rekurencyjnych (4.113) przeksztatca sie w uktady rekurencyjnych réwnan

rézniczkowych zwyczajnych. Przyjmuje bowiem rozwigzanie y1(x,t) i y2(x,t)
w postaci kombinacji liniowych:
7i<x,t) K(t)vn{

0
(4.114)

y2 (X ,t) dm (£)Vm ()

m=0

- B3 -

i biorgc pod uwage, ze

m om(t) + Esm(t) +
(4.115)

d (t) * d°(t) + 6d*(t) +

nieznane funkcje g°(t).g*(t),... iode(t),d*(t)....
nastepujacych uktadéw rekurencyjnych réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

wyznaczane bede z

H - anft) - Znft) +a- (0)3S.(6)9- () m 0

37 dme> #*&<*> * 2< (1) - bm(D)\ ()37 <> +

(4. 116)
¢ b®(t)X.(t)g“(t) - 0
9°(0) - d>) =0
37 9m(t) - dm(° 8m(t)3tm(t)a! Zm(t) + 8m(')3tn,(*}9m(*> * 0
37 +2"di (° ' bm(t)3om(t)37 + (4-U7)
* "0
|
itd.

Oes$li zatozy¢, ze niestecjenarno$ci rozwigzan nieliniowych réwnan réz-
niczkowo-catkowych typu Riccati sga niewielkie, to rozwigzanie tych réwnan

mozna przedstawi¢ w postaci:

J>(X,$,t) -I»0(x,|) +£21(x,~,t) + (4.118)
Wtedy nieznane funkcje 9°(t) .gj~t) i d°(t),d*(t)... wyznaczane be-
de z nastenujacych uktadéw rekurencyjnych réwnan rézniczkowych zwyczaj-

nych o statych wspoétczynnikach:



37 9m(t) - dm(t) ’ 0

3T dm(t) +Snmem(t) + 2ndm(t) * O 4.119)

g°(@) - d°(0) =o

czyli
- <E£(») =o0

37 on(t) - dm(t>- aX (tal *<> - ° .120)

37 dm”™ +S /A (t) & 2nd (t) - bX (t)g] zm(t) =0
itd.
gdzie

Al -sxd(t> ¢
a wspotczynniki s°,sj b°.b* - wyznacza sie z nastepujacych kia-
déw rekurencyjnych roéwnan:
Cin - W Al - 2nap « 0 (4.121)

- 4nan+gﬁ]- 0

ar @) -2b‘ (t) -% m(t)[a°]2
37 bm(t> * cm<¥) - 2"bMN(t) -X m(t)b°c® (4 .122)

37 ecm(t) * "2 mba(t> - «"CjAO ¢ *»(t5[c*]2 + qj(t)

itd.

przy czym

g*(t) “ M2 + *oxfE<e>

5. OPTYMALNE FILTROWANIE ZAKEOCEN LOSOWYCH
O ZNANYCH CHARAKTERYSTYKACH PROBABILISTYCZNYCH,
A NIE B|D"CYCH "BIALYMI SZUMAMI"

5.1. Sformutowanie problemu

Przyjmowane dotychczas przy badaniu drgan uktadéw o statych roztozo-
nych zatozenie o charakterze zaktécen losowych w postaci "biatego szumu"
(patrz § 4) Jest powaznym uproszczeniem problemu, gdyz sg to orocesy fi-
zykalnie nierealizowalne. Znacznie blizsze rzeczywisto$ci moga by¢ te mo-
dele optymalnej estymacji, ktére uwzgledniajg zaktécenia losowe o charak-
terze "kolorowych szuméw"™. Oednak przyjety wtedy klasyczny model filtru
Kalmana staje sie bardzo skomplikowany, gdyz powieksza sie gwattownie licz-
ba réwnan opisujacych ten model i wzrastaja trudnos$ci w procesie ich roz-
wigzywania. Pokazemy to na prostym przyktadzie. 3ak wiadomo, wprowadzajac
Jako wymuszenie dla dowolnego uktadu dynamicznego procesy gaussowskie o
charakterze "biatego szumu', uzyskamy rozwigzania bedace procesami gaus-
sowskimi o charakterze "kolorowych szumoéw"

Zatozymy, dla uproszczenia, ze wymuszenie o charakterze "kolorowego szu-
mu" bedzie rozwigzaniem jednego tylko réwnania, w ktérym wymuszenie be-

dzie "biatym szumem", czyli

A f(x,t) = L f(x,t) + — m(x,t,i) (5.1)

Roéwniez obserwacje zmiennej etanu zatozymy, ze zachodzi w obecnosci za-
ktécenia o charakterze "kolorowego szumu™, bedacego rozwigzaniem jednego
tylko réwnania, w ktérym wymuszenie bedzie "biatym szumem®™, czyli

z(x,t) =yj(x,t) + h(x,t)

(5.2)

m|~-h(x.t) » Lj,h(x,t) +



- 56 -

Réwnania filtru przyjme wtedy postac:

Pj [P12°x'"1 w1 ' L[2P11(x-JI 'I1]
i X

X [zir2't, * *2/10 2°*~ " y272 71" dI?1dI?2

2 Y8 =0 +BP 2077 RG]

X "L2y1A2,rA "t y2 A2 0 Tdl dh2 (5.3)

V3(x,t) m Lyj(x,t) + 2nLly2(x,t) « Lyg(x,t) + L1y3(x.t) -

- K?g( A4y P [P23' X -1) ' L2P13(x, A 1't0

X fz1 2'*" " Rylnr2,tA " A20201
gdzie
Zj(x,t) . £ YI(x,t) - LMU.t) ¢~7(x.t.f).

wraz z warunkami poczatkowymi i brzegowymi:

y1(x,0) « y2(x,0) - e3(x.0) «0 (5.4)
Bly1(x.t) - 0. B.e_(x,t) - 0, BMK .t
D-ﬁ 132U )
(5.5)
BRyl(x,t)| * 0. ®y2(x»t)] - 0, B273(x,t)
3& al. na

Nieliniowe réwnania rézniczkowo-catkowe typu Riccatl, z ktérych wyzna-
cza sie nieznane operatory wzmocnienia P11(x.J.t), PJ2(x ,t), PI3(x .t)
i p2s maje postac:
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n "O2PiI2AXi-tA T

{]’ T [PI2AXEL, tN M L2P11IAXM ifi.é.liﬂj?/"\”?’t" " 2P117 sk é'

aa

W Pi2(x$'t) * p22(x-1) * pi2(x”-t) -

1 [PL2MI> t8 = WRPIAXA 1t P227 A2 t8 ~ L2PL2~ A2, tjldy dy

\Aa] r(ti >to«*)

ij? pi3~x, 15t~ * P23°x,j ,tA " LvL2PH AX'i ¥~ " 2nL2Pi2 AX T MLPI21IX rA

¢ t:2p13(x.3-t) - 2nP13(x.$,t) -

[PL2 N 1, tR © L2PHAX,I 1,10 [P2376 A L2P13A 22't0 W
ﬁ ————— rtf '{ dv 2

W P22(x” 't) m 2P23(x-"’t)

LF [P AR ¢ L2PI2"X51 %0, " 2P12/*32,10 j,
-JJa AT-TT 1n2

& N2BAXNERA K VL (L2PI2 AX N ARR2ANX APRRAX
- 2nP23(Xx",t) ¢ P33(X,$.t) -

ff [P22/xe A * 2P127°%,S 1,10 _ L2P137M N2 0y y
JJ

$ P33(x,5,t) - -L(L2P13(x.J,t)-LP13(x.3.t)+4nL2P23(X,5.t)-L23(x.]5t) ¢

+ 2L2P337AX'3 +*) " 4nP33(x,J,t) -

ff [p237x,51°t " LZPIzZI [PZJ" N2'< 1" 12P13 52 T vy,
11 — r(SIj R -SI-S»

¢ g(x,Mt)
G-6)
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wraz z warunkami poczatkowymi i brzegowymi

p13(*,$,0) <+ P23(*.3.0)

PAU.J.0) - pl2(x,J50) p22(x.$,0)

* P33(x-3'0) * 0 (5.7)
BPu(x.~t)j -0 BP (x/$.t) .0
na loa
V h («"‘Ibft f o 9P2<%3 >l - o
oa
BLF22(x. M\ 1) - 0
a 3U (5.8)
BR2(x™Nt) -0 BP (xAt) «0
od oa
BIP23(x.M 1) »0 BRFjix ,t) -0
oa oa
&@3(XAt) "0 &%3()('/\*) «0
oa oa
Oak wida¢, Juz w tym najprostszym przypadku, uzyskuje sie skomplikowany
i trudny do rozwigzania uktad réwnan rézniczkowych czastkowych i réznicz-
kowo-catkowych wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi. Chcac unikna¢

trudnos$ci przy rozwigzywaniu tych rdéwnan, sformutujemy obecnie nowy model
filtru, ktéry uwzglednia¢ bedzie zaktécenia losowe o znanyoh charakterys-
tykach probabilistycznych (konkretnie o znanych wartoéciach Srednich 1
funkcjach korelacyjnych) , nie bedacych jednak "biatymi szumami™ 1 ktéry
bedzie znacznie prostszy od modelu klasycznego.

Zatozymy, ze uktady dynamiczne o statych roztozonych sg opisane przez
takie same roéwnania rézniczkowe czastkowe wraz z warunkami poczatkowymi i
brzegowymi (patrz 8§ 4, réwnania (4.1), (4.4), (4.7), (4.8) i (4.2). (4.3))
z ta Jednak ré6znica, ze prawa strona tych réwnan f(x,t.”) bedzie gaus-
sowskim polem lasowym Il rzedu, interpretowanym jako proces stochastyczny
o warto$ciach w przestrzeniach HIllberta o nastepujgcych wtasnos$ciach:

E[f(x,t,T)] » 0 (5.9)
E[f2(x,t.<j)] < *» (5.10)
E[f(x,t,f) fCj -Kf(x,J,t.0 (5.11)

gdzie Kf(x,n,t,f) jest znang funkcja korelacyjng f(x,t,f).

Dalej zatozymy. Ze obserwacja stanu uktadu Jest orowadzona w obecnos$ci
zaktécen losowych, oolem losowym (x,t.«f) Il rzedu. Interpretowanym ja-

ko proces stochastyczny o wartoSciach w przestrzeni Hilberta, czyli:

(x ,t) = u(x,t) " (x,t,«y) (5.12)

lub w oost8ci macierzowej

(5.13)

odzie T m [I, O]
Odnos$nie do p¢l losowych if(x,t,ij) zatozymy, Zze majg one nasteoujace

wtasnos$ci:

E[? (x.* ] " 0 e
EAx.t.f)] <~ (5.15)
(5.16)

gdzie KA (x,™,t.<) Jest znang funkcja korelacyjng vy (x,t.f), a takze ze

sg niezalezne od pél losowych f(x.t,~), czyli

E[f(x.t,t)~A,T.A] =0 (5.17)

Dazac z punktu widzenia obliczen numerycznych do uproszczenia modelu fil-
tru, wprowadzimy jeszcze jedno (niekonieczne) zalozenie, dotyczgce wza-
jemnego stosunku poziomu zaktécen f(x,t.<j) iotj(x.t,y'). Przyjmiemy bo-
wiem. ze intensywnos$¢ zaktdécen obserwacji jest znacznie wieksza od zakté-

cen f(x,t.f). Wprowadzajagc maty parametr 6 . zapiszemy ten fakt nastepu-

jaco :
E[f(x .t ,<)f (2, t ,<)] - Kf(x.n.t, 1) (5.18)
e[ij(x .t ,fI)A(§ .+ .ft)] =6 KA(x £ ,t ,4) (5.19)
KE(X J,t o«)« [kn(x St ,<) (5.19a)
Po tych wsteDnych imagach przejdziemy obecnie do sformutowania i udowod

nienia zasadniczych twierdzen dotyczecvch zmodyfikowanego filtru.



5«2« Model optymalnego filtru

Sformutujeny obecnie zosadnicze twierdzenia dotyczace reprezentowanego

W niriejszym rozdziale mcdelu optymalnegp filtru:

TWIERDZENIE 3

Niech nlezslezne oola losowe f(x.t,<j> i p(x.t.y' Ir.teroretowane Ja-
ko crocesy stochastyczne |l rzedu o warto$ciach w przestrzeniach Hilber-
ta. spetniaj? nestepujace warunki: »

Dwuwymiarpwe pole losowe -Iffx.t.y). -~(x.t,")? ma rozktad gaussowski
[F2(x,t .« ejr2(x .t < ‘0 (5.207
Ef(Xt ™) + O erx.t < «o (5.21)
E[f(x.t t.f)] - o. (5.22)
E[f(x.t.f)fO§,T.f) = Kf(x.J,t,f) . (5.23)
EMfx.t.f) ($.«.*) *EK/(x.$,t.1), (5.24)
Kf(x.'3.t")»CKT7(x.".t.1), (5.24a)

adzie ¢ - Jest malym parametrem.
Zatozymy, ze obserwacja rozwigzania réwnania dynamiki (4.4) zachodzi w o-

becnosci zaktécen losowych i)(x,t,"-) w catym obszarze a ¢ Rn, czyli

ZIX.E » u(x,t) + I7(x .t A, (x1...xnH st ¢ Rn, ts Rl (5.25)
1. Optymalne oszacowanie (estymacja) u(x.t) =yj(x.t) rozwigzania

nania (4.4) wraz z warunkami brzegowymi (4.2) i poczatkowymi (4.3) jest

ooisane przez réwnania filtru o postaci:

~  yMfxoLt) = y2(x,t) +{ A (x.t)[z(x.t) - yj(x.t)]

(5.26)
& ~2(x.t) = -tyj(x.t) - 2ny£(x,t) +6ijJ2(x.t)[z(x,t) - yl(x.t)]
- przy warunkach brzegowych:
v 3y (x.t) A B9 (x.1) (5.27)
Is$j«;m~lJ O«jem-i 3
osl A,
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- i warunkach ppczatkowych :

yi(x.0) » yl10 yr(x.0) =y20 (5.28)
gdzie funkcje y1(x,t) i p2(x,t) sa okreslone przez dodatkowe roéwnania
catkowe o postaci:

t
(03]

(5 29°
oa

¢ g°2(x  .t.<)p2Q2X)k?($ sx.t.i)AjM

przy czym G° ). ik 1.2 sa elementami macierzowej funkcji
Greeng 3(x,F,t,<) rownan flitru.

2. Nieznane operatory kowariancji Pi«(x,M,t) wystepujace w réwna-
niach optymalnego filtru (5.26) i ppmocniczych réwnaniach catkpwych (5.29)

wyznacza sie jako rozwigzania uktadu réwnan rézniczkowo-catkowych:

jfc Pu (x.15.t) - P11(x.”~.t) & P21(x. ,t> -6fl(x.t)[pll(x.~,t) + P21(x.j5.t) +

oa

S2EFH (Xt
oa

Q>*G|2(x.3% . t.t)]Kf(J.151.t.t)dIfldt -

xe™(x.t)-f2(x,1)]
0&
t
BN (X )I[gE2 (X%t .1.<)?18 J.<)+G°2(X.$J.t X )fO(%<)] K q .JJ,t.i)A jd<-
oa
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-fp2(x,0//[g;i(x .i)fl051.<t*G®2(x.|fi.ti)t2Q{i.<J K ) d ~ d <
oa

Bt P22(x'3°t) ' ““xP21(x-$-t) ' A P21(x-'I't) ~ 47P22(xM 't)
-f §2(x.t) P2L(x,1j ,t) & PE27%x )]

t . \
*[ITgl* (x-$i -*-*> * B|2(».Jt .t.<)]K#(J.J1.,.<)d){1lat -
oL

t
-6 A 1(X.1)I/[G°2(X.J1.1.<)2.1" 1A)4G°L(X .M. tA)AA1.QIK

1

62t 2(x.1)J/[G|1(x.]51.t.<)F+Q 1.<)*G|2(x ~ 1.«.<)92(j[1.<)] K2 (J

(5.30)
przy warunkach poczgtkowych:
P11(x.~.0) - ?21(x,§.0) = P22(x.~.0) . O (5.31)
- 1 brzegowych:
A Bipn (x-5-0
oa
A BRI(CPY) (5.32)

A SIP2(x™ °t)]  *0
lo

a

Oow©o6d
Poniewaz dwuwymiarowe pole losowe jf(x.t) ,7 (x,t)J Jeet gaussowskie,
optymalna estymata ma reprezentacje

t
yx t) Tk (,«. 3.t ) z(e .1)d%6t
Oft

Rys 2
statych

Schemat blpkowy znodyfikowanego filtru
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roztozonych w przypadku zaktécen losowych

rakteru

"biatych szuaow"

dla uktadéw dynamicznych

nie posiadajacych cha
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Stad
y(x.t) 4y (*,t) *B<P(x,t)z(x.t) (5.33)
Btad filtraciji
£ (x,t) - y(x,t) - Oof(x,t) (5.34)
J{-6(x,t) »[<E -i\ y(x.t) (x,t) + g(x.t) -t<p (x,t)z(x,t) (5.35)
Stad poniewaz warunkowe wartosci oczekiwane przy zadanej przestrzeni ob-
serwacji Z(x ,t)
E[£(x,t)]z(x,t )] =0. e[~ €(x.t)]z(x.t)] =0- (5.36)
wiec
[y(x,t)]z(x.t)] - O (5.37)
f(-) Ug(-) -£2(x,t)f (°) (5.38)
1
~oeqx,t) - [t? -Cy>(x,t)'?2Jy(x,t) *&<P (x ,t)z(x,t) (5.39)
lub
Ne(x.t) »E£y(x,t) ~ktp(x.t)1?7(x,t) ¢£{j(x,t)z(x,t) (5.49)

Po rozpisaniu tego macierzowego rdéwnania na skalarne otrzymamy réwnania
filtru (5.26).

Nieznane starowania cp(x.t) , ktéore wystepuja w réwnaniach optymalnego
filtru wyznaczone bede w oparciu o Warunekmminimum funkcjonatu repraZen-
towanego przez iloczyn skalarny wektoréw 6 (x,t) oznaczaldecych bied fil-
trowania :

I m EJ*fi*(x,t)8!(x,t)dx (5.41)
SL
Bf2(x.t1) -filfe(x.t)dfc (x,t) -£y(x,t)z4x,t) (5.42)
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fFfIA.S.t) . £ E[f(x.t)|»(~t>] -
» E[|f6 ) SEp(X,t)A-£ *(J.1)J

- oznacza macierz transponowanag.
Stad

nmj>(x,$.t) -[i,-Ef>(x,t)fjp(x.~.t) +? (x.M.1)

¢ Efg(x,t)fc *(~,t)] + e[£ (x ,t)g*(™ ,t'D - p(x ,t)E[z(x.1)E*(8 .t)]

- E[E(x.t)z($.t)]p,(8,t)

Rozwigzanie macierzowego roéwnania filtru przy zerowych

kowych ma postac :

t t
6(x.t) =JjI§(x .t .*)b<$ ,i)d~di-effi(x .'i.t
oa oa
gdzie % (x,£ .t.i) - macierzowa funkcja Greena, réwnania filtru,

jaca réwnanie:

1S (*.$e<) -£5 (*.$ .t,t) -fcr(x.t)i?"§(x.~,t.t:) +j D(t-t)cSO(x-")

E[t(x .t)g*(~ ,t) - j/I1S(K.J1.t.<)E[gCjl.t)gq~.<)]dJ1d~ -

oL
A
t
oa
t
" oa
t

E[g(x.t)€*([.t)] . //K f(J.J1.t.i)3*(x.]1]1.t L-<)rf51dt"
oa

,<)z($ .tu~dt

(5.43)

(5.44)

warunkach poczat-

(5.45)

spetnia-

(5.46)

(5-47)

(5.48)



66 -

Ee(x.t)2(J.t)] =JJI8(.Jj t QE[POf m thj d~dt
CAl.

t
oa
t
. ; (5.49)
£ foél (x4
t
E[z(DEX(M1)I -fi ITK-(MjL.tH)aw, (M1)SH(xAL,t.<)d31d (5.50)

Ofl.

Wrezultacie otrzymujemy nastepujace macierzowe réwnanie rézniezkowo-cat-
kowe nn macierz kowariancji btedu filtrowania:

S1-3>(x.$.t) -2 xXIKX.M ) P (X,$.t)X* —e<pcrierv P(X.$.t) -

") (ILOVE ) +31 AN LDKTe Bl Odilet *
0

t
FIJKAA L L ATER(x 1.t t)d A -
OH
t
- fi2 -
a,
t
-fivx,tW /K (5.51)

oa

Potraktujemy teraz zagadnienie Jako zadanie dotyczace problemu opty-
malnego sterowania. Mianowicie dobierzemy funkcje <J?(x,t) uznang za ste-
rowanie w taki sposéb. aby minimalizowata ‘funkcjonat t)(V(x.t)d =*
* BN |E(x ,t)]2dx » E<E(t) .£(t)>H = trj>(t). Jezeli zetozymy. Ze macierz ko-
wariancji P (x,|,t) reprezentuje stan ukitadu a qgj(x,t) Jest sterowaniem
optymalnym uktadu, to zagadnienie zostanie sprowadzone do problemu opty-
malnego sterowania deterministycznego. Wcelu rozwigzania tego zagadnie-
nia wykorzystamy nastepujacy lemat, bedacy analogia zasady minimum, w
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stosunku do uktadéw opisanych réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Dowéd
tego lematu pomijamy.

Lemat 2: (fes!) (zasada maksimum)
Niech dana Jest rodzina form owuliniowych- ciagtych na przestrzeni Hil-

berta T.

1A% p(t), #(t)— a(j,») W(t)>,. KJ>(t)eT

ts[o,T]
gdzie

P(t).p -/j>(x,$.1)v)0pds$. 9« 3)(tt)
a

XP(t) s[> -~()"]i)(t) +p ([ -"g*V(1)]

<HY a? przestrzeniami operatoréw Hilberte-Schmidta, a V Jest przestrze-

nig sorzezong do T.
Niech spetnione beda nastepujace warunki:

1. funkcja t — a(P,wW) Jest mierzalna na [o, €l
P.wtY1l
a(P.W)| <cl[I5~[[w]|? c> 0
2. Istnieje taka liczba % , ze
A A a(J>.P) ¢ >af\\yf
p «r te[o,T] ie r

gdzie T cJfcT *

i zadany Jest funkcjonat stanu:
Ify>(x,t)J « EME*(x ,t)E(x ,t)dx - £<6(t) ,£(t)>H » tr?(t)
Operator of w réwnaniu (4.8) speinia warunki (I) i (2), a stad te warunki

spetnia takze operatpr 3t . Zatézmy, ze te [0,T], przy czym czas T jest

ustalony, a koniec trajektorii Jest swobodny.
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Wprowadzimy tzw. funkcje Hamiltona 3t o postaci :
a«= tr jI*=*>(0)i?].p(o 5V)j ¢ tr|j>()[x*-*(1)]5*(1)j ¢

+tr ® KF5*(t)j 4 trixf ® U* I>~t)j -

-t J($® K)p*() S*(1)] - trly>(t) (PK®EY) ?7*(t)J, (5.52)
gdzie
3@ K7 m
kf®s* =jf ~(j.jj.t.os~.~.t.odfdjj
OA
t
5@ K7** |Is(x"Hi""<>V5 " Jr t)T@i "JlI<dli
oa
KR e $ -
oa
Sit) jest pewng zmienng pomocniczg (sprzezona). Warunki konieczne i wy-

starczajagce optymalnego sterowanie sg nastepujace:
3t 2(x) - - f
czyli (5.53)

Gt « 7 9n(1)d?(t) - 5(t)[je*-eMt)]

2. gfp(t) -
czyli
3%»(1) S[* cy>(«d>(t) e p (1) kf*-i2V(t)] 4
8§ ® KfF ¢« KFT®S - (5® K7 ip)p*(t) + (5.54)

+p(t) (ptK*» © § *)
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3. |
U przestrzen sterowan, a sterowanie optymalne nozna wyznaczy¢ z wa-
runku

E(D)j>(O)tf*+ Ajtr [(S®KF)5 (1)]i - 2(t)(S ® K? 4») -

CALtr [(8®K?2w)]d  tr<jp*(t)tr?2*(t) e j>*(t)j>(t)e* o

bA{tr[(KF®S S P*(t;(S ®KA)-trep(t)Mjtr[p*K? ® S trP*(t) » O

(5.55)

Aby znalezé¢ optymalne sterowanie < (t), trzebe rozwigza¢ metodami nume-
rycznymi uktad réwnan (5.46), (5.51), (5.55). Bowiem bezpos$rednie wyzna-
czanie sterowanie z formuty (5.55) z uwagi na wystepujace tam wyrazenia
catkowe Jest niemozliwe. Bioragc Jednak pod uwage, ze pewne czitony z matym
parametrem fi , w réwnaniu filtru, maja nieznaczny wptyw na rozwigzanie,
funkcje Greena J (x,t fi) filtru mozna przedstawi¢ w postaci nastepuja-
cego rozwiniecia:

3 (* .Mt i) -se(x,$,t i) 4f§1(X.Mt Q) 4 ... (5.56)
gdzie 5°(* >1 jest funkcja Greena rdéwnan stanu (4.8), Stad mozna
przyjac, ze
lim [S® Kf J » 0, Un ~jtr [k, ® S *]).

(5.57)
lim £ MNJtr [KRARY)]j] . | lim e £ ® S*
dim [¢ i fime ]
W rezultacie celem uproszczenia obliczen mozna przyjaé, ze
5(x,$.t.mei s°(x,|.t,i:)
[S® Kf]J - o. jtriKf ® S*]J.
(5.58)
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Wtedy otrzymamy
P (t)«* - (S°K?® p) « 0 (5.59)

lub w rozwinigetej postaci :

=0 (5.60)
oa

Po rozpisaniu powyzszego macierzowego rownania catkowego do postaci ska-
larnej otrzymamy uktad réwnan (5.29).

5.3. Wyznaczanie estymaty drgan uktadéw o statych roztozonych

Zgodnie'z przedstawiony w poprzednim rozdziale teorie, aby wyznaczy¢
eotymate drgan, nalezy rozwigzaé¢ uktadyréwnan (5.26) (5.29) i (5.30).
Rozwigzanie to ulegnie znacznemu uproszczeniu, je$li zatozy sie stacjo-
narno$¢ rozwiezan uktadéw réwnan (5.29)i (5.30), co Jest stuszne dla bar-
dzo duzych czaséw, czyli gdy t— =° . Podobnie Jak i w poprzednich roz-
dziatach, tak i w tym nasze rozwazania ograniczymy do tego przypadku. ROw-
nania (5.29) i (5.30) przyjme wtedy postac:

t

PL1(x.J3)-1i;3/[G ;i (x.3i,t.i)VI(U51)EG;2(x.J1.t,<)~2(I|1) ] K d j 4dt
Cit.
t

P21(x.J " )-li-//fe(*.it. . t.<)fl(Si)*GS2(xii.t,i)f2(J1)]KHJI.J1 . «.i)dJ1ld<
oa 1

(5.61)
PijU.J) & p21(x.*) -€ Pi(x pit(x-P * p2i(x'~] #

*J1— 1Y/ |21~ X 3, t' N * Gl2ax 'l *t "~ Kf t* *

-26f1(*)ita//™1(x™t .t.i)fqu1>*G;2(*jr1.t.<"a<j}j|yJ|.j 1.t.«djldfro
no. *
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P22(x.J) * 2nP11(x.J) - tP21(x.J) - p21(x.™) x«[v1(x) - »2(x)] +

‘. JI[Gi<x$!m*m<> + eS2(x'ii*t-i)] KF(S*Xi-t-<)dXid< ’
- oa
t
- E£AL(X)lim
oa
t
Sfir2(x)lim JIACL(x.A1,t,<)91(|1) o
t_ ~ oa

¢ G2(X.A1.tAV 2(IBL)]K? (M.~ . «.<)dAd< . O

o ~*P21(x'3) - *JP21(x-$) * 4nP22(x'S) "fi P2(X)[P21(X'" + P22(xP] *

e lim [/[g;2(x.J1. %mc) ¢ GR2 (X~ 1.t,i)]KFf(~.~1,t,i)dJ1d< -
oa

oa

t
- 2A(X)[/F1[1(*.31.1.<) N (J1) & G|2(x.S1.t.iH(J1)]K7(J.J1.t.<)dJ1d<.0

0a
(5.62)

- przy warunkach brzegowych:

A BRIKXP
BRI (569
A BRAXV mo

oa

Ze wzgledu na tO, ze analiza filtrowania zaklécen przeprowadzana bedzi
przy bardzo duzych czaeach, gdy t-—~ , zatozono, Zze sterowania X,j
i ff2(x,t). wystepujace w wyrazeniach catkowych w réwnaniach (5.61) 1
(5.62) charakter stacjonarny i oznaczono f 1(x) 1 "2(x).
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Uktad réwnan (5.61) i (5.62) rozwleiemy stosujac metode Ritza-Galerkina i

metode.perturbacji. W tym celu sterowania ¢pl(x) 1 <2 (x) oraz operatory
kowariancji pn(*.£) . P2I1~x'~ 1 P22~X']P zapiazemy w oostacl kombina-
cji liniowych:

*1(X) *~M>m V. (x)
»«0

(5.64)
f2.00) U x>
0
pn (x™) * -£*o b»v. (X)v- (*
P21(XA) bBVB(XYVB(A (5.65)

*.0
P22(x.") - £ ..V.Wv,,*)

m»0

gdzie VB(x), V~Op sg funkcjami wtasnymi zagadnienia granicznego (4.4).
Niech

U™ G (x'ii't'=<) * el2(x.Ji.t.<)KFf(J.||1.t.<VdJtdf
on

(5.66)
n*0

I(QGLZ(X'I!I B> *

mE£ (Amt Bm A, (x>v.(!) (5-67)
w0
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" [ @2(xMi-t-<) + A (XAt tijKFA.A todAdt
oa

+ BV, Un(IP ©-68)

m=0

Nieznane wspdétczynniki OfW. ]_tm’L a_,rda_,nc_ n Wyznaczane beda 3 nastepu-
Jrcych uktadéw réwnan:

(5.69)
bm' BmA t Qiin
a, ¢ bm - 6 UQ ’ \x ] SmpqoeD(aq+bq" 3 Am . Am
p*O q«o
w2« S | ; SnPq$,(Ag*q * Aq(V * °
p»0 g»0

Chp - 2nam “Uopy fAV MY bBSm’quq’Lqu) ¢ Bi + By

p»0 q«=0 (5.70)

fi X S W p (Agl*q + Bg<V *
p=0 g»0

00
- £ % "S
c

p=0 q«0

1 0
'S a a =0
»pa’p Cafq * *qiq’

Smpq%(bq+cq) + A%.l + Bgﬂ » 0
p»0 q=0

- 2wmbm - 2"cm " «

gdzie

mpe »;]glL vm(x)vp(x)vq(x)dx

<om =/ CxVm(x A m (x’dx
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W réwnaniach tych pominieto te cztony, przy ktérych wystepowat maty para-
metr E z kwadretowe potege. Uktad réwnan (5.70) rozwigzemy stosujac me-

tode perturbacji. Wty« celu wspoétczynniki {%}m |bm| 1 | Cm] Drzedstawi_
my w postaci rozwinie¢ wg matego parametru 6

e =t * £aX
bgy ™ bo +fi bx + .. (5.71)
cm®“ cm  cm+ eee

Podstawiajac te rozwiniecie do réwnan (5.70) i pordéwnujac stronami wy-

razy przy tych samych potegach natego parametru £ . otrzymamy nastepujace
uktady rekurencyjnych réwnan, z ktérych wyznaczone moge by¢ wspdtczynniki

{414 <4 4N1-W-
aFn+ bwo Aln,TAﬁ— (0]

Gt 208 Wipy * A+ B2 = O (5.72)

al + bl =~ V., S 0e ° * pb°)
m m 2-—=>¢L° «pg"™
p=0 q»% pq&) q q

m = 2NBf -w g Y smpgba(aty -Aq) + (5.72)
n ~ . mpqofp Agi™ + 8g°*Q’
q=0

Smpqft|'Aq% + Aq/V
0=C q=0
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* 2zemm - * X X Smpqlr(bg + co G-72)
0=0 =0
itd.
gdzie wspdtczynniki Qfm i jbm wyrazaty sie w funkcji wsDo6tczynnikéw an
i b~ za pomocg wzorow:
anfh - P i
= mm  mm 6
(5.73)
. Pnfd - @nPhor
=T~ mm 6
Po rozwigzaniu uktadéw (5.61) i (5.62) uzyskamy poszukiwane sterowanie
tp.(x) i e2(x), ktdédre zadane bede w postaci kombinacji liniowych (5.64).

Sterowania te podstawimy do réwnan filtru (5.26).
Rozwigaanie réwnan filtru (5.26) mozna tatwo poszukiwaé¢ metode perturba-
cji. Wtedy

yl(x,t) - yj(x.t) *6 Vj(x,t)
(5.74)
92 (x,t) e« y2(x.t) +6y2(x.t)

gdzie yl(x,t), y2(x,t) i yl(x,t), y2(x,t) wyznacza sie z nastepujacego
uktadu réwnan:

N yl(x.t). = y2(x,t)
(5.75)

Nooy2(x,t) = -?2y,(x,t) - 2ny2(x,t)

yi (X,t) » y2(x,t) +671(x) [z(x.t) - y1(x,t)]
(5.76)
— y2(x,t) m-Lyj(x,t) +€p2(x) [z(x,t) - YH(x,t)J

Biorac pod uwage, ze yl(x,t) = u(x,t) =m0, mamy, ze y2(x,t)
z(x,t) * (x,t,9).
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Sted

yj(x.tl = y2(x.t) +fi<pl(x !I™MN(x ,t <)
G717

Ny (xet) = -Tyl(x.t) *E<p2(x)i)(x .t .f)

yl(x,t) -Syju.oO
(5.78)
y2(x,11 <«fi~?(x,t)

Do rozwiezania uktadu roéwnan (5.77” zastosujemy metode Ritze-Galerki-

na. Wtym celu rozwigzanie yl1(x.t) i y2(x.t) przedstawimy w oostaci
kombinacji liniowych:
yl(x.t) drﬁt)vm(x)
m=0
(5.79)
y2(x.t) qn (t)V m(x)
in=0

gdzie vm(x) se funkcjami wtasnymi zagadnienia granicznego Nieznane fun-
kcje dm(t) i 9m™~N wyznaczane bede z nastepujacych uktadéw réwnan réz-
niczkowych zwyczajnych:

fit dm(t) “ Sm(t) + * y  ~pRpm(t-?) (5.80)
p=0
37 9m(t) m ‘aymom(t) +fi ApRpm(t -~ (5.81)
gdzie
Rpm(t-5) */ ~(x.t.<j)VD(x)Vm(x)dx
a
Jed$li uktad réownan (5.80) zro6zniczkujemy po czasie, to otrzymamy:

éi?
5 dm(o) w37 9,(t) ¢~ qfp gy %,(».*) (5.82)

p*0
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d
37 ~ml** = -~1 dm(t) ' £ <*p 37 Rpm(t'~ (5 83)

p»0

Roézniczkujec po czasie réwnania (5.81) i wstawiajec wnie wyrazenia (5.83),

otrzymamy uktad réwnan:

Q\t dm(t> * dT dm(t> +Wnmdm(t> "

£ (2rogp”™ p)Rom(t.”) AL<*P ar Rpm(t-f) (5-84)
p»0 p»0
Sted
i (O . £fi- e-n(t-~Sinpm(t-~[(2nV @JRM?'") *
m 4) P> DO
M Di Rp»(™)]rf (5-85)
gdzie
p w2 . o2



6. OPTYMALNE FILTROWANIE ZAKEOCEN LOSOWYCH
WYSTEPUJACYCH * OGRANICZONYM 03SZARZE

6.1. Sformutowanie problemu

W zagadnieniach estymacji, czyli oszacowania parametréw stanu ukladow
dynamicznych w obecnos$ci zaktécen losowych bardzo czesto istnieje duze
trudnod$ci wyznaczania charakterystyk statystycznych tych zaktécen. Zasto-
sowanie metod klasycznej teorii filtrowania w sensie Kalmana staje sie
wtedy trudne lub wrecz niemozliwe. Do$¢ tatwo natomiast oszacowaé obszar,
w ktérym te zaktécenia wystepuje. Informacje te moge by¢ wykorzystane do
konstrukcji tzw. minimaksowego filtru, ktéry pozwala oszacowaé estymate
optymalne w sensie $redniokwadratowym, Interpretowang Jako zbidér trajek-
torii w pewnym ograniczonym obszarze. Obszar ten zwany Jest obszarem in-
formacyjnym. Szersze omoéwienie teorii minimaksowego filtrowania mozna zna-
lezé w podstawowych pracach Schweppego ([34] ) i Kurzanskiego (fiej). W pre-
zentowanym rozdziale teoria ta zostata zastosowana do badania drgan ukta-
déw o statych roztozonych opisanych przez pewne klase réownan rézniczko-
wych czgstkowych w obecno$ci zaktdcen losowych. Zastosowaniem teorii ml-
nimaksowago filtrowania do uktadéw o statych roztozonych zajmowali sie K
Lee ([24] ) 1 A.0. Hapatow ([Il]). Wpracach swoich analizowali oni ukta-
dy opisane przez réwnania paraboliczne typu przewodnictwa cieplnego z pier-
wsze pochodne wzgledem czasu. W przypadku zestosowenla minimaksowego fil-
tru do badania drgan uktadéw o etatych roztozonych, np. pretéow, piyt i
powtok zachodzi konieczno$¢ rozpatrywenle réwnan roézniczkowych czastko-
wych z druge pochodne wzgledem czasu t. Przypadek ten zostat przeanali-
zowany w niniejszym rozdziale. W modelu filtru mlnlmaksowego nie wystepu-
je tekie pojecia. Jak warto$¢ "nejberdziej prawdopodobne™ lub  "nejber-
dziej wierygodna”, lecz zaweze z cate pewnos$cig wiadomo, ze warto$¢ praw-
dziwa lezy gdzie$ w obrebie Jakiego$ zbioru. Te przynalezno$¢ wartos$ci do
pewnego zbioru wypuktego wygodnie jest opisywa¢ za POMOCE nieréwnosci uzy-
skiwanych za pomoce tzw. funkcjonatéw podpierajgcych zbiory.

Definicja 19: ([18], [34]). Niech K Jest niepustym zbiorem w lokal-
nie wyouktej przestrzeni topologicznej X. Funkcjonatem podpierajacym K
nazywamy odwzorowanie

P((-)Ik): Y — R1,

gdzie Y = X* Jest lokalnie wypuktg przestrzenia topologiczng, takie Ze
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2(2/K) - sup| < KA>(* « KS Xj. i < Y.

Powyzsze relacje razna zinterpretowaé¢ geometrycznie.

Niech wektor x bedzie elementem zbioru *C
Funkcjonat podpierajacy p (L/K) w mys$l de-

finicji bedzie ciat postac:

pCI/K) msupjx*ij

* - oznacza¢ bedzie transpozycje wektora.
Przyjmijmy ustalone |, powiedzmy i« 27,
«prowadZzmy hlperpteszczyzne okres$lone przez
wektor norralny i j o diugosci *1 1
znajdujac* alf w odlegto$éci d m (l1j/k) od poczatku uktadu wspétrzed-
nych. d Jest oczywisScie najmniejsze odlegtos$cia punktu hiperptaszczyzny

ad poczatku uktadu wspotrzednych.

Wektor Jest tekim wektor«« ze zbioru K,ktoérego rzut na
kierunek wyznaczony wektorem jest najwiekszy. Zatem hiperptaezczyzna
dotyka brzegu zbioru K w punkcie xBax(21) i dlatego nazywa sie hiper-

pteszczyzne podpierajaca. Tak wiec, gdy zmienia ale kierunek wektore i.
hiperptaszczyzny podpierejece “$lizgajag sie™ po brzegu zbioru K. Wyko-
rzystujac pojecie funkcjonatu podpierejecego mozne wypukty 1 domkniety
zbiér K opisa¢ w postaci nieréwnos$ci. Niech K Jest wypukiym, domknie-
ty* zbiorem w X. Wtedy dla elementu x™ « X fakt przynaleznosci « K

okazuje sie réwnowazny Istnieniu nieréwnosci:

dla dowolnego ie Y (6.1)

W przypadku filtru minimaksowego eatymata optymalna Jest zdefiniowene
Jako pewien zbiér trajektorii nalezacych do pewnego ograniczonego obszaru
zwanego obszarem informacyjnym. Obszar ten bedzie opisywsny wie$nle za po-
moca funkcjonatéw podpierajacych.

Zatozymy, Ze uktady dynamiczne o statych roztozonych sg opisane przez
takie same rownania rézniczkowe czastkowe wrez z warunkami poczetkowyml 1
brzegowymi (patrz § 4, réwnania (4.1), (4.4). (4.8), (4.2), (4.3)).

Zatozymy dalej. Ze obserwacja stanu uktadu prowsdzona jest w obecnosci

zaktécen losowych ~ (x,t), czyli:
z(x.t) - u(x,t) *y(x.t) (6.2

lub mecierzowo

<tf"(x,t) «ey (xtO ¢ s(x,t) (6.3)



gdzie

[r] o *e[::]m - '’ -h i

Definicja 20; Obszarem Inforaacyjnya x(tf,z(»)) stanu uktadu dynamicz-
nego. zwierany« z obserwowany« sygnat«« z(x,t), nazywamy zbiér tych 1
tylko tych stanéw uktadu (4.1), (4.4), (4.7). (4.8) i (4.2). (4.3).u(x,n™),
dla kazdego z ktérych znajduj# sie takie funkcje losowe f(x,t) If(x,t),
ze soeitnlone bedag relacje (4.1), (4.4), (4.7), (4.8), (4.2) 1 (4.3). Ca-
lem uDroszczenia analizy nu«eryczn«j probleau, obszar Infor«*eydny przyj-
muje sie z go6ry w Dostaci pewnej elipsoidy, zawierajacej rzeczywisty ob-
szar Infomacyjny. $rodkiem elipsoidy ograniczajacej ten oBazar Jaat fun-
kcje u(*) « x(€¢.z(-)) . a sama elipsoida jest esty«ata, ktéra stenowi wiec
pewien zbidér trajektorii. Dest to wtedy estyneta «inlaaksowa, gdyz mini-
malizuje maksymalny btad miedzy zbiora« trajektorii w elipsoidzie a zbio-
rem trajektorii stanowigcych rzeczywista estynate # (). Dafckolwiak w rze-
czywisto$ci estymata jest zbiorem trajektorii, to Jednak czesto ifrtarpr«-
tuje sie ja jako trajektorie przechodzaca przez $Srodki elipsoid.

Definicja 21: Estynate (oszacowanie«) Ti(x,") zaiennej stanu  u(x,¥)

nazywamy funkcje, ktore spetnia kryterlu«:

A 6- maxjlw(e) - u(i,(*))]|] * sin «ax|w(*)-p(*)

.(.0c K< ’ o> PM" W
(6.4)

Obszar informacyjny x(t.z(*)) Jest w ty« przypadku elipsoida, ktorej
Srodek opisywany Jest przez estynate u(t,(*)) Modele filtru

minimeksoweoo Dozwalajg otrzyma¢ estynate. ktéra w istocie rzeczy jest

zbiorem. Jednej konkretnej trajektorii lezagcej w ty« zbiorze nie nozne z
wiekszym niz dla innej trajektorii prawdoppdobieristwem wuwaza¢ ze szukanag
estymate. Stosowanie zbioréw elipsoidalnych mato uwypukla fakt, ze esty-

mata ma Dosta¢ zoioru. gdyz $rodki elipsoid tworzg naturalng trajektorie
i dla prostoty rozwazan S$rodki te u(') nazywa sie zwykle estynata.

Ze-ozymy obecnie, ze pola losowe f(x,t) i N (x,t) sg zupetnie nie-
zidentyfikowane i tylko Jest znany obszar ich dopuszczalnych wartos$ci, o-
kreslony przez nieréwnos$¢:

r

J[f(», tli)(x,tt)f(j,t) & k2M(x,t)r(x.~.t)~"C$ ,t)j (x. N, <)L (6.5)
0 ~ X, «H c¢c Rn, te RN

lub w postaci

T

macierzowej

- Rl

3,39*(x,)Q (X, t)q(” ,t) + Kbs*(x,t?R(x.7~.t)s(]$.t.>] dt ~ fl* (x

6]

odzie k. pi

pewne stete dodatnie,

O(Xy tl «

6.2. Model

Model optymalnego minimaksowego filtru

jacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 4

1. Optymalne oszacowanie

nania (4.4)

wraz z warunkami

padku gdy pola losowe

i tylko znany jest

réwnos¢ :

X

J5[f(x,t)gq(x.~,t)f(",t)

0]

przy czym obserwacja

ci zaktdcen

jest opisane

losowych

przez roéwnania filtru

q

obszar

(x .'S.t) 0

o} 0]

f(x.t) i

rozwlazanie

-r)(x,t)

z(x.<) =

v x. <) -v«.<> OH_ f

3N Vz (x,i)

-Lyl(x.*%)

Cl u.

2ny2 (x,f)

(estymata)

brzegowymi
in(x,t)
ich dopuszczalnych wartoséci okre$lony przez nie-

¢ K2N(x,t) r(x

a macierze

optymalnego minimaksowego filtru

FF(x.f)
(4.2) i

sa zuoetnie

= yl(x,<1
poczatkowymi

L )L dt A (x

réwnania stanu

u(x,'<) +7(x.t)
0 postaci:
[ 270

+

(4.4) zachodzi

w catym obszarze fl. .

}

czyli

.t

pi (6.6)

sformutujemy w postaci nastepu-

rozwigzania réw-
(4.3), w przy-
niezidentyfikowane

w obecnos$-

(6.7)
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wraz z warunkami brzegowymi:

A .“*1 -o (6.8)

i warunkami poczatkowymi:
AJ(X O) » y_(X ,O) =0 (6.9)
przy czym
u(x,<) . yl(x,t).

2. Nieznane operatory P~ (x 1~mf), i,k m 1,2 wystepujace w réwnaniach

filtru mozna wyznaczy¢ z nastepujacego uktadu rdéwnan rézniczkowo-catko-
wych

& o Mkn* <> - "SA )

P21(x'A'*) * p22(x~-'i) “ Sc, PII(x'A'7) - 2nP21(x.'l.t) -

L2fF PLI(*mglr*A21A vy M
2 S —— wy (6.8)
Jf P22(x'A'A “ _<xP21(x'A’<) ' A p2i(x,'$,-<) - 2nP22(x.~,t) -
_(21,05P21(x N1 A)P2L(MN20E) dy  « q(x,"
7 * B ENLT N e @ 2+

wraz z warunkami brzegowymi:

I«SA«m =
B_|[Zﬂ9('f5'§3” (6.9)

» 0
Oa

i warunkami poczatkowymi :

*n <x.$.0> = P21(*,J.0) - P22(x,~,0) . O 6. 10)
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W naszych rozwazaniach przyjmujemy, ze obszar informacyjny x(t,z(*)) jest
elipsoide, ktorej S$rodek stanowi optymalne oszacowanie w sensie $rednio-
kwadratowym zmiennej stanu yl(x,t), czyli jest estymate.

Dtugos$¢ najwiekszej poétosi tej elipsoidy wyraza sie wzorem:

Jf.0 - h2(x,d,01~, (6.11)

gdzie Aj jest maksymalne warto$cig wtasne dodatnio okre$lonej macierzy
|pik (x JA2) . e h2(x,”™,i) jest funkcje spetniajece roéwnanie:

J h2(x.5,<) = k2[z(Mt:) - A(JI.*)] r(x,3.<)[*(x.<) - yl(x.t)J (6.12)

Oes$li /I(x.~,i) = h2(x,~,t), to wtedy elipsoida redukuje sie do punktu
91(x,<),
Dowodd
Zastosujemy znane procedure, ktére opisano szczeg6towo w pracy [18].
Najpierw znajdziemy w przestrzeni Hilberta H « L2(jt) opis obszaru infor-
macyjnego x(tf,z(*)) w terminach funkcjonatéw podpierajacych, a dalej wy-
chodzac z warunku (4.8) wyznaczymy estymate y(x,<) uktadu réwnan (4.8).
Rozwigzanie rdwnania (4.8) ma postac:
i
y(x.i) =Jj S(x ,t,t)o(Jd ,t)trdt, (6.13)
Ofi,

gdzie $ (x,j,t,<) jest funkcje Greena réwnania (4.8). Niech

Q - ((0,i) ;H), H = L2 (it)
Przepiszemy réwnanie (4.8) i powyZzsze rozwiezanie w postaci operatorowej:
YW ,*) e« Tg(x,<), T: L2(Q) —* L2(o0)
tf«.”) - Tog(x,1) * s(0, To; L2(q) — L2(Q)
tatwo zauwazyé, ze operatory T i TQ sag liniowe i ciggte. Wprowadzimy

oznaczenia: Tj = T* O, T2 * To Xy (* “ cperator identyczno$ciowy, O -
operator zerowy na L2(qgq), w(-) =jg(-), s(*)Il). Wtedy ograniczenia cat-
kowe (6.6) mozna zapisa¢ w postaci

w(.) ¢ L2(O,T; L2(™)
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z definicji zbioru informacyjnego X(f,V'(*)) wynika, 7ze element

y(<,*)e X(t,4*(*)), gdy spetniony Jest uktad nastepujacych réwnan opera-
torowych :

Y~ %) **(e) - T2w(-), w(«) * L2(0,T; L2(u)

lub tez zgodnie z twierdzeniem 3.1 z ([asj ) dla dowolnych 1 « L2 (a),
L ((0,T); L (a,)) spetniona Jest nieréwnos$¢:

min|<T*i(») + T*A(*). w(*)>]| w(s) e L2(0,T; L2(a,))| -
S<A(-). &()> 4L (), y(<,0) > (6.14)
<(*), (*)> oznacza iloczyn skalarny w odpowiednich przestrzeniach Hil-
berta, a Znak + - oznacza operator lub funkcJAnat sprzezony. Sted na pod-

stawie (6.14) (patrz [I8] , § 13) otrzymamy nastepujece relacje na funk-
cjonat podpierajacy obszar informacyjny X (7,tfy-)):

X
pU(*)|x(t,ir(.)) - inf J<tf(t), A(t)>H dt +
.0
X
A Z(XX) - 2J<A(t). f(t.-<)>H dt +
(0]
XX
*FI<krtti)y=~ ) A()>Hdtdtj +
00
+7 2 [<RI(MA(L). *(»)>, dt]1/2] (6.15)
gdzie
aaa
<@TY) *(1)>H m /1 x*C$. tW*,t)dx(fj
. &a.
<* (1) F(L)>H- 111 [S(XA.1.iU (j)]VH(x.At) X
aaa |

X S <35*5i-* .-0ZOfj)I*M (x,t) « A 1djdx

- 8 -

<K(t,t1)A(fl),>.(t)>H -

Il <l e« (XA )Q (.11, t) e, SIi1I.51.t.t)M x.t)d J 1dJdx

aasi

SR_L(E)X (t).\(t)>H *oft **A i)R-1(x.$.X)Mx.i)AdX

aa
Rozwazymy bardziej szczegétowo macierz K(t,<). Uwzgledniajac relacje (4.4),
(6.13), mozna pokaza¢, ze macierz ta Jest symetryczna wzgledem t , t. nie-
ujemnle okres$lone i ciegta wzgledem zbioru zmiennych w obszarze [o,<] x
[o.tjdla dowolnego dodatniego t.
Oznaczmy
b ox
<h1(*), h2(-)>Km; f<k(t.1)h2(t). hj(t)>Hdtd<
00

¢ 1% J <R-1(t)h2(t), hjft)~ dt

dla kazdego hjft), h2(t) e L2(o,T; L2(a)).

Macierz K(t,<) Jest nleujemnym Jedrem nastepujecego uktadu réwnan cat-
kowych Fredholma Il rodzaju, ktére Jek wiadomo maje Jednoznaczne rozwig-
zanie w L2(0,T; L2(ft)): ([23])

J OK(t,"f)d(t,t1)dtl + ~ R._1(t)d(i.,t) - f«,t)
(6.16)

/ K(t, < ) & * (< ~ R_I(D<tr+tt.t) -* (t)

Argument X w funkcjach d(-<,t) t) pokazuje, ze rozwiezania rcéwnan
(6.16) rozpatruje sie na odcinku [0,<J. Zapiszemy teraz prawe strong re-
lacji (6.15) w postaci:

puU(*)| X(*.*(.)>) - Inf
X(t)«LZ(O,t;LZ(j

/*[<* (o) - d(tf,.),A (s) - d(tT, )>K +3t2(i)]1/2

ac2«) - e (X) -<d«.-). d(<,*)>. (6.17)
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Odzie at2(w) >0, co wynika z budowy wyrazenia pod pierwiastkiem w (6.15),
ktére okreélono dla dowolnej funkcji jt(t) z L%(0,T; L2(n)).

Wyliczajgc dolna granice w (6.15) (patrz [Iflj , 8 13) ostatecznie otrzy-
mamy :

9 1,(+>1 X«.3>(.))) A tal-)> K 1/2 *

d(<,*)>K

Przyjmiemy oznaczenia

i

*2 (i) .<#*1*. ). f <f (t)>H dt

) 0
1
09.

1 < f(tf.t) , d(tf.t)>H dt (6.1B)

y(x,t:) »|<f(?,t). bb(t.t) >dt = j’<d(2'.t1).17(t)>dt -<~(r.-).d(r,.)>K

Wtedy z formuty (6.17) wynika, ze

p(/(e)! X(7TT."(.))) *)JHX .*)e )dxdUV
aa J

[ (fi2 - h2(-t)]1/2 ¢/ I1(x) y(x.<)dx

Wiadomo, ze ([33j) zbiér z funkcjonatem podpierajacym stanowi elipsoi-
de ze drodkiem w punkcie y(x,tf).

Wyprowadzimy obecnie rédwnania dynamiki obszaru informacyjnego x(<,~(*)),
a konkretnie réwnania dynamiki dla funkcji J(x,~,"{), ~(x,<) i h2(x,"j.t)
okreslajagcych ewolucje obszaru X(f,&(+)). W tym celu dokonamy szeregu
przeksztatcen, ktérych stuszno$¢ wykazemy dalej.

Wprowadzimy pomocniczg funkcje B (x.”.t) w9 wzoru:

3(X-Nt) -<d(* %0 . d(-,t;)>K (6.19)
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Dalej, rézniczkujagc funkcje J3(x,]j.t) wzgledem t i biorac pod uwage (6.14)

i (6.19), a takze roéwnosci:

fetxy LHS*(X.$.t.-()Q-1(x.F.1)S($.'S1.t.1)A'#S1
aji
f(t.t) *(* & (x,t) f(x,t, h)dx

d(tf.t) m /i (x,'t)d(x,t ,<)dx
&

J K(t ,t)d(x ,t ., <) - 33 f(t x A)sd(x ,t."0dnrdt «th(X Ct)dj
0 0.4 a

dla funkcji 3(x,n.'t) otrzymamy roéwnanie:
-jcK3(*.s.o0
* k1 / [f(t.t.irl)-P3)(x.51.<)]*R(51.j2.i) x
S

[f~.i.Jat-eJKj.Ja.0jdJjdJs, (6.20)

Ze wzoru (6.18) mamy, ze

ti
J>(x.J.t) =J J S, (x.J1.t.'/)0-1(x.J.t)S(3f .~.t.0d~dt -®(x.$.t) (6.21)
)¢
Stad
A_P(Xr/\vt) |) *7 (X.J.<)JA -
- M2 LD*RIG A 2.m CiN2.0)d A dj2 ¢ Q(x.j.t) (6.22)

3iQ

Analogicznie mozna wyprowadzi¢ réwnania dla funkcji % (x ,i,) ¥ h2(x.”,t):

Ey(x.i) .tFx¥é(x.<) 4 kX f p(x.'$1.0)€*R-1($1.$2.1) X
£ gt

<["ej2.t) -7072.<)]d"2 (6-23)
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JAh2(x.$.1) = K2[th(x,t) -t V(x.f)]*R(x.~.-ii)[*(I") -«2($,<)] (6.24)

Réwnania te do rozpisaniu do postaci skalarnej przyjmuje postaé¢ ukta-
du podanego w tezie. Maje one posta¢ analogiczne do réwnan filtru w przy-
padku dziatania zaktdécen o charakterze ™"biatych szuméw™. Jednak interpre-
tacja wynikéw uzyskanych przez ich rozwiezanie jest zupetnie inna, niz to
miato miejsce w tamtym przypadku. Obecnie estymata nie jest jeke$ Jedne
optymalne w sensie $redniokwadratowym trajektorie, tylko Jest trajektorie

przechodzece przez $rodki elipsoid zawierajecych zbiér optymalnych tra-

jektorii. Parametry tej elipsoidy, a konkretnie maksymalne jej pétos,
mozna wyznaczy¢é rozwiezujec dodatkowe rdéwnanie (6.24) i wykorzystujac wzdér
(6.11) .

6.3. Wyznaczanie eetymaty i obszaru Jel wystepowania

Estymata, Jak Juz powiedziano. Jest w tym przypadku zbiorem trajekto-

rii nalezecych do pewnej elipsoidy. -Srodek tej elipsoidy (x,i) mu(x.i)
opisuje roéwnania (6.7). Poniewaz maje one posta¢ identyczna Jak w przy-
padku filtru sformutowanego dla orzypadku zaktécen losowych o charakterze
“biatych szumoéw (patrz § 4), wiec rozwiezenla tych rdéwnan otrzymane w
§ 4.3 dla przypadkéw stacjonarnych (réwnania (6.8) se stacjonarne) pozos-
taje stuszne i w przypadku modelu filtru minineksowego. Trajektoria bede-
ca rozwiezaniem rownan filtru (6.7) okreéla zmiany potozenia S$rodka elip-
soidy zawierajecej eatymate. Parametry tej elipsoidy,a konkretnie Jej

maksymalna pdétos$, moze byé wyznaczona ze wzoru:

i1(x,5><) »y jNi(x,£,<) - h2(x

Funkcje h2(x,”~,"'<) mozna wyznaczy¢ catkujec roéwnanie, czyli:
i

h2 (x,J,t0 - ~J7~z~M.t) - yjQ ,t)] r(x,J ,t) [z(x,t) -y 1(x,t)Jdt (6.25)
0

a maksymalna warto$¢ wtasne Aj operatora P (x,M,ti z relacji Jtj (?)

= maxX(6) Przy czym warto$ci % wyznacza sie z wyznacznika

dot || 3>v1. W> -A| - O
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gdzie

<I>vi,vi> . JJ v*(x,[)D(x.],?)vi (cr)d*d(

a Vj(x.~) jest pierwszym wektorem wiasnym zagadnienia brzegowego opisa-
nego uktadem réwnan (4.8).

W przypadku nlestacjonarnos$ci réwnan (6.8), przy rozwigzywaniu ich
trzebe postuzyé sie metodami numerycznymi (np. metode réznic skonczonych).
Najwygodniej najpierw zdyskretyzowaé¢ zagadnienie metode Ritza-Galerkina i
sprowadzi¢ Je do uktadu réwnan roézniczkowych zwyczajnych, a nastepnie za-
mieni¢ na uktad réwnan réznicowych, uzyskujec wtedy dyskretny w czasie
wariant filtru. W pewnych przypadkach mozna skorzysta¢ takze z metody per-
turbacji (patrz § 4.3).

Reasumujec. rozwigzanie uzyskane dla minimaksowego filtru sa analo-
giczne Jak dla klasycznego filtru w przypadku zaktécen "biatymi szumami®,
jednak ich interpretacja Jest zupetnie inna. W przypadku bowiem filtru
minimaksowego wszystkie trajektorie zawarte w optymalnej elipsoidzie se w
pewnym stopniu optymalnymi estymatami stanu uktadu dynamicznego. Estymata

jest wiec wtedy zbiorem (elipsoida) trajektorii, a nie Jedne trajektorie.



7. ZASTOSOWANIE TEORII. PRZYKLADY OBLICZENIOWE

7.1. Estymacja drgan pretéw
Rozpatrzymy obecnie zastosowanie zaprezentowanej w poprzednich roz-
dziatach teorii do badania drgan konkretnych uktadéw o statych roztozo-

nych, jakimi sg prety. Najpierw bada¢ bedziemy drgania poprzeczne pretéw
o 6tat6j grubos$ci, opisanych réwnaniem (oatrz § 2.1):

F —2 u(x.t) + 2npF ~ u(x,t) e EI u(x.t) « f(t.* (7.1)
1t~ «X

przy warunkach brzegowych opisujacych swobodne podparcie brzegéw preta:

Ulx=0 = u|x=i 0
(7.2)
VD x=0 - 2 UXT] x-l < 0
- i zerowych warunkach poczatkowych:
u(x.0) «” u(x,0) =0 (7.3)

Zatozymy, ze na uktad dziataj? tylko zaktécenia losowe o charakterze "bia-
tych szuméw', oosiadajece nastepujace charakterystyki:

E[f(*+*5] «0. EAt.tf)] =0

E[f(t.T)f(t.f)] = gqo5D(t-")
(7.3)
E[f(1' T b? Vd * 0
qdzie 9qQ i rQ se pewnymi statymi dodatnimi, charakteryzujgcymi Doziom
zaktécen losowych.
T&k wiec rozwigzanie doktadne réwnania stanu (7.1) (tzn. rozwigzanie. w

orzypadku gdy nie ma zaktécen losowych w uktadzie) jest zerowe. Przeana-
lizujemy obecnie zachowanie sie estymaty w stosunku do tego rozw*azenin w
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funkcji poziomu zaktécen losowych. Réwnania opisujace optymalny filtr ma-

ja w tym przypadku posta¢ (patrz § 4.2):

&V*.t) -V2(.t) */ ] RE)CL-  «(Iim) -A2'«i|]-Ms
00 0

N22(X,t) - - y1(x.t)-- 2ny2(x,t) + (7.4)

-JA
00

- przy warunkach brzegowych:

* «
:![ x»0 ?Il *.L

y~.t) Vi(x.t)
Sx* x=0 ©x
(7.5)
x-0 [ x«i
) « —j y2(x,t)
i? y2(x,t) .o * x-t
i poczatkowych
y1(x,0) » ?22(x,0) - O (7.6)

a nieliniowe roéwnania rézniczkowo-catkowe tyou Riccati, z ktérych wyzna-

cza »ie nieznane operatory Pxi<(x-5't)" it =12



| pu (x |"i =2P21(x.~t) -ff -~
oo o]
Mt B2I1(x-8"t' " P22(x'$-1t) - JF P« A~ -J . %}t * 2nP21(K.J.t)
-dJ 1d$2 .7
0o
Htop22t*0.*%» m- | F[ A * AL QARG - AnP22(X'$ o%)
’/O% <§ld$
wraz 7 warunkami brzegowymi
Pn (x.J.t)  _, =pu (x.~t)] i =0
P2I(X.J.1) yo0 - pai(x~-°| yox — 0 (7.8)
P22(x-~-t) x»0 ~ PR2(*.3.01 =0
~2
c2
u(x.$.t * A
57 PV ) x=0 mgs phY (x5
s2
P2 P2i(Xx-X«t) x=C *s (7.9)
*2
)7 p22(*.J-»t x=0 )]
- i warunkami poczatkowymi
PAU.A.0) . P21(x.J.0) - p22(x.J.O0) ' 0 (7.10)

W Drzypadku gdy estymacje drgan preta prowadzi sie przy duzych czasach
t. (t—=®), mozna sie postuzy¢ stacjonarnymi nieliniowymi réwnaniami réz-
niczkowo-catkowymi typu Rlccati:

2p12(

Pr(x-M- PJF PHE(X-'P - 2"P21(x P -/0 /O —1— ANloar2 -0

f2[~* P21(x-~ * PI(x~] - 4nP22(x-7 -
-f ] n J L . ® (7.11)

Tylko ten przypadek bedzie w dalszym ciegu tego rozdziatu analizowany.
Rozwigzania stacjonarnych nieliniowych réwnan Riccati poszukiwaé¢ bedziemy
metode Ritza-Galerkina i w tym celu przedstawimy rozwiezanie w postaci

kombinacji liniowych:

o o#f f D

NG - £»f fsif ~

m«l

p22(-$>

Funkcje u f. sin —§— [ se unormowanymi funkcjami wtasnymi zagadnienie gra-
nicznego (7.1-7.3).

Nieznane wspoétczynniki JaT](ostrz fi 4.3) se rozwiezaniami dodatnimi i
rzeczywistymi uktadu réwnan algebraicznych

2 - 4n(ti3%]+2n)a -co% ]:I’ aOm~ —mal - - K - 0. (7.13)
PF ro

* Z
a wspotczynniki bmJ wrznBcza r8lac.li:

@ 19



W Drzyoadku gdy poziom zaktécen losowych obaerwacji jest wysoki i wspdt-
czynnik rQ przyjmuje duze warto$ci, mozna odrzuci¢ te wyrazy w réwna-
niach (7.13), w ktérych wystepuje wspoétczynniki {8mj z trzeci9 1 czwar-
ta potege. Wtedy bowiem te wyrazy przyjmuje bardzo mate wartos$ci, bliskie
zeru.

Uktad réwnan (7.13) przeksztatci sie wtedy w uktad réwnan algebraicz-

nych kwadratowych, ktérych rzeczywista i dodatnie rozwigzanie wyrazaja sieg
wzorem :

-2n(toZ*2n) +Y4n2(w™+2n)2 +

am * T (7.17)
wm
Podstawiajec ppwyzsze rozwiezania do relacji (7.14) i (7.15) okres$lone zo-
«tane rowniez wspotczynniki 1 {cm]

Przejdziemy obecnie do wyznaczenia estymaty u(x,t) , Réwnanie obserwa-
cji stanu ma postac:

z(x,t) = u(x,t) & A.~N(t,y), x e R"1, t t R* (7.18)

Zatézmy dl» utatwienia dalszych rozwazan taki szczegélny przypadek loso-
wy, ze na uktad nie dziata zadne zaktécenie losowe f(t,ij). Wtedy

u(x,t) =yl(x,t) * O

Sted w tym przypadku

p- z(t-t> m& 7 (t<f)

Poniewaz ~ V jest procesem stochastycznym o charakterze “biatego
szumu', najwygodniej, w celu uproszczenia obliczen, aproksymowa¢ po za
pomoce procesu stochastycznego szerokopasmowego. tatwo zauwazyé, ze funk-
cja korelacji

- 05 -

= ro*D(t-*)

stanowi graniczna przejs$cie funkcji korelacji:

K_(t,<) - | (7. 19
gdy of — «e
Stad szerokopasmowe procesy stochastyczne p funkcji korelacji no-
ga w granicznym przejs$ciu stanowi¢ aoroksymacie "biatego szumu" W tv»
orzypadku

(xR limof e (y)« A%, (7.20'

czyli zbidr jego realizacji stanowi¢ bede eksponenty wzgledem czasu t

bardzc duzych wyktadnikach O . | take tez aproksymacje “"biatego szumu"
przyjmiemy w dalszych naszych rczwazaniach. Po podstawieniu realizac 1
procesu stochastycznego ~ ~(*-T) danej wzorem (7.20) do wyrazen (4.83'
i (4.84) (patrz § 4.3) i wykpnaniu pdppwiednich catkowan, otrzymamy osta-

tecznie nastepujece konhcowe wzory na estymate:



gdzle

nm " ¥<*m + 2n)

*K b2 - (@Em* - "7 172

Al . 2{26mftn + <* 1?2, * - "LAj
m " 4"m + (fmt % i2n”
BL 2f2% (2 +tom- t ~(n-n.))}

4nm+ («m t <m + 2n)?

A2 . t [:>(n-n3 -7~il[A, t (2n-nc~*m]l
" ANR* mtm e -)

B _Azv **1 * 2d }
m 4npit  (§pt+oent
Przyjmijmy nastepujace wartos$ci cyfrowe paranetréw:

9= 7800 foH
LmJ

i*i M
R = 0.01 [m]

n . 0.5 [i]

g « 1000

rQ * 1000, 1500. 2000
| =|jER2

F = 3JR?
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Na rys. 3 przedstawiono przebiegi w czasie estymety drgan tego oreta
orzy réznych poziomach zaktécen obserwacji r , a statym poziomie zakto-
cen uktadu. Estymata ma posta¢ zanikajacych wraz z czasem oscylacji daza-
cych przy t— »o0 do zera. Amplituda tych oscylacji jest tym wieksza, im
mniejszy jest poziom zsktécen r
Uzyskane wyniki moge byé réwniez zinterpretowane na gruncie teorii mini-
maksowej estymacji opisanej W § 6. Przyjmujec w réwnaniach(6.7), (6.8)

k » 1 i zapisujec obszar wysteDowania zsktdécen losowych W postaci nie-

rownoséci catkowej:

JEf(t)qQ f(t) (t)ro inr(t)yddt ~ fl. (7.23)
0]
mozna zinterpretowac¢ uzyskane rozwigezanie uf(x,t) = yl(x.t) Jako $érodek
pewnej elipsoidy ogrnniczajecej zbiér optymalnych trajektorii stanowieg-

cych estymate.

Przejdziemy obecnie do analizy esfymecji drgan pretéw, w przypadku gdy
zakté6cenia losowe nie maje charakteru "biatych szumoéw" i znane se ich
charakterystyki probabilistyczne (funkcje korelacyjne), Oako przyktad roz-

wazymy drgania wzdluzne preta o statej grubos$ci opisane réwnaniem

2 2
ly u(x.t) + 2n ~ u(x,t) - | %’(2— u(x,t) = (7.24)

przy warunkach brzegowych opisujecych sztywne utwierdzenie brzegéw preta

(7.25)
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i zerowych warunkach poczatkowych
u(x,0) »’d u(x,00 =0 (7.26)
gdzie

F(t.y) f(?t #y)l

Zatozymy, Ze na uktad dziataje zaktdcenia losowe o charakterze periodycz-
nym. posiadajece nastepujace charakterystyki probabilistyczne:

c[f(t,y)l =0, E~t.yl] =0

E£f*(t,y) ?(f, <) » KI*(t-tf) * 62cosj(t-t)
(7.27)
EJyt.yW<.~] =K~"(t-t) =g 6”cosfrit-i)

E[~(t ] *=o

gdzie 67, 62, (> se znanymi parametrami funkcji korelacyjnych, a matym
parametrem. Analize Drzeorowadziny przy bardzo duzych czasach, gdy t-_<*o
i sterowania , 2 wystepujece w optymalnym filtrze bede miaty charak-
ter stacjonarny (patrz 8§ 5.3, relacje (5.26), (5.29) i (5.30)). Roéwnania
filtru dla tego przypadku bede miaty postac:

V1(x,t) * y2(x,t) +fiyt(x)|z(x .t) - V1(x,t)Jd

. . (7.28)
Nyt -1 Y - DyBXE) HAREAXT) -y (XD
(7.29)

x*0
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- i zerowymi warunkami ooczetkowymi:
71(x,0) - y2(x.0) =0 (7.30)
Nieznane sterowania <t(x) i p,(X) wyznaczane se przez rozwiezanie u-
ktadéw réwnan catkowych (5.61) i roézniczkowo-cetko*«ych (5.62) Dodanych w

G 5.3 orzy zatozeniu, ze wysteoujecy tom ooerator L ma postac:

*.>

a warunki brzegowe se takie same jak dla rdéwnania filtru (warunki opisu-

jece sztywne utwierdzenie brzegéw preta). Uktad réwnan (5.61) i (5.62)
rozwigzany zostat metode Ritza-Galerkina i metode perturbacji w § 5.3.
W tym przypadku aproksymujece sterowania i operatory kowariancji kombina-
cje liniowe (5.64) i (5.65), (patrz §8 5.3) maje postac:

21(x1 :]nzg\lTM:SH ",fo

(7.31)

mf -.ff fit t 4
m=0

/\<-V-%FO »fwm - = (7.32)

P21y -%&'.f rif*1'

nieznane wspétczynniki | Bm|" {"mj * |cm |m8" Posta¢ rozwinig¢
a® +£ar + .. n
bm :n,P" +6bﬁ + ... (7.33)

G «G, +&F



przy czym
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A =232(2n+l) + On

882 - bA2
AP ARPh

3 bnitn = SnPh r
K’ *mm - abh e

Smpg%~aq  bS> 2 -
!):0 Iq:O ’ psO q=0

2 Smpgp Ny

m 12 SddAg "fio m Z S gmwav A,
*0 p=0 q=0

* 2 S s.pgA>(Ai™ t agV
p-0 g=C

p=0 q=0
A . 161 _ _ _ < 1
Dla m pJ q, S*pq "oA [m+l'5+q~ m-p + q
a dla m» p lub p =4q, lub m=q
16

mpq jOS[m +p + ql

-39

aM

Podstawiajagc wyliczone na podstawie formut (7.34) wspdtczynniki W
1j% | dla wzoréw (5.79) i (5.83) w § 5.3 oraz biprec pod uwage, ?

[e) gdy, i j m
ifr(t.T) gdy. > - n
a N (t,jf) « a(™)cos”t
po wykonaniu odpowiednich catkowan we wzorze (5.85) uzyskamy

kohAcowy wz6r na estymates

nastepujacy
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2

7X(*.1) li/
ffiro mii

erCo8s/it

- I»2> .1 . »S*

K-«V -*VJW-"™1 r =~

Z formuty (7.35) wida¢, ze ettyMtt J«*t w tym przypadku funkcje

nlczne, ktérej amplituda Jest uzalezniona od poziomu zaktdcen dziataje-

cych na uktad.

Przyjmijmy nastepujece warto$ci cyfrowe parametréw:

p= 7800 S}

*1

R- 0,01 [*]
n- 0.5 [5]
<1
105 ™
m
I -Jt R

fi- 10, 15, 20

Ne rya. 4 przedstawiono przebiegi w czasie estymety drgan tego preta,
przy roéznych poziomach zaktécen obserwacji, a statym poziomie zaktécen
dziotejecych na uktad. Estymats me charakter nie zanlkajecych oscylacji,
ktérych amplituda Jest tym wieksza, Im wiekszy jest poziom zaktdcen ob-

serwacji i Im wieksza jest Ich czestos$¢.

7.2. Estymacje drgan ptyt

Estymacje drgan otyt w obecnos$ci zaktécen losowych mozna wyznaczy¢ w

sposéb s-alogiczny jak dla przypadku drgan pretéw, rozpatrzonego
dziale DODrzednim.

Zaktadajac, ze zaktécenie maje taki sam charakter Jak dla przypadku
drgan pretéw, eozna tatwo zmodyfikowaé¢ pewne wzory i relecje znane juz w
7-1* e« »tuzece do wyznaczenia estymety. Modyfikacje te przedstawimy w
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niniejszym rozdziale. Drgania poprzeczne ptyty o statej grubosci opisuje
réwnanie (patrz § 2.1)

2
e-h u(x,t) + 2ehn ~ u(x,t) + DAAu(x,t) = f(x,t,y), (7.36)

gdzie
x = (x* xMe fl, ¢ R

Zatpzymy, ze warunki brzegpwe opisuje swobodne podparcie brzegéow ptyty,
czyli:

2 2
u -0, ."MNalU+ n U =0, (7,37)
oa »? CS aa
a warunki poczetkowe se zerowe:
u(x,0) =* u(x,0) = O (7.38)
Parametry rQ i qQ zwiezane z Intensywno$¢ie zaktécen przyjmiemy, po-

dobnie Jak poprzednio Jako pewne state dodatnie. Ksztatt ptyty dla upro-
szczenia przyjmiemy jako prostoketny o wyBiarach (o,») x (0,b).
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Roéwnania oplsujece optymalny filtr maje w tyra przypadku postac:

jfc Y1(x.t) - ?2(x,t) +

00O0O O
(7.39)
(x.t) “ - - 2n"2(x,t) +
0000 O L J

X = (x1,x2) e R2

przy czym warunki brzegowe pozostaje takie same Jak dla rdéwnania stanu,

warunki poczetkowe ee zerowe, a nieliniowe rdéwnania réznlczkowo-catkowe
typu Riccati, z ktérych wyznacza sie nieznane operatory P.t(x ,t) maje
postac :

©F P11(x ,t) - 2P21(x,~,t) -

r d3i°5 id32d32
0000 E
" P22 “ 2nP21(x,N,t) -
(7.40)
0000 0
& P22(ICJ-"" - - fS;EV21IX'J', > *i AP21~Ax  *N-*EfR2A* 3 .
00O00O0 0 9 h
Warunki brzegowe i poczetkowe dla réwnan rézniczkowo-catkowych Riccati

(7.40) se analogiczne Jak dla roéwnan filtru. Dla duzych czaséw t(t— <)
réownania Riccati przeksztatcaj? sie do postaci stacjonarnej:

ababn f,1 ,2yl fyl *2 ~1ig2

Hd0b

PR2rY *ANMNX SPU(X'P " 2"P21(X'A

bab, /,1 2y1lv2io rtel V2 -.1 «.2
0000 0
S A AXP2L(X-P ¢ AP 21(x.X)] - »nP22(X,7) -
719 R et T et e
0000 ' ' (7.4)

Rozwiezania stacjonarnych roéwnan roézniczkowo-catkowych Riccati, podobnie

Jak 8 7.1 maje posta¢ kombinacji liniowych:

PU >-T . ... f - o>" - #
I+m»2

p21(." .«! .s*.?22) . (AN S I o« - ok e» 4 N
I+m«2

S22<>C " -r-r» m X )
I+m«2

(7.42)

przy czym nieznane wspoétczynniki | blImj 1 {°Im) wyzn8cza 81? Z na-

stepujacych relacji:
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(7.49)

Wzory te obowigzuje oczywiscie,

podobnie Jak w § 7.1
poziom zaktécen

dla przypadku, gdy
obserwacji

w stosunku do zaktécen

losowych

Jest wysoki
dziatajagcych na uktad i wspoétczynnik rQ przyjmuje duze wartosci.

Formu-
ty aproksymujace optymalng eetymete wyprowadzone w g 7.1 (patrz wzér (7.21),
(7.22)) przeksztatcg sie w tym przypadku do postaci:
2 |
'Im T~T
I+m«2 7Tb (nIB-gr)2 ¢ e\m Im
X e m cosflnt
(nim-oe)t r
é’m
Im A *
(n7-ct)* +e ("Im-*>Z t «L
-n. t
X e einfilBt sm sin iffiL (7.45)
Vo(xX,x2,t) =
o(nlm-~t[ i A Afensi At
2 n (nim-~cose eNsine 1 (nlm -~
Yab I'm
l+m«2 Y8 _ ("Im-~Z + €2m Km-«)2 *«im
Ty -
x e Im co.flnnt -
[("™!,-<*)»melBt ¢ elBco»€lwt ] £|m
Im TT
X . Im »infij~t sin sin (7.46)
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gdzie
on - . i “
Im Blm ro film bIm r0
nim " 2?2 (&Im + 2n)
*1. 2[4(wim * Alm + 2°<»> - («Im + 2">2]1/2
}_ . 2&2ei«PIm ¢ AMmkm o+ [2"m twIm * nl«AnJ

Al" 7~

4L * (£lm + *Im * 2n)2

g = 2Iow _2/>1. +* |m_*_nlmfym

4nlm + <E€Im t <*|. + 2">

. *[2(n"nlm) - «!'m] [~m 1}
i* "

A IT(l‘ilm Pim+ 2n)*

(2n-nIm~Im]

B2 2(2<dmn * Alm * 2<Hm}

N AL b «dm +<Imt 2')2

Przyjmujac nastepujace wartos$ci cyfrowe parametréw:

9- 7800 M

h - 0,01 [m]

£ =2 . 105 ("~

n - O.»H

qQ » 1000

o - 1000, 1500, 2000
e=*["]
b « 1 [m]

&$q a 0,3
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Rys. 5

Na rys. 5 przedstawiono przebiegi w czasie estymaty drgan pityty przy roéz-
nych poziomach zaktécen obserwacji rQ i statym poziomie zaktécen ukta-
du. Uzyskane wyniki nalezy Jednak Interpretowa¢ w rdézny sposéb w zalez-
noé$ci od tego Jaki model filtru zostat zastosowany. W przypadku filtru
klasycznego (zaktoécenia typu "biaty szum™) uzyskana trajektoria Jast es-
tymate, natomiast w przypadku filtru minimaksowego trajektorie ta Jest
Srodkiem elipsoidy bedecej optymalne estymate. Oo aproksymacji rozwigza-
nie problemu optymalnego filtrowania, w niniejszej pracy stosowano metode
Ritza-Galerkina, w ktorej aproksymujece funkcje bazowe stanowity funkcje
wtasne rozpatrywanego zagadnienia granicznego. W rozpatrywanym przykta-
dzie. gdy ptyta miata ksztatt prostokatny i warunki brzegowe opisywaty
swobodne podparcie, funkcje takie tatwo byto dobrac.

W orzypadku gdy ksztatt ptyty i warunki brzegowe se ztozone, dobér ta-
kich funkcji moze byé utrudniony. Stosujec Jednak tzw. teorie R-funkcJi
$ci $le zwiezanych i funkcjami logicznymi ([31]), ([32]) mozna skonstruo-
wa¢ funkcje wtasne dla ptyt o dowolnym ksztatcie i ztozonych warunkach
brzegowych. Sposéb konstrukcji takich funkcji zostat przedstawiony w do-
datku 1, zateczonym na koncu niniejszej precy. Wykorzystujac teorie poda-

ne w 8§ 5 w podobny sposéb mozna tez wyprowadzi¢ wzory i formuty na esty-
mate drgan ptyt. w przypadku gdy dziatajace zaktdécenia losowe nie sa "bia-
tymi szumami™ i znane sg ich charakterystyki probabilistyczne. Wzory te
nie beda tu rozwazane, gdyz sg podobne do tych, jakie wyprowadzono dla

przypadku drgan wzdtuznych preta w § 7.1.

8. PODSUMOWANIE 1 WNIOSKI KONCOWE

Badania drgan konstrukcji interpretowanych Jako uktady dynamiczne o
statych roztozonych, w obecnosci zaktécen losowych, majag berdzo istotne
znaczenie z punktu zastosowan w technice. Moge bowiem dostarczy¢ wielu
cennych informacji dotyczgcych identyfikacji rzeczywistych zjawisk zacho-
dzecych w konstrukcjach. Stosujagc metody optymalnej estymacji (metody op-
tymalnego filtrowania) , mozna uwzgledni¢ | oszacowaé¢ wptyw zjawisk loso-
wych jak i zaktécen w czasie pomoréw, przy czym uwzglednienie tych zja-
wisk Jest niezbedne w celu optymalnego zaprojektowania tych konstrukcji.
Metody optymalnej estymacji w takim ujeciu Jak w niniejszej precy nie by-
ty dotychczas zbyt szeroko stosowane do badanie drgan uktadéw dynamicz-
nych o statych roztozonych ([*]).

W prezentowanej pracy zastopowano trzy modele optymalnych filtréw do
badania drgan uktadéw dynamicznych o statych roztozonych, takich jak pre-
ty i ptyty. Pierwszy model (klasyczny) stanowi filtr rekursywny w sensie
Kalmana i obowiezuje dla przypadku, gdy zektdédcenia losowe majag cha-
rakter "biatych szuméw™. Drugi model, ktéry Jest oryginelnie opracowany
Drzez autora, stanowi zmodyfikowany filtr rekursywny obowlezujecy dla
przypadku, gdy zaktécenia losowe nie se "biatymi szumami™ i posiadaje zna-
ne charakterystyki probabilistyczne. Trzeci model stanowi tzw, filtr mi-
nimaksowy, ktdry nie wymaga znajomos$ci charakterystyk probabilistycznych
zaktécen, a tylko znajomos$ci obszaru ich wystepowania. Otrzymana estymata
jest wtedy pewnym obszarem majecym ksztatt elipsoidy.

Model pierwszy, a wiec filtr klasyczny i model minlmaksowy se do sie-
bie bardzo podobne. Rozwigzania réwnan opisujecych oba filtry cho¢ sa po-
dobne, to maje Jednak bardzo ré6zna interpretacje fizyczne (patrz 8§ 6).
Wniniejszej pracy estymate dla obu tych modeli otrzymano dla przypadku
stacjonarnos$ci nieliniowych réwnan rézniczkowo-cetkowych typu Riccati, co
jest stuszne dla bardzo duzych czaséw t— oo . Przy tych samych zatoze-
niach o stacjonarnoé$ci operatoréw kowariancji btedu filtrowania otrzymano
takte estymate dla modelu filtru, w ktérym zaktécenia losowe nie se "bia-
tymi szumami” (patrz § 5).

Uzyskane rozwiezania pozwolity stwierdzi¢, ze sterowania rdédwnaniem fil-
tru zwiezane z operatorami kowariancji btedu filtrowania pojawiaje sie
nie tylko w cztonach stanowigcych wymuszenie, ele takze i w cztonach re-
prezentujecych ttumienie (réwnania (4.20), (5.26).

Tak wiec istotnym zagadnieniem Jest opracowania efektywnych metod nu-
merycznych estymacji drgan liniowych uktadéw o statych roztozonych w przy-
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padku niestacjonarnych operatoréw kowariancji btedu filtrowania. Inne dal-
sze badania nad zastosowaniem teorii optymalnej estymacji drgan uktadéw

dynamicznych o statych roztozonych wieze sie z rozwojem nastepujacych Kie-
runkéw badan:

1. Sformutowania modali optymalnych filtréw dla badania drgan parame-
trycznych liniowych uktadéw dynamicznych o statych roztozonych.

2. Sformutowania rodell optymalnych filtréw dla badania drgan nieli-
niowych uktadéw dynamicznych o statych roztozonych ze szczegdlnym uwzgled-
nieniem drgan sémrwzbu-Jnych (flutter}.

3. Sformutowania modeli optymalnych filtrow dla badania zagadnien fa-
lowych w o$rodkach ciagtych.

4. Wykorzystanie rcetod teorii optymalnej estymacji do optymelizacji ob-
serwacji drgan uktedcr. dynamicznych o statych roztozonych.

5. Wykorzystanie metod teorii optymalnej estymacji do stabilizacji drgan
stochastycznych uktadéw dynamicznych o statych roztozonych.

DODATEK

Zastosowanie metody R-funkcji do badania drgan uktadéw
o statych roztozonych, o zatozonym ksztatcie

Estymacja drgan konstrukcji o ztozonym ksztatcie, a w szczegélnosci
uktadéw ptytowych przy zastosowaniu rozwigzah uzyskanych w niniejszej pra-
cy wymaga znajomos$ci funkcji wtasnych problemu. Funkcje te mozne otrzymac
wykorzystujec tzw. teorie R-funkcji. Funkcje te wprowadzone po raz pier-
wszy przez W.L. Rwaczewa ([31], [32]) sa $cisSle zwigzane z algebre funk-
cji logicznych. Wniniejszym dodatku przedstawimy sposéb konstrukcji fun-
kcji wtasnych dla dwuwymiarowych obszaréw metode R-funkcji.

Definicja 21: R-funkcje y - f<Xj,x2...xn) Rnazywamy funkcje, ktérej
odpowiada pewna funkcja booleowska F(x, Xp ,.Xn), taka ze spetniona

Jest relacja:

*n>] " EﬁZ(xl), S2 (x2) >(xn)] (D.I.1)
gdzie
0, jesli x <0
S2(x)
1, jesli x >0

Stosujac R-funkcJe mozina za pomoce prostych operacji uzyska¢ réwnanie kon-
turu obszaru o ztozonej geometrii, ktéorych rdédwnania konturu se¢ znane. Wy-

nika to z nastepujecego twierdzenia:

TWIERDZENIE 5 ([31j , [32])

Oesli F(X1,X2 Xn) jest pewne funkcje booleowske, a f(Xj,x2...xn)
- odpowiednia R-funkcja, a funkcje ciegte ,X2.... .»n) &0 okredla-
ja elementarne obszary , 1 - 1.2,..., z ktéorych sktada eie¢ rozwazany

obszar zamkniety £L , okre$lony réwnaniem przeteczagjecym:
([s2 (VI), >n g (D.1.2)

to obszar ten moza by¢ okres$lony nieréwnoscia

Ao (0.1.3)
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Wykorzystujac to twierdzenie nozna zaoisac w postaci réwnania brzegu ob-
szaru A o dowolnej konfiguracji. Obszar ten uzyskujemy przez operacje
mnogos$ciowe na wyjsSciowych obszarach o prostej geometrii i znanych réwna-

niach konturu. Coeracjom mnogos$ciowym nad obszsrami beda odpowiadaé¢ odpo-

wiednie operacje logiczne R-funkcji opisujacej kontur tego obszaru. Naj-

czes$ciej uzywane R-funkcja odpowiadajgca r6znym operacjom logicznym ma;
postac :

vi W 2 *r-hfri &« -h| - 27152)
*1 FT-HTA *M2 F M+ - Witfz)
(0.1.4)
*fi
- l<<*< |
Przyktad: Zapisa¢ réwnania brzegu prostokata o bokach (-e.a) i (-b.b)
%4
+h ? i
|/*x(» - Xﬁ > 0
o -
- 0 fo st
B2 = (b2 - x2) 50
-b
Rownanie konturu ma postac:
co(xlfx2) = * 2 - ow f (0.1 5"
Otrzymane metode R-funkcji réwnanie konturu o>(x1#x2) « O powinno  by¢
znormalizowane do | rzedu, czyli spetnia¢ warunki:
o -1 (d.1.86)
lofl loa

Nowe, znornalizowane roéwnacie konturu mozna otrzymaé¢ ze wzoru:

w! =-p=: » O (0.1.7)
+ J|gradaj[t
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Do dsls”ych rozwazan potrzebne nam pewne operatory bedece przedtuzeniem
operatorow rézniczkowania wzgledem normalnej “J i stycznej i . a mianowi-

cie :

k
() = &5 0% k63 ) )

(0.1 fi)
-0 a . R
de Xl ) (%)
Niech u(x,t) Jest rozwigzaniem dwuwymiarowego zagadnienia granicznego
(4.1-4.3). Wykorzystujac znajomo$¢ réwnania konturu o) (xj,xg) mozna wy-

znaczy¢ funkcje bazowe w pewnej przestrzeni Hilberta. ktére zawsze beda
spetnia¢ warunki brzegowe w obszarze o zlozonej geometrii. Mozna to uczy-
ni¢, rozwijajac poszukiwane rozwigezenle u w uog6lniony szereg Taylora

dookota konturu obszaru Osi . Szereg ten ma postac:

u(x,t) = uo(x,t) e-r u*(x.t)a>k(x) X - (x1,x2)e fi ¢ RI (D.1.9)
k=1
gdzie
u*(x.t) = u*(x.t)
u*(x,t) . ut*! -a)E, y2 - (1}E£-1t)

Jest tzw. normalizantg rozwigzania u wzgledem réwnanie kcnturu s

Ograniczajagc 9ie w rozwinieciu (d.1,9) dc dwu lud najwyzej trzech pier-
wszych wyrazéw i podstawiajgc do warunkéw brzegowych ~ po pewnych prze-
ksztatceniach mozna otrzymaé¢ tzw. strukture rozwigzania, ktéra zawsze spet-
nia warunki brzegowe i noze by¢ przediuzona w gtgb obszaru Si w ten spo-
s6b, te stanie sie rozwigzaniem rozpatrywanego zagadnienia granicznegc
([31], [32]). Zza pomocag struktury rozwigzania ([31], [32]) mozna otrzymac
funkcje bazowe spetniajace zadane warunki brzegowe w obszarze o ztozonym
ksztatcie. Na przyktad dla typowych warunkéw brzegowych drgan ptyt beda
one postaci :

1. Dla sztywnego utwierdzenia catego brzegu:

vim “* Am (0.1.10)
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2. Ola swobodnego podparcia catego brzegu

VIm "u *Im ~ fU?tl.[D2w ,,,0D2 “] - WV  Im (0.1.11)

3. Ola mieszanych warunkéw brzegowych opisujacych brzeg czesciowo szty-

wno utwierdzony (réwnanie konturu Wj) a czesciowo swobodny (réwnanie kon-

turu D2)

w;
Im L WAL X T g DB M+

fi [UI(DAI- * Am W+ Ac®Ir])]

s (2'V +*£*1.4%1]] (D.1.12)

AL" ! 1

przy czym <im(x1l.x2~ * t1(x1® T*(x2”"" TL” Tm " wielomiany Czebyszewa.
Funkcje bazowe mozne przeksztatci¢ w ortonormelne funkcje whajsne za-
gadnlenla granicznego (4.1-4.3). W tym,celu metode Ritza-Galerkina nalezy

wyznaczy¢é cieg wartosci wikasnych ’\1«j " °PBratora L>rozwiezujec wyznacz-
nik

dé6t <LV Im- VKJI> -A <V IB. Vkj? (0.1.13)

Nastepnie nelazy tak przeksztadci¢ w sposéb liniowy fFfunkcje bazowe jvim[

aby byty ortogonalne wg iloczynu skalarnego :

<

{M»- \Kj) NVoamevkas-  *imeVv Im® vki> (0.1.14)

tzn. aby byty fFfunkcjami whasnymi.

Nowe unormowane funkcje wkasne Vjm powinny spe#niaé¢ réwnania
Ny~ Y1V (D.1.15)

Niech ortogonalne funkcje wkasna maje postac:

i. mX cijvkj (D.1.186)
k+J »0
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State clIm wyznaczy¢ mozna metode Ritza-Galerkina, rozwiezujec uktady
kJ
réwnan
£ Ckj <LVKkj- Vpg> *AlIm S Ck ™ < VKJ- Vpg>
k+j-0 k+J-0

czyli wyliczajec wektory whasne } uktadu Ritza-Galerkina (D.1.17)
dla kazdej wartosci whasnej {& imj Nowe, ortogonalne funkcje wkasne V~™m

nalezy unormowaé¢, czyli

_Im
©S tJ /> c " le>
k+J-0 ImcIm vV B
2N ki pq kj * Pd

k+J =0 p+q=0

Se to funkcje whasne spednlajece zadane warunki brzegowe dla obszaru o

z+ozonym ksztatcie.



DODATEK 2

Aspekt eksperymentalny metod teorii estymacji.
Identyfikacja zak¥6cen losowych (C2J)

Przy stosowaniu modelu optymalnego filtru przedstawionego w 8§85 ko-
nieczna Jest znajomo$¢ charakterystyk probabilistycznych zak#écen loso-
wych, a konkretnie Tfunkcji korelacyjnych tych zakdocen. Ildentyfikacja pa-
rametrow funkcji korelacyjnych zwiazanych z tymi zakd#6ceniami Jest bardzo
istotnym problemem. Aby dokona¢ takiej Ildentyfikacji, nalezy przeanalizo-
waé¢ pewne ich wkasnosci, ktéra moge wywieraé¢ wptyw na proces Ich analizy
oraz interpretacje wynikéw. Do najwazniejszych csch charakterystycznych
se zaliczana:

a) stacjonarnosé,
b) wystepowanie sktadowych okresowych,
c) normalnos¢ rozktadu.

Badanie stac¢jonernoscl zakiécsn mozna przeprowadzi¢ za pomoc* testu
nieparametrycznego (testu zgodnos$ci). Wystepowanie sk#adowych okresowych
mozna interpretowa¢ badajec czy wystepuje oscylacje wykresu funkcji kore-
lacji. Natomiast normalno$¢ proceséw stochastycznych reprezentujecych za-
k#6cenie mozna weryfikowaé przez poréwnanie gestosci prawdopodobieastwa
tych proceséw z gestosci« rozktadu normalnego, np. za pomoce testuX . A-
nallze zak#6csn losowych najtatwiej przeprowadzi¢ za pomoce elektronicz-
nej techniki obliczeniowej, wykorzystujec do tsgo calu maszyny cyfrowe,
analogowe lub hybrydowe. Pozwalaj# one na podstawie dyskretnych wartosci
prébek szybko oblicza¢ wartosci $rednich 1 funkcji korelacyjnych. Przy
obliczaniu funkcji korelacyjnych mozna stosowa¢ dwie metody:

1. Konwencjonalne®- estymujece funkcje korelacji za pomoce bezposSred-
nich obliczen $Sredniej I1loczynéw w zbiorze prébek wartosci sygnatu.

2. Posrednie - polegsjece na obliczeniu geatoscl widmowej za pomoce
bezposredniej szybkiej transformacji Fouriera, a nastepnie obliczenie od-
wrotnej transformaty Fouriera wykorzystuje $cisty zwlezek pomiedzy ges-
toscie wldmowe a funkcje korelacyjne.

Otrzymane dyskretne wartosci funkcji korelaeyjnej w nastepnym etapie
aproksymuje sie funkcjami clegtyml.

W formutach opisujecych te funkcje wystepuje pewne stste parametry,
ktére dobierane ee w taki sposéb, aby dyskretne wertoscl eksperymentalne
byty mozliwie doktednie aproksymowane przez aproksymujece TFTunkcje korela-
cyjne formute analityczne. Aproksymacje teke mozna przeprowadzi¢ np. me-
tode najmniejszych kwadratéow.”

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.
18.

19.

20.
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METODY TEORII OPTYMALNEJ ESTYMACJI
W ZAGADNIENIACH DRGAN UKLADOW DYNAMICZNYCH O STALYCH ROZLOZONYCH

Streszczenia

W pracy przedstawiono zastosowania metod optymalnej estymacji do bada-
nie drgan uktadéw dynamicznych o statych roztozonych w obecnosci zaktoécen
losowych dziatajacych tak na uktad jak 1 w przyrzadach pomiarowych. Za-
stosowano w tym celu trzy modele optymalnych filtrow do badania drgan
uktadéw dynamicznych o statych roztozonych takich jak prety i plkyty. Pier-
wszy model (klasyczny) stanowi filtr rekursywny w sensie Kalmena i obo-
wigzuje dla przypadku gdy zakd#o6cenia losowe maje charakter "biatych szu-
méw". Drugi model, ktéry Jest oryginalnie opracowany przez autora stanowi
zmodyfikowany TFfiltr rekursywny obowigzujacy dla przypadku, gdy zak#écenia
losowe nie se¢ "biatymi szumami™ 1 posiadaj« znana charakterystyki proba-
bilistyczne. Trzeci model stanowi tzw. Ffiltr minimaksowy, ktéry nie wyma-
ga znajomosci charakterystyk probabilistycznych zak#6cen, e tylko znajo-
mosci obszaru ich wystepowania, ktéory na ogét jest elipsoide.

Rozwazano podstawowe problemy wystepujece przy stosowaniu tych modsli
z naswietleniem ich wad i zalet. Podano przyktady estymecji drgan w przy-
padku szeregu szczeg6lnych przypadkéw Jak drgania pretow i phyt.

METOAbl TEOPUW OMNTUMANBHO,! OLEEHKW B MPOBJIEMAX
0 KOJNIEBAHUAX AWHAMWYECKWX CUCTEK C MAPAMETPAMW PACMPEAENEHNA

Peszwme

HacTosiyas p:;.6cta ykasbiBaeT 06/acTb NPUMEHEHUS MeTOAO0B ONTUMaSIbHOW OLEHKU
AN MccnefoBaHWsl KonebGaHuin AMHaMUYECKUX CUCTeM C napameTpamu  pacnpegeneHus
npu HanMuuMuM cny4aiHbiX noMex, AeNCTBYWWMX KakK Ha CUCTeMbl Tak U B U3MepuTeNb-
HbiX npubopax. [Ans 3Toil uenu 6bLAM NPUMEHEHb TPU MOAENN  ONTUMAasbHbLIX (MNbTPOB
AN uccnepoBaHus KonebaHuii AMHAMUYECKUX CUCTEM C napamMeTpamu pacnpepeneHus,
TakKUX KakK CTepXHW U nauThl. MepBas mogenb (Knaccuuyeckas) sBnsetTca no Kanbma-
HY PEKYPCUBHLIM (GUALTPOM U AelicTBYeT Torfa, Korpga crydvaiHble nomMexu npuHUManT
BuA "6enbix wymoB™. BTopas Mogenb - KoTopas Bnepsble 6bi1a pa3paboTaHa aBTOPOM
- 9TO MOAMDMUMPOBAHHLIA PEKYPCUBHLIA GUAbTP, AelicTBywwWwWiA Torga, Korga cnydabi-
Hble MoMexu He sBAAKTCA ''GenbiMM wymamu™ u o6najanT WU3BECTHbLIMU BepoSTHOCHMHbI -
MW XapaKTepucTukamu (CBOWCTBaMM Teopuum BepPOATHOCTW) . TpeTbAa Moaens - 37O,
TaK Ha3blBaeMmblii, MWHWMAKCHbI (QUABLTP, KOTOPbLIA He TpebyeT 3HaHUS BepPOSITHOCTHA
CBOWCTB nomex, TpebyeT nuwb 3HaHWA 06/1acTU UX MNPUCYTCTBUS, KOTopas Yalle Bce-
ro siBNSieTCA 3N1UMNCONAO0M.

BblIM pacCMOTpPEeHbl OCHOBHble NpPo6/aeMbl BhiCTynawwuWe B C/yyae MNpPUMEHEHUS 3TUX
Mogeneii C OAHOBPEMEHHbLIM YKa3aHWEM WX HEeAOCTATKOB M MNpeuMywecTB. [JaHbl npume-

pbl OUEHKM KonebaHWili Ansi paga ocobbLiX Cry4yaesB, Hanpumep Kosie6aHusi CTepxHel u
namT.



METHODS OD OPTIMAL ESTIMATION THEORY IN PROBLEMS
OF DYNAMIC SYSTEMS VIBRATIONS WITH DISTRIBUTED PARAMETERS

Summary

The dissertation presents the application of optimal estimation me-
thods in investigating of dynamic systems vibrations with parameters dis-
tributed in the presence of random interference acting on both the system
and measuring instruments. Three methods of optimal filters were used to
investigate dynamic systems vibrations with distributed parameters such as
rods and plates. The first model (the classical one) is a recursive fil-
ter in the sense of Kalman and Is obligatory for the case when random in-
terference has the charakter of "white noise”. The second model, which is
originally worked out by the author, is a modified recursive Tfilter which
is obligatory for the case when random interference is not '"white noise"
and when it has known probabilistic characteristic curve. The third model
is the so-called mInl-max filter which does not demand the knowledge of
characteristic curve of probabilistic Interference but only the knowledge
of area of their occurence, which 1is generally an ellipsoid.

Fundamental problems which occurred while applying these aodels were
considered explicating the models®™ shortcomings and advantages. Example
of vibrations estlmetlon in many particular cases such ss rods and pla-
tes were presented.
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