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i. WPROWADZENIE

W w i e l u  p r o b l e m a c h  t e c h n i k i ,  a w s z c z e g ó l n o ś c i  t e c h n i k i  r e k i e t o w e j  i  

l o t n i c z e j ,  z a c h o d z i  k o n i e c z n o ś ć  b a d a n i a  d r g a ń  l o s o w y c h  u k ł a d ó w  d y n a m i c z 
n y ch  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  J a k i m i  s ą  k o n s t r u k c j e  c i e n k o ś c i e n n e .  P r z y  ba 

d a n i u  d r g a ń ,  np .  l o t n i c z y c h  k o n s t r u k c j i  p r o t o t y p o w y c h )  w y s t ę p u j e  k o n i e c z 
n o ś ć  o s z a c o w a n i a  wpływu z a k ł ó c e ń  o  c h a r a k t e r z e  l o s o w y m ,  p o j a w i a j ą c y c h  s i ę  

w p r z y r z ą d a c h  p o m i a r o w y c h ,  a t a k ż e  b e z p o ś r e d n i o  o d d z i a ł u j ą c y c h  na k o n 

s t r u k c j ę .  O s z a c o w a n i a  t e  można u z y s k a ć  w y k o r z y s t u j ą c  t e o r i ę  o p t y m a l n e g o  

f i l t r o w a n i a ,  p r z y  czym s z c z e g ó l n i e  u ż y t e c z n y  J e s t  mo de l  e s t y m e c j i  p r z e d 

s t a w i o n y  p r z e z  Kalmana i  B u c y ' e g o  ( [ 15 ]  , ( l 6 j ) .  Metoda  o p a r t e  na tym mo
d e l u  p o s i a d a  z a s a d n i c z ą  p r z e w a g ę  nad I nn ym i  me to d am i  o s z a c o w a ń .  P r ze w a g a  

t a  w y n i k a  z  r e k u r e n c y j n e g o  c h a r a k t e r u  u z y s k i w a n y c h  z a  pomocą t e j  m e t o d y  

o s z a c o w a ń ,  c z y l i  e s t y m a t y ,  g dy ± obserwacje w m i a r ę  Jak  n a p ł y w a j ą ,  s ą  na 

b i e ż ą c o  w y k o r z y s t y w a n e  do  k o r y g o w a n i a  t e j  e s t y m a t y .  D z i ę k i  t emu u z y s k u j e  

s i ę  z n a c z n ą  o s z c z ę d n o ś ć  w p r a c o c h ł o n n o ś c i  o b l i c z e ń  n u m e r y c z n y c h .  P o d s t a 

wowymi ,  t ypo w y mi  k o n s t r u k c j a m i  n o ś n y m i ,  k t ó r e  n o gą  b y ć  I n t e r p r e t o w a n e  J a 
ko u k ł a d y  d y n a m i c z n e  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  s ą  s l e m e n t y  p r ę t o w e  i  p ł y t o w e .

F i l t r o w a n i e  z a k ł ó c e ń  losowych dla tego typu układów przedstawione z o s t a ł o  w n i 
n i e j s z e j  p r a c y .  Ze w z g l ę d u  na f a k t . ż e  z a g a d n i e n i a  g r a n i c z n e  d r g a ń  u k ł a 
dów o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  s ą  o p i s a n a  p r z e z  r ó w n a n i a  r ó ż n i c z k o w e  c z ą s t k o w e  

w r a z  z  warunkami  b r z e g o w y m i  1 p o c z ą t k o w y m i ,  k o n s t r u k c j ę  o p t y m a l n e g o  f i l 

t r u  t r z e b a  p r z e p r o w a d z i ć  w n i e s k o ń c z e n i e  w y mi ar o wy c h  p r z e s t r z e n i a c h  H i l -  

b e r t a .  B a d a n i a  w tym z a k r e s i e  o d n o ś n i e  do równań r ó ż n i c z k o w y c h  c z ą s t k o 

wych  z  p i e r w s z ą  p o c h o dn ą  w z g l ę d e m  c z a s u  p r o w a d z i l i  H. K us hn er  ( [ l 9 j , [2o ] ) ,  

P . S .  Knopow i  L. G.  Bażenow.  ( [ l ]  , [ 21]  ) ,  S . G .  T a a f e s t a s  ( [ 3 8 4 4 4 ]  ) , A. B e n -  

s o u s s a n  ( [ 3 ] ) .  3 . H .  S e l n f e l d  ( [ 3 5 ] ) ,  a t a k ż e  R. C u r t a i n  i  I c h i k e w a  ((7 , 8]).
W p r a c a c h  t y c h  n a j c z ę ś c i e j  r o z p a t r y w a n o  p r o b l e m  o p t y m a l n e g o  f i l t r o w a 

n i a  w z w i ą z k u  z  opty ma ln ym s t e r o w a n i e m  u k ł a d a m i  d y n a m i c z n y m i  o p i s a n y m i  

p r z e z  p a r a b o l i c z n e  s t o c h a s t y c z n e  r ó w n a n i a  r ó ż n i c z k o w e  c z ą s t k o w e .  W p r a c y  

A. S e n s o u s s o n a  ( [ 3J ) p od an o  r ó w n i e ż  m e to d ą  d e k o m p o z y c j i  d r o g ą  r o z w i ą z a n i e  

p r o b l e m u  o p t y m a l n e g o  f i l t r o w a n i a  u k ł a d ó w  o p i s a n y c h  p r z e z  r ó w n a n i a  r ó ż 
n i c z k o w e  c z ą s t k o w e  z  d r u g ą  p oc h od n ą  w z g l ę d e m  c z a s u .  W sz y s t k i e  t e  p r a c e  d o 

t y c z y ł y  w z a s a d z i e  z a g a d n i e ń  f i l t r o w a n i a  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  o  c h a r a k t e r z e  

" b i a ł y c h  s z u m ó w ' ,  c c  s t a n o w i ł o  p ow a żn e  u p r o s z c z e n i e  p r o b l e m u ,  g d y ż  6ą t o  

p r o c e s y  f i z y k a l n i e  n i e r e a l i z o w a l n e .  Z n a c z n i e  b l i ż s z e  r z e c z y w i s t o ś c i  mogą  

b y ć  t e  m o d e l e  o p t y m a l n e g o  f i l t r o w a n i a ,  k t ó r e  u w z g l ę d n i a j ą  z a k ł ó c e n i e  l o 

sowe  o c h e r a k t e r z e  t z w .  " k o l o r o w y c h  szumów".  Oednak p r z y j ę t y  w t e d y  k l a 
s y c z n y  mo de l  f i l t r u  Kelmana s t a j e  s i ę  b a r d z o  s k o m p l i k o w a n y ,  g d y ż  p o w i ę k 
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s z a  s i ę  u k ł a d  równań r ó ż n i c z k o w y c h  c z ą s t k o w y c h  o p i s u j ą c y c h  t e n  mo de l  i  

w z r a s t a j ą  g w a ł t o w n i e  t r u d n o ś c i  w p r o c e s i e  n u m e r y c z n e g o  r o z w i ą z a n i a  t e g o  

p r o b l e m u .  O p t y m al n y  f i l t r  K a l m s n a - B u c y  w u j ę c i u  k l a s y c z n y m ,  j a k  w i d a ć  

wymaga z n a j o m o ś c i  c h a r a k t e r y s t y k  p r o b a b i l i s t y c z n y c h  d z i a ł a j ą c y c h  z a k ł ó c e ń  

l o s o w y c h .  W w i e l u  p r o b l e m a c h  t e c h n i k i  w y z n a c z e n i e  t a k i c h  c h a r a k t e r y s t y k  

j e s t  t r u d n e  l u b  w r ę c z  n i e m o ż l i w e .  D o ś ć  ł a t w o  n a t o m i a s t  możne o s z a c o w a ć  o b 
s z a r ,  w k tó r y m  t e  z a k ł ó c e n i a  w y s t ę p u j ą .  I n f o r n e c j e  t e  mogą b yć  w y k o r z y s 

t a n e  do k o n s t r u k c j i  t z w .  " m i n i m a ks o we g o  f i l t r u " ,  k t ó r y  p o z w a l a  o s z a c o w a ć  

o p t y m a l n ą  e s t y « i a t ę  w s e n s i e  ś r e d n l o k w a d r a t o w y m , a t e k ż e  o s z a c o w a ć  o b s z a r ,  

w ś r o d k u  k t ó r e g o  b ę d z i e  ona w y s t ę p o w a ć .  O b s z a r  t e n  z wany  j e s t  " o b s za r e m  

i n f o r m a c y j n y m " .  S z e r s z e  o m ó w i e n i e  t e o r i i  m i n i m a k s o w e g o  f i l t r o w a n i a  można  

z n a l e ź ć  w p o d s t a w o w y c h  p r a c a c h  S c h w e p p e g o  ( [ 3 4 ] )  i  K u r ż a ń s k i e g o  ( [ l 8 ] ) .  

Z a s t o s o w a n i e m  t e o r i i  m i n i m a k s o w e g o  f i l t r o w a n i a  d l a  u k ł a d ó w  o s t a ł y c h  r o z 

ł o ż o n y c h ,  z a j m o w a l i  s i ę  K. Lee  ( [ 2 4 ] )  i  A.O.  Ha pa ł ow ( f l l j ) .  W p r a c a c h  s w o
i c h  a n a l i z o w a l i  o n i  u k ł a d y  o p i s a n e  p r z e z  r ó w n a n i a  p a r a b o l i c z n e  t y p u  p r z e 

w o d n i c t w a  c i e p l n e g o  z  p i e r w s z ą  p o c h o d n ą  w z g l ę d e m  c z a s u .

W p r e z e n t o w a n e j  p r a c y  p r z e d s t a w i o n o  r o z w i ą z a n i e  z a g a d n i e n i a  o p t y m a l n e 
go  f i l t r o w a n i a  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  d r g a ń  u k ł a d ó w  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  t ak  

w p r z y p a d k u  gdy  t e  z a k ł ó c e n i a  p o s i a d a j ą  z n a n e  c h a r a k t e r y s t y k i  p r o b a b i l i s 
t y c z n e  ( " b i a ł e  i  k o l o r o w e  s z u m y ) .  Jak i  w p r z y p a d k u  z n a j o m o ś c i  t y l k o  o b 
s z a r ó w  w y s t ę p o w a n i a  t y c h  z a k ł ó c e ń .

C a ł ą  p r a c ę  p o d z i e l o n o  na o s i e m  c z ę ś c i .  C z ę ś ć  p i e r w s z ą  s t a n o w i  wprowa

d z e n i e .  W c z ę ś c i  d r u g i e j  p r z e d s t a w i o n o  z a g a d n i e n i a  g r a n i c z n e  o p i s u j ą c e  

d r g a n i a  t a k i c h  u k ł a d ó w  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h .  Jak  p r ę t y ,  p ł y t y  i  p o w ł o k i ,  

p o p r z e z  r ó w n a n i a  r ó ż n i c z k o w e  o p e r a t o r o w e  w n i e s k o ń c z e n i e  wymiarowych p r z e 
s t r z e n i a c h  H i l b e r t a .  W t r z e c i e j  z a p r e z e n t o w a n o  m o d e l e  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  

d z i a ł a j ą c y c h  na u k ł a d y  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  J ak o  p r o c e s y  s t o c h a s t y c z n e  

( p o l a  l o s o w e )  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  H i l b e r t a .  S z c z e g ó l n ą  p r z y  tym 

uwagę  z w r ó c o n o  na p r o c e s y  W i e n e r a  i  c a ł k i  s t o c h a s t y c z n e  na p r o c e s a c h  Wi e -  

n e r e  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  H i l b e r t a .  W c z w a r t e j  p r z e d s t a w i o n o  

k l a s y c z n y  m o de l  o p t y m a l n e g o  f i l t r u  K a l ma n a - B u c y  d l a  z a g a d n i e ń  g r a n i c z 
n y c h  d r g a ń  p r ę t ó w  i  p ł y t  w p r z y p a d k u  d z i a ł a n i a  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  

o c h a r a k t e r z e  " b i a ł y c h  sz umów".  P o n i e w a ż  p r o c e s y  t e g o  t y p u  s t a n o w i ą  b a r 

d z o  w y i d e a l i z o w a n y  m od e l  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h ,  w r o z d z i a l e  p ł ą t y m  o p r a c o 
wany z o s t a ł  p r z e z  a u t o r a  nowy m o de l  f i l t r u  u w z g l ę d n i a j ą c y  z a k ł ó c e n i a  l o 
s ow e  o innym c h a r a k t e r z e  n i ż  " b i a ł e  s z u m y ” i  p o s i a d a j ą c e  z n a n e  c h a r a k t e 

r y s t y k i  p r o b a b i l i s t y c z n e .  Mo d el  t e n  w o d r ó ż n i e n i u  od k l a s y c z n e g o  mode l u  

Kalmane d l a  " k o l o r o w y c h  szumów" n i e  wymaga k o n i e c z n o ś c i  g w a ł t o w n e g o  z w i ę 
k s z e n i a  l i c z b y  równań o p i s u j ą c y c h  g o .  W p r z y p a d k u  d u ż y c h  t r u d n o ś c i  w wy
z n a c z e n i u  c h a r a k t e r y s t y k  p r o b a b i l i s t y c z n y c h  z a k ł ó c e ń  ■ l o s o w y c h  d z i a ł a j ą 
c y c h  na u k ł a d y ,  a p r z y  z n a j o m o ś c i  o b s z a r ó w  w y s t ę p o w a n i a  tych z a k ł ó c e ń  moż

na z a s t o s o w a ć  mo de l  t z w .  m i n i m a k s o w e g o  f i l t r u  ś r e d n i o k w e d r a t o w e g o .  W r o z 

d z i a l e  s z ó s t y m  z a s t o s o w a n o  t a k i  f i l t r  do b a d a n i a  d r g a ń  u k ł a d ó w  o s t a 

ł y c h  r o z ł o ż o n y c h ,  t a k i c h  j a k  p r ę t y  i  p ł y t y .  R o z d z i a ł  s i ó d m y  n i n i e j 
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s z e j  p r a c y  p r z e z n a c z o n o  na z a d e m o n s t r o w a n i e  t e o r e t y c z n y c h  m o d e l i  f i l t r ó w  

do  b a d a n i a  d r g a ń  w o b e c n o ś c i  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  k o n k r e t n y c h  e l e m e n t ó w  kon

s t r u k c y j n y c h  p r ę t o w y c h  1 p ł y t o w y c h ,  p r z e d s t e w l e j ą c  w y c z e r p u j ą c e  p r z y k ł e d y  

n u m e r y c z n e .  W r o z d z i a l e  ósmym z e w a r t o  p od su mo wa n ie  i  w n i o s k i  końcowe wy

p ł y w a j ą c e  z  p r a c y .  Na k oń cu  p r a c y  d o ł ą c z o n o  r ó w n i e ż  dwa d o d a t k i .  P i e r w s z y  
z  n i c h  z o s t a ł  p o ś w i ę c o n y  m e t o d z i e  R - f u n k c j i ,  k t ó r e j  z a s t o s o w a n i e  poz wa l a  

b ad a ć  f i l t r o w a n i e  d r g a ń  s z e r s z e j  k l a s y  u k ł a d ó w  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  na 

p r z y p a d k i  u k ł a d ó w  o z ł o ż o n e j  g e o m e t r i i ,  a w s z c z e g ó l n o ś c i  u k ł a dó w  p ł y t o 
wych .  W d r u g i m  z  d o d a t k ó w  p r z e d s t a w i o n o  k r ó t k i e  o m ó w i e n i e  metod i d e n t y f i 
k a c j i  c h a r a k t e r y s t y k  p r o b a b i l i s t y c z n y c h  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  d z i a ł a j ą c y c h  na 
u k ł a d y  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h .



2 .  MODELE ORGAŃ UKŁADÓW DYNAMICZNYCH O STAŁYCH ROZŁOŻONYCH

2 . 1 .  Z a g a d n i e n i a  g r a n i c z n a  o p i s u j ą c e  d r g a n i e  u k ł a d ó w  d y n a m i c z n y c h  o 

s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h

R o z w a ż a ć  b ę d z i e m y  u k ł a d y  d y n a m i c z n e  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  o p i sana  p r z e z  

pewną k l a s ę  równań r ó ż n i c z k o w y c h  c z ą s t k o w y c h  o p o s t a c i :

ł X6ÜCRn
a 0 ( x ) - 2 - ^  u ( x , t )  + a 1 ( x ) ^ -  u ( x , t )  ♦ L u ( x , t )  -  f ( x . t . g ) ,  j  ( 2 . 1 )

®t ‘  * t  e o ■*

g d z i e
V

L(*) U  S  <-D P oPfa (x) Oq(.)l .
p . q < *

( * ) «  < D ( 5 ) ,  a Q( x ) , a L( x ) «  2> (Â)
Pq

o P ( . )  U  — - p- - - " P^  LPl  -  Pa ♦ P2  Pn
« ( X 1 ) 1 a ( x 2 ) 2 . . . s ( x n ) n

J e s t  w l e l o w s k a ż n l k o w y m  sy mb ol em r ó ż n i c z k o w a n i a .

P r z e s t r z e ń  2)(ŚL) J e s t  p r z e s t r z e n i ą  f u n k c j i  p r ó b n y c h ,  na k t ó r y c h  d e f i n i o *  

wane s ą  r o z w i ą z a n i a  u o g ó l n i o n e  r ó w n a n i a  ( 2 .  l )  , ( [ lO]  , [ 2 5 ] ) .  Prawą s t r o n ę  

r ó w n a n i a  ( 2 . 1 ) ,  z w a n t  w y m u s ze n i e m  l o s o w y m ,  s t a n o w i  c z a s o w o - p r z e s t r z e n n e  

p o l e  l o s o w e  f ( x , t , f )  g e n e r o w a n e  p r z e z  p r z e e t r z e ń  p r o b a b i l i s t y c z n ą  ( T . f .  

P) 1 f  * F  g d z i e  r* J e s t  p r z e s t r z e n i ą  z d a r z e ń  e l e m e n t a r n y c h  ( [ 5 0 ] ) .
Ró wn an ia  t a ,  g d y  o p i s u j ą  J a k i e ś  z a g a d n i e n i a  g r a n i c z n e ,  n a l e ż y  r o z p a 

t r y w a ć  w r a z  z  o d p o w i e d n i m i  w a r u nk ami  b r z e g o w y m i ,  k t ó r e  w p r z y p a d k u  g dy  s ą  

l i n i o w e  mają  p o s t a ć :

B u « g ł  x «  D Si  ( 2 . 2 )
O^J«m-l J | 3 a ,  J

g d z i e
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a o Si  j e s t  b r z e g i e m  o b s z a r u  SI i  waru nk ami  p o c z ą t k o w y m i :

u ( x . O )  » u Q( f )  , u ( x , O) = ( 2 . 3 )

Ró wna ni e  s t a n u  ( 2 . l )  wr a z  z  waru nk ami  b r z e g o w y m i  ( 2 . 2 )  i  początkowymi  ( 2 . 3 )  

s t a n o w i ą  t z w .  z a g a d n i e n i e  g r a n i c z n e  p r o b l e m u .  U k ł a d y  d y n a m i c z n e  o s t a ł y c h  

r o z ł o ż o n y c h ,  o p i s a n e  t e g o  t y p u  r ó w n a n i e m !  r e p r e z e n t u j e  s z e r o k ą  k l a s ę  mo

d e l i  d r g a ń  e l e m e n t ó w  k o n s t r u k c y j n y c h .  J e k  p r ę t y  i  p ł y t y .  Rozpat rzymy o b e c 

n i e  s z c z e g ó l n e  p r z y p a d k i  z a g a d n i e n i a  g r a n i c z n e g o  ( l - 3 ) ,  o p i s u j ę c e  d r g a n i e  
t y po w y c h  e l e m e n t ó w  k o n s t r u k c y j n y c h  ( [ l7]  , [37|  , [45|  ) .

1 .  D r g a n i a  w z d ł u ż n e  i  s k r ę t n e  p r ę t ó w  

R ó w n e n i e  d r g a ń  ma p o e t e ć :

a o ( x ) ^ T  “ ( * • * )  ♦ 8 i ^ x ^  “ ( x - t )  " ^ r [ a 2 ^ x ^5T « ( * • * ) ]  “ f ( x , t , t f )  ( 2 . 4 )

X € Si. C R1 , t e  R*

g d z i e  w tym p r z y p a d k u

»-<•> =  ®I[-2<X̂ * > ]

p r z y  czym d l a  d r g a ń  w z d ł u ż n y c h

a 0 ( x )  * 9  F ( x ) , p -  J e s t  g ę s t o ś c i ?  m a t e r i a ł u  p r ę t a ,  F ( x )  -  J e e t  po l em

p r z e k r o j u  p o p r z e c z n e g o  p r ę t a ,  
a ^ ( x )  » 2nBQ( x ) ,  n -  J e s t  w s p ó ł c z y n n i k i e m  t ł u m i e n i e  w i s k o t y c z n e g o ,
a ^ ( x )  » E F ( x ) ,  E -  J e s t  modułem Y o u n g a ,

a d l a  d r g a ń  s k r ę t n y c h

a 0 ( x )  » ę l 0 ( x )  . X ( x )  -  j e s t  b i eg u no wy m momentem b e z w ł a d n o ś c i .  

a 1 ( x )  = 2 n a Q( x )

a 0 ( x )  ■ G I _ ( x )  , G -  j e s t  modułem K i r c h h o f f a .  ć o

Warunki  b r z e g o w e  s ę  u z a l e ż n i o n e  od s p o s o b u  u mo co w a n ia  b r z e g ó w  p r ę t e  i  

i c h  l i c z b a  z a l e ż y  pd r z ę d u  o p e r a t o r ó w  r ó ż n i c z k o w y c h  w y s t ę p u j ą c y c h  w rów
n a n i u .  W p r z y p a d k u  d r g a ń  w z d ł u ż n y c h  i  s k r ę t n y c h  n a j c z ę ś c i e j  maję  o n e  p o s 
t a ć :

a )  D l a  p r ę t a  s z t y w n o  u t w i e r d z o n e g o  na b r z e g a c h :

u | x e 3 f l , °  0  ( 9 d y ż  p r z e m i e s z c z e n i e  b r z e g ó w  p r ę t a  J e s t  równe  z e r u ) .

11

b) D l a  p r ę t a  o e w ob od ny ch  b r z e g a c h

ĵx u | x « 3 SI 0  p r z y p a d k u  d r g a ń  w z d ł u ż n y c h  o z n a c z a  t o  z e r o w e n i e  s i ę
s i ł y  r o z c i ą g a j ą c e j  p r ę t  p ( x , t )  * E F ( x ) ^  u ( x , t )  na 
b r z e g u ,  a w p r z y p a d k u  drgań sk r ę t ny ch  z e r o w a n i e  s i ę  mo

mentu M9 ( x , t )  « G1^ ( x ) ^ r  u ( x , t )  na b r z e g a c h ) .

c )  Ola  p r ę t a  o m i e s z e n y c h  w e r u n k e c h  b r z e g o w y c h ,  n p . n o  j ednym k oń cu  s z t y w 
no u t w i e r d z o n e g o ,  a ns  d r u g i m  s w o b o d n e g o :

uj xOa1 ° ‘ Ł  u x€Dfl,2 = ° '  3.0 0  Aj U 3SL k

2 .  D r g a n i a  p o p r z e c z n e  p r ę t ó w  

R ó wn a ni e  d r g a ń  ma p o s t a ć :

a ( x ) - S _  u ( x , t )  ♦ a .  ( x ) ^ r  u ( x , t )  + [ a „ ( x ) - 2 _ _  u ( x . t ) l  ■ f ( x , t , » )  ( 2 . 5 )
0 0 t 2 1 e t  0 x 2 L 2 0 x 2  J ’

x« J l c R 1 , t 6 R1

g d z i e  w tym p r z y p a d k u

L ( - )
8x L 2 0x J

p r z y  czym

a Q( x )  - p  F ( x )  , p -  J e e t  g ę s t o ś c i *  m a t e r i a ł u  p r ę t e ,  F ( x )  J e s t  po lem  

p r z e k r o j u  p o p r z e c z n e g o  p r ę t a ,  

a j ( x )  ■ 2 n e Q( x ) , n -  J e s t  w s p ó ł c z y n n i k i e m  t ł u m i e n i a ,
e 2 ( x )  » E l ( x ) , l ( x )  -  j e s t  momentem b e z w ł e d n o ś c l  p r z e k r o j u  p r ę t a ,

E -  modułem Younge .

w p r z y p a d k u  d r g a ń  p o p r z e c z n y c h  p r ę t a  n a j c z ę ś c i e j  spo tykene  warunki  b r z e 
gowe ma ję  p o s t s ć  :

a)  D l a  p r ę t a  s z t y w n o  u t w i e r d z o n e g o  na b r z e g a c h

x * 0 , f t ” ©x u | x e O l ł  * 0

( O z n a c z a  t o  z e r o w a n i e  s i ę  na b r z e g u  p r z e m i e s z c z e n i a  i  k ę t a  u g i ę c i a ) .
b) D l a  p r ę t a  s w o b o d n i e  p o d p a r t e g o  na obu b r z e g e c h

x«aa- °- u
©X

* o
x O  IL
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( O z n a c z ę  t o  z e r o w a n i e  s i ę  na b r z e g u  p r z e m i e s z c z e n i a  i  momentu z a i n a j ę -
~2

c e g o  M ( . x , t )  » E l ( x ) - ^ —w u ( x , t ) ) .
3xz

: )  D l «  p r ę t a  o m i e s z a n y c h  w a r u n k a c h  b r z e g o w y c h :

( n p ,  na Jednym k o ńc u  s z t y w n o  u t w i e r d z o n e g o ,  e ne  d r u g i m  s w o b o d n e g o ) .

* °*

-Ł .  u
®x x e 3  o, 0,

i r - l !X6'Ja2

« - I * « * . " 0

3 Jł .  3 ł  3 i l 2

( w a r un e k  -£-y u j xe3^  = 0  o z n a c z a ,  z e  s i ł a  p o p r z e c z n a  T ( x , t )  ■ 

-  El  ( x ) ’2 —t  u ( x , t )  rówr.a s i ę  z o r u  n» b r z e g u ) .

3 - Drg 8n l a  p o p r z e c z n e  p ł y t  

R ó w n an i e  d r a e ń  ma p o s t a ć :

o ( x ) ~ ?  ° ( x ' r ) * s l ^ x - ^  u ( x ' * )  ( D & u ( x , t )  -  ( l —P0 )

T 1 1 ® « 5 0  ( x ) - — u ( x , t ) -  2  —~ — »r D ( X ) — ?• "w U ( *  , t ) ♦
L ( ć x 1 ) 2 O x 2 ) 2 ć) x 0 x Ł ®x 1a ) ?

— ^ 5  9 d ( x ^— _  u ( x , t  )1
( d 7 r  (-s*1)2 J

■ f ( x , t , * j ) ,  x = ( x 1 , x 2 ) e f t c  R2 ( 2 . 6 )
t  € R1

g d z i e

L(• )  g | a ( d a ( - )  -  ( i - ^ ) | - — g 0 ( x ) -  ^  2 M  -
)£ t &x^)'

2 — T ~ j r  D ( x ) — | i ? ( . )  
0X X 0x  3* ( 8x 2 )2

i (x)—
(8x ) J

p r z y  czym

A(*) » (—-̂ -T—W ♦ •—" g ~g ) ( • )
( g y 1 ) 2  ( 8 x  )
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a0 ( x )  - ę h ( x ) ,  ę -  J e s t  g ę s t o ś c i ą  m a t e r i a ł u  p ł y t y ,  h ( x )  -  j e s t  j e j  g r u -  

b o ś c l ą ,
a j ( x ) ■ 2 n a Q( x ) , n -  J e s t  w s p ó ł c z y n n i k i e m  t ł u m i e n i a ,

Eh3 (x1 *■Cm' x ) ■ -----------------< E _ 3 * s <  modułem r o u n g a ,  «? -  l i c z b ę  P o l s s o n a .
12( l~ ^ )  0

W p r z y p a d k u  d r g a ń  c i e n k i c h  p ł y t  s p r ę ż y s t y c h  n a j c z ę ś c i e j  s o o t y k a n e  wa

r u n k i  b r z e g o w e  maj? p o s t a ć :

a )  D l a  p ł y t  s z t y w n o  u t w i e r d z o n y c h  ne c a ł y m  b r z e g u

x o a '  &  u x t 3  Si ( 2 . 7 )

g d z i e  *4 -  j e e t  J e d n o s t k o w y m  w e k t o r e a  normalnym d o  b r z e g u  3 A

( w a r un e k  u 0 o z n a c z a  z a r w a n i e  s i ę  k ę t e  ug i ęc i a  p ł y t y  na b r z e -V*f j 6 J «1*
gu 3 11),

b)  O la  p ł y t  s w o b o d n i e  p o d p a r t y c h  na c a ł y m  b r z e g u

x « 3  i l ( 2 . 8 )

g d z i e  t -  J e s t  w e k t o r e m  J e d n o s t k o wy m  s t y c z n y «  d o  b r z e g u  3 J ł .

(Warunek X€ 3 S i
m M ( x , t )  » O o z n a c z a  z e r o w a n i e  s i ę  n o -

mentu  g n ę c e g o  na b r z e g u  3 a) ,  
c )  D l a  p ł y t  p r z y  m i e s z a n y c h  w a r u n k a c h  b r z e g o w y c h  np .  na c z ę ś c i  b r z e g u  

s z t y w n i e  u t w i e r d z o n y c h  a na c z ę ś c i  s w o b o d n y c n .

<«3^ » o

2 2 

■2-W U ♦ «# , u 
0  BI* X€3t t 0

W 3
U ♦ ( 2 - J  )'

( 2 . 9 )

(Warunek o s t a t n i  o z n a c z a  z e r o w a n i e  s i ę  s i ł y  p o p r z e c z n e j  r ( x , t )  na b r z e 
gu 3 sl2 ) .

4 .  D r g a n i a  p o p r z e c z n e  p ł y t  o r t o t r o p o w y c h

W p r z y p a d k u  d r g a ń  p ł y t ,  w k t ó r y c h  w ł a s n o ś c i  s p r ę ż y s t e  p r z y  z g i n a n i u  ».• 
r ó ż n y c h  k i e r u n k a c h  p o s i a d a j «  r ó ż n a  w ł a s n o ś c i ,  mamy do  c z y n i e n i a  z  p ł y t a m i  

a n i z o t r o p o w y m i .  S z c z e g ó l n y  p r z y p a d e k  p ł y t  a n i z o t r o p o w y c h  s t a n o w i ę  p ł y 
t y  o r t o t r o p o w e .  C h a r a k t e r y s t y c z n a  c e c h «  t y c h  p ł y t  J e s t  t o .  ż e  i c h  w ł a s -
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n o ś c l  s p r ę ż y s t e  ma ję  t r z y  p ł a s z c z y z n y  s y m e t r i i ,  z  k t ó r y c h  J e d n e  l e ż y  w 

p ł a s z c z y ź n i e  p ł y t y .  R ó w n a ni e  d r g a ń  p ł y t  o r t o t r c p o w y c h  ma p o s t a ć :

*-4 4
DiT— 1 7 7  u ( x - 0  + 2D3r — u ( * , t )  + D0— d ■ u ( x , t )  +

(©X1 ) ( S x  ) ( 3 x  ) ^  2 ( ©x 2 ) 4

♦ 2<jhn u ( x , t ) * y  h u ( x , t ) « f  ( x  . t  j f)

W p r z y p a d k u  p ł y t y  p r o s t o k ą t n e j  o o s i a c h  o r t o t r o p i i  r ó w n o l e g ł y c h  do  o s i
w s p ó ł r z ę d n y c h  m a n y :

Exh3 E h 3 ó h3

0l " l2 T r :W ^ 7 '  °2 ‘  Tfe(l^ o x ^ o y r  " 3 "

g d r i e  Ex , Ey . 6 x y  . ^ ox  • o y  -  s t a ł e  s p r ę ż y s t e  c h a r a k t e r y z u j ą c e  o r t o t r o -
p i ę  p ł y t y .

W p r z y p a d k u  d r g a ń  p ł y t  o r t o t r o p o w y c h  w a r u n k i  b r z e g o w e  n a ło ż o n e  na p r z e 

m i e s z c z e n i a  u ( x , t )  s ę  a n a l o g i c z n e  j a k  d l a  p ł y t  i z o t r o p o w y c h  r o z p a t r y w a 
n y ch  w p u n k c i e  3 .  Ró wna ni e  d r g a ń  o b o w i ę z u j e  o c z y w i ś c i e  d l a  p ł y t  o r t o t r o -  

powych o s t a ł e j  o r y b o ś c i .  W p r z y p a d k u  gdy  p r t o t r o p i a  J e a t  spowodowana  s a 

mym u k s z t a ł t o w a n i e m  p ł y t y  p r z e z  w p r o w a d z e n i e  ż e b e r  d o ś ć  g ę s t o  i  w r e g u 
l a r n y c h  o d s t ę p a c h ,  a m a t e r i a ł  j e s t  j e d n o r o d n y ,  s t a ł e  D ^ , D2  i  Oj o b l i c z a -  
ne  s ę  z a  o o n o c ą  r ó ż n y c h  i n n y c h  wzo ró w.

Ol a p ł y t y  w z m o c n i o n e j  ż e b r a m i  w Jednym k i e r u n k u ,  np .

Oj .  D2 -   T ~ 2 “ > Oj -  — I t L -  * ń .
i 12 ( I--#2 ) *1

g d z i e :

e ' -  moduł  s p r ę ż y s t o ś c i ,

I -  moduł  b e z w ł a d n o ś c i  u s z t y w n i e ń .

2 . 2 .  S f o r m u ł o w a n i e  z a g a d n i e ń  g r a n i c z n y c h  t e o r i i  d r g a ń  w t e r m i n a c h  a n a 
l i z y  f u n k c j o n a l n e j

U k ł a d y  d y n a m i c z n e  o a t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  o p i s a n e  r ó wn a n i e m  ( 2 . i ) ,  moga 

b y ć  i n t e r p r e t o w a n e  j a k o  r ó w n a n i a  r ó ż n i c z k o w e  o p e r a t p r o w e  w p r z e s t r z e n i a c h  
B a n a c h a ,  o p o s t a c i :  ( [ l O ]  , [23]  , [ 2 5 ] .  [ 2 6 ] )

d t

u ( O )  = UQ . g y  u(o) (2.10)
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Taka i n t e r p r a t a c j a  równań r ó ż n i c z k o w y c h  c z ą s t k o w y c h  wymaga j e d n a k  wprowa
d z e n i a  z ł o ż o n y c h  p r z e s t r z e n i  f u n k c y j n y c h  p w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  

B a n a c h a .  D r g a n i a  b ow i em,  u k ł a d ó w  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h .  Jako p r o c e s y  n i e 
s t a c j o n a r n e ,  p r z e b i e g a j ą c e  w p r z e s t r z e n i  ne  p r z e d z i a l e  c z a so wy m [ o . f ] ,  

można i n t e r p r e t o w a ć  j a k o  f u n k c j e  c z a s u  i  p o ł o ż e n i a , tzn.  u t o ż s a m i ć  z f un k 
c j a m i ,  k t ó r e  p r z y p p r z ę d k o w u j ę  k a ż d e j  p e r z e  j x  , t j e  û x  [o . t ]  r z e c z y w i s t a  

l i c z b ę  l u b  w e k t o r  u ( x , t ) .  Wtedy c z a s  1 p r z e a t r z e ń  s a  t r a k t o w a n e  równo

p r a w n i e .  O k a z u j e  s i ę  J e d n a k ,  ż e  z n a c z n i e  w y g o d n i e j  p p s ł u g i w a ć  s i ę  f un k 
c j a m i  c z a s u ,  k t ó r e  każdemu c e m e n t o w i  c z a s u  t  p r z y p p r z ę d k o w u j a  o d p o w i e d 

n i a  f u n k c j ę  p o ł o ż e n i a  u ( * , t ) .  Na p r z y k ł a d  każdemu » o m e nt p wl  c z a s u  p r z y 

p o r z ą d k o w a n e  J e s t  J a k i e ś  u g i ę c i e  p ł y t y  d r g a j ą c e j .  Tak w i ę c  o k r e ś l a  s i ę  

f u n k c j e  o k r e ś l o n e  na p r z e d z i a l e  c z as owym [ o , t J  o  w a r t o ś c i a c h  w  pewnej  

p r z e s t r z e n i  f u n k c j i  p p ł p ż e n i a , k t ó r a  w w i ę k s z p ś c i  r o z p a t r y w a n y c h  w  t e j  

p r a c y  p r z y p a d k ów  b ę d z i e  p r z e s t r z e n i a  B a n a c h a .  P r z y  t a k i e j  i n t e r p r e t a c j i  

p o c h o d n e  w y s t ę p u j ą c e  w r ó w n a n i u  ( 2 . 1 0 )  s ą  p o c h od n ym i  w s e n s i e  G â t e u x ,  

f u n k c j i  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  B a n a c h a .  P oc h od ne  t a k i e  d e f i n i u 

jemy n a s t ę p u j ą c o :

D e f i n i c j a  1 : F u n k c j a  u f  ( [ o , t ] - x ) ,  g d z i e  X J e s t  pewna p r z e s t r z e 

n i a  B a n a c h a ,  nazywa s i ę  r ó ż n i c z k o w a l n ę  w p u n k c i e  t e  [ o , t ] ,  j e ś l i  i s t 
n i e j e  t a k i  e l e m e n t  e  e Xij  d l a  k t ó r e g o  s p e ł n i p n y  J e e t  w a r u n ek :

l i m  
h~0 .

t+he [o, r

u j t  + h ^ -  u ( t )  _ e || -  O ( 2 . 1 1 )

Ten e l e m e n t  e  nazywa s i ę  p o c h o dn a  od u w p u n k c i e  t .

D e f i n i c j a  2 : F u n k c j a  u 6 ( [ o . r j - » x )  nazywa s i ę  r ó ż n i c z k o w a l n ę , J e ś l i  

J e s t  ona  r ó ż n i c z k o w a  Ina  w każdym p u n k c i e  p r z e d z i a ł u  [o . t] .

F u n k c j ę  JY u ( t )  e ( [ o , t]  x)  , k t ó r a  każdemu t e  [ ° . t]  p r z y p o r z ą d k o w u j e

p o c h o dn a  od u w p u n k c i e  t ,  nazywamy p o ch od na  od u.

De f  i n l c  1 a 3  : F u n k c j a  u e ( £ ) . T ]  —  x) j e s t  s ł a b o  r ó ż n i c z k o w a l n a  w punk

c i e  t  e ( p . T]  . J e ś l i  i s t n i e j e  e l e m e n t  e  e x ,  d l a  k t ó r e g p  s p e ł n i o n y  J e s t  

w a r u n e k :

A  l i m  <  f .  -  e > ■  0 ,  ( 2 . 1 2 )
f « V  h - 0  "

t + h « (O . T]

g d z i e  X j e s t  p r z e s t r z e n i ?  Ba na cha  s p r z ę ż o n a  dp X . a < •  - > J e s t  f un k-

c j o n a ł e m  l i n i o w y m  na e l e m e n t a c h  z  X o w a r t o ś c i a c h  w X .

Ten e l e m e n t  e  nazywamy s ł a b a  p o c h o d n a  od u w p u n k c i e  t i  t a k ż e  o z n a -
ci / \ czarny ^  u v t ) .
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O p e r o w a n i e  p r z e s t r z e n i a m i  f u n k c j i  o  w a r t o ś c i a c h  w o r z e a t r z e n i a c h  Ba

n a c h a ,  o p r ó c z  p o j ę c i a  p o c h o d n e j , wymaga j e s z c z e  w p r o w a d z e n i e  p o j ę ć  m l e -  

r z a l n o ś c i  i  c a ł k o w a l n o ś c i  f u n k c j i  z  ( [ 0 , t ] —  x). ° o j ę c i e  t a  po r a z  p i e r 
w s z y  w p r o w a d z i ł  B o c h n e r .

De f i n i c j a  4 : F u n k c j a  u s ( [ o . l j  — X n az y we  s i ę  p r o s t y .  J e ś l i  w | 0 , T ]  

p o s i a d a  s k o ń c z o n ?  l i c z b ę  p a r a m i  n i e p r z e c i n s J ę c y c h  s i ę  m i e r z a l n y c h  w s e n 
s i e  L e b e s g u e ' a  p o d z b i o r ó w  tr  z  m e e f a ^ ^  , t a k i c h  ż a  f u n k c j a  u na k a ż 

dym z b i o r z e  p r z y j m u j e  s t a ł ?  w a r t o ś ć  1 u ( s )  •  0  d l a  •  e [ p . T ]  -
n

-  U  Bi • w s e n s i e  B o c h n e r a  od f u n k c j i  p r o s t e j  o k r e ś l a  s i ę  wz o re m:
i * l

/ u ( 8 ) d s  - £  m e s ( B 4 ) e ^ .  ( 2 . 1 3 )
O i  = i

D e f i n i c j a  5 : F u n k c j a  u s  ( [ o , T j  —  X) na z y wa  s i ę  m l e r z a l n ?  w s e n s i e  

B o c h n e r a ,  j e ś l i  i s t n i e j e  t a k i  c i ? g  j un ]  f u n k c j i  p r o s t y c h . ż e  u n ( 6 ) - —u ( s )  
d l a  p r a w i e  w s z y s t k i c h  s  «

J e ś l i  d o d a t k o w o  t a k i  c l p g  s p e ł n i a  w a r u ne k

i J*| | u ( s )  -  u n ( s ) j j  d sl i m j  | | u ( s )  -  u n ( s ) j | d s  = 0 .  ( 2 . 1 4 )
n * “ C

t o  f u n k c j a  u nazywa  s i ę  c a ł k o w a l n y  w s e n s i e  B o c h n e r a .

C a ł k a  B o c h n e r a  od t a k i e j  f u n k c j i  u po m i e r z a l n y m  w s e n s i e  L a b e s -  
g u e ' a  z b i o r z e  B e  [ p . T j  o k r e ś l o n e  J e s t  w z o r e m:

J  u ( s ) d s  « l i *  f  D ( s )  Cn ( s ) d s ,  ( 2 . 1 5 )
B

g d z i e

C0  -  i n d y k a t o r o w a  f u n k c j a  B:

C0 ( a )
1 p r z y  a e B

0  p r z y  s  f  B

Z m i e r z a l n o ś c i  w s e n s i e  B o c h n e r a  f u n k c j i  u w y n i k a ,  ż e  f u n k c j a  r z e c z y 
w i s t a  jj u ( * )  -  un ( ■ )  || J a s t  m i e r z a l n a  w s e n s i e  L e b e s g u e ’ a na [o , t] .  D l a 
t e g o  wa r u ne k  ( 2 . 1 4 )  ma s e n s .  O e ś l l  J e s t  on  s p e ł n i o n y ,  t o  g r a n i c a  ( 2 . 1 5 )  

i s t n i e j e  i  n i e  z a l e ż y  od w y bo r u  c i ę g u  f u n k c j i  p r o s t y c h  p o 3 l a d e J ę s y c h  w ł a 
s n o ś c i  ( 2 . 1 3 )  i  ( 2 . 1 4 ) .  P o j ę c i e  c a ł k o w a l n o ś c l  w s e n s i e  B o c h n e r a  p o z w a l a  

w p r o w a d z i ć  p r z e s t r z e n i a  f u n k c j i  c a ł k o w a l n y c h  o w a r t o ś c i a c h  v* p r z e s t r z e 
n i a c h  a a n a c h a .
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PD e f i n i c j a  6 ;  P r z e z  L ( 0 , T ; x ) ,  1 <  p-«C<»o o z n a c z a  s i ę  z b i ó r  w s z y s t k i c h

m i e r z a l n y c h  w s e n s i a  9 o c h n e r s  f u n k c j i  u « ( [ o , t] —— x)  , d l a  k t ó r y c h

T P
u ( s ) | j  d s  s S  ( 2 . 1 6 )

0  Xb
Normo f u n k c j i  u n  p r z e s t r z e n i a c h  LP ( 0 , T ; x )  J e s t  d e f i n i o w a n a  n a s t ę p u 

j ą c o  :

!lu!|  p -  ( f | | u . ( a ) | |  d s ) 1' ? « “  ( 2 . 1 7 )
L ( 0 , 7 ;  X) JQ x

S z c z e g ó l n y »  p r z y p a d k i e m  p r z e s t r z e n i  LP(0,T;x) j e e t  p r z e s t r z e ń  M l l b a r t a  

L2 ( 0 , T ; H ) ,  w  k t ó r e j  i l o c z y n  s k a l a r n y  dwóch f u n k c j i  u i  “H" z d e f i n i o w a n y  

j e s t  n o a t ę p u j ę c o :

< u . V > 0  -  f  < * * . # >  Hd t  ( 2 . 1 8 )
!- (0,TiX) JQ H

g d z i e  H j e s t  pewny p r z e s t r z e n i ą  H l l b a r t a .

P r z e s t r z e n i e  t e  o d g r y w a j ?  v»sźn? r o l ę  p r z y  N a d an i u  równań r ó ż n i c z k o w y c h  

o p e r a t o r o w y c h  w p r z e s t r z e n i a c h  9 e n a c h a .  Tak np .  r ó w n a n i e  ( 2 . i )  można I n -  

t e r p r e t o w e ć  J a k o  r ó w n a n i e  r ó ż n i c z k o w e  o p e r a t o r o w a  o d w z o r o w u j ą c e  f u n k c j e  

u e L2 ( 0 , T ; V )  w  p r z e s t r z e ń  s p r z ę ż o n ę  L2 ( 0 , T ; V * ) ,  g d z i e  V j e s t  pewn?  

p r z e s t r z e n i ?  B a n a c h a ,  a V *  p r z e s t r z e n i ?  B an ac h a  s p r z ę ż o n ?  do  n i e j .  

Aby j e d n a k  z a g a d n i e n i a  g r a n i c z n e  o p i s y w a n e  p r z e z  równania  r ó ż n i c z k o w e  o p e 

r a t o r o w e  b y ł y  p o o r a w n i e  p o s t a w i o n e ,  c z y l i  a b y  i s t n i a ł o  j e d n o z n a c z n i e  o -  

k r e ś l o n e  r o z w i ą z a n i e  p r o b l e m u ,  t r z e b a  n a ł o ż y ć  pewne w a r u n k i  na o p e r a t o r  L 

o r a z  d o b r a ć  p r z e s t r z e n i a  B a n a c h a ,  w k t ó r y c h  b ę d z i e  d z l a ł e ł .  N i e c h  L:V— V? 

g d z i e  V j e s t  pewn? p r z e s t r z e n i ?  B a n a c h a ,  a V* J e s t  p r z e s t r z e n i ?  B a 
n a c h a  s p r z ę ż o n ?  d e  n i e ]  ( [ l o ]  , [ 24]  ) .  P r z e z  rc z w l ?z a . ~s i e  p r o b l e m u  w tym 

p r z y o a d k u  uważamy r o z w i ą z a n i e  w s e n a i e  u o g ó l n i o n y »  ( c z y l i  d y s t r y b u c y j n y m ) .  

O p e r a t o r  L można w t e d y  r o z p a t r y w a ć  J a k o  r o z s z e r z e n i e  p ew n eg o  o p e r a t o r a  

r ó ż n i c z k o w e g o  r o z u m i a n e g o  w s e n s i e  k l a s y c z n y m  1 o z n a c z o n s g o  L q ( [ i o J ) .  Ty
powy CDerator L można p r z e d s t a w i ć  w p o s t a c i :

L -  S * L1S ,  ( 2 . 1 9 )

g d z i e

S -  c i ? g ł y  o p e r e t o r  l i n i o w y  d z i a ł a j ę c y  e  p r z e s t r z e n i  B an ac h a  V w j a -  

k ? ś  I n n ?  p r z e s t r z e ń  B an ac h a  Y 1 < ( y  — Y * ) j  g d z i e  Y *  p r z e s 

t r z e ń  B a n a c h a  s p r z ę ż o n a  d o  Y,
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S *  -  s p r z ę ż o n y  do  S o p e r a t o r  o d w z o r o w u j ą c y  p r z e s t r z e ń  Y* w s p r z ę 
ż o n y  do  V p r z e s t r z e ń  B an ac h a  V*.

O p e r a t o r  L o p o s t a c i

L -  S*!-^

n a z y w a n y  J e s t  e n e r g e t y c z n y m  r o z s z e r z e n i e m  o p e r a t o r a  LQ. O e ś l i  o p e r a t o r  

Lj J e S t  l i n i o w y ,  o g r a n i c z o n y ,  c i y g ł y ,  s y m e t r y c z n y  i  d o d a t n i o  o k r e ś l o n y  

( [ lOj  , [ 2 4 ] ) ,  t o  r ó w n a n i e  ( 2 . 1 )  p o s i a d a  j e d n o z n a c z n e  r o z w i y z a n i e .  B a d a n i e  

t e g o  t y p u  równań wymaga o p e r o w a n i a  k i l k o m a  normami  o k r e ś l o n y m i  w o d p o 

w i e d n i c h  p r z e s t r z e n i a c h  B a r a c h 8  l u b  H l l b e r t a .  Wraz z  p r z e s t r z e n i ą  B e n a c h a
V wpr o wa dz a  s i ę  bowiem p r z e s t r z e ń  H l l b e r t a  H ( 1 0 .  24  ) ,  p r z y  czym

V c  H

V j e s t  g ę s t a  w H i  w ł o ż e n i e  V w H J e s t  c l y g ł e .  P r z e s t r z e ń  H po

krywa s i ę  z a  swo im s p r z ę ż e n i e m  i  J e ś l i  p r z e z  V* o z n a c z y m y  p r z a e t r z e ń  
s p r z ę ż o n y  do  V,  t o  p o n i e w a ż  V J e s t  g ę s t a  w H, możno u t o ż s a m i ć  H z 
p o d p r z e s t r z e n l y  p r z e s t r z e n i  V*.

Wtedy V c  H c  V*.

P r z e d s t a w i o n e  w n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  u j ę c i e  z a g a d n i e ń  g r e n l c z n y c h  w 

t e r m i n a c h  a n a l i z y  f u n k c j o n a l n e j  z a d e m o n s t r u j e m y  na p r z y k ł a d z i e  z a g a d n i e 
n i a  g r a n i c z n e g o  d r g a ń  w z d ł u ż n y c h  p r ę t a  s z t y w n o  u t w i e r d z o n e g o  na b r z e g a c h .  
O p e r a t o r  LQ ma w t e d y  p o s t a ć :

Lo ( *> ’

D z i a d z i n a  o p e r a t o r a  l_Q . o( l_0 ) •  C2 ( ń )  , a «  R1 , V «  H*(ft)  , g d z i e  H*(ft)

J e s t  p r z o s t r z e n i y  S o b o l e w a ,  b ę d y c y  d o m k n i ę c i e m  z b i o r u  f u n k c j i  p r z e s t r z e n i  

f u n k c j i  g ł a d k i c h  o n o ś n i k u  z w a r t y m  C~(.fi) w p r z e s t r z e n i  S o b o l e w a  H ^f l , ) .  
I l o c z y n  a k a l a r n y  w p r z e s t r z e n i  H^(Jl) d e f i n i u j e  s i ę ,  t ak  Jak  i l o c z y n  s k a 
l a r n y  w p r z e s t r z e n i  H1 (ft)  ,  c z y l i

< « * .* > .  - /  ! £ U d X
HJ ( a )  ^

Y -  L2 (ft) , S (  ) g r a d  ( • )  , S * ( - )  d i v ( . )

1 ^ ( 0  ^  a 2 ( x )  ( • ) .  H -  L2 (SL)

Tak w i ę c

LiV—V* ,  S :V » Y ,  Lj  :Y-»Y*, S* : Y * ~ V *
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w o p a r c i u  o p r z e e t r z e n i e  B an ac h a  l u b  H l l b e r t a  V, H, V* można t e r a z  wpro
w a d z i ć  z ł o ż o n e  p r z e s t r z e n i e  f u n k c j i  o  w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  Bana

c ha  l u b  H l l b e r t a :

Y* -  L2 ( 0 . T ; V ) ,  L2 ( 0 . T ; H ) ,  V -  L2 ( 0 , T ; V " )

O c z y w i ś c i e  T c  X

Możne p o k a z a ć ,  ż e  j e ś l i  w y m u s z e n i e  f ( t )  na  c h a r a k t e r  z d e t e r m i n o w a n y  

i  f  e y  ,  t o  r o z w l y z a n i e  r ó w n a n i a  (2.1) u ( t ) e  ,T. W p r z y p a d k u  J e ś l i  

w y m u s z e n i e  f ( t , < f )  ma c h a r a k t e r  l o s o w y ,  t o  t r z e b a  J e  t r a k t o w a ć  j a k o  p r p -  

c e s  s t o c h a s t y c z n y  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  H l l b e r t a .  I s t n i e j e  w t e d y  

k o n i e c z n o ś ć  w p r o w a d z e n i a  p r z e s t r z e n i  z m i e n n y c h  l o s o w y c h  o  w e r t o ś c l a c h  w 

p r z e s t r z e n i a c h  H l l b e r t a .  Z a g a d n i e n i e m  tym z a j m i e m y  s i ę  w n a s t ę p n y m  r o z 

d z i a l e .



3 .  PROCESY STOCHASTYCZNE O WARTOŚCIACH W PRZESTRZENIACH HILBERTA

3 . 1 .  M o d e l e  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  j a k o  p r o c e s y  s t o c h a s t y c z n e  o w a r t o ś c i a c h  

w p r r . e s t  r z e r i a c h  H i l b e r t a

Z a k ł ó c e n i a  l o s o w e  d z i a ł a j ą c e  na u k ł a d  i  p o j a w i a j ą c e  s i ę  w p r z y r z ą d a c h  

p omi a r o w y c h  o o d c z e s  o b s e r w a c j i ,  można m od e l o w a ć  z a  pomocą p r o c e s ó w  s t o 

c h a s t y c z n y c h  o z n a n y c h  c h a r a k t e r y s t y k a c h  p r o b a b i l i s t y c z n y c h  i  k t ó r e  mogą  

by ć  p o l a m i  l o s o w y m i .  W p r z y p a d k u  u k ł a d ó w  d y n a m i c z n y c h  o s t a ł y c h ,  r o z ł o ż o 

n y c h  na o g ó ł  s ą  t o  p r o c e s y  s t o c h a s t y c z n e  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  

H l l b e r t a .  P o s ł u g i w a n i e  s i ę  t e g o  t y p u  p r o c e s a m i  wymaga j e d n a k  w p r o w a d z e n i a  

D ü p o w i e d n i e j  m i a r y  p r o b a b i l i s t y c z n e j  w p r z e s t r z e n i  H l l b e r t a ,  c z y l i  u z y s 

k a n i a  m i e r z a l n o ś c i  w t e j  p r z e s t r z e n i .  N i e c h  ( T . & f P )  b ę d z i e  p r z e s t r z e n i ą  
p r o b a b i l i s t y c z n ą  i

D e f i n i c j a  7 : M i e r z a l n e  o d w z o r o w a n i e  [ o , t] xP — H,  g d z i e  H J e s t  p r z e 

s t r z e n i ą  H l l b e r t a ,  nazywamy p r o c e s e m  s t o c h a s t y c z n y m  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e 
s t r z e n i  H l l b e r t a  H i  z a p i s u j e m y :

m e s ( [ o , r ]  » P - * H )  , [ o , t]  « R* ( 3 . 1 )

N i e c h  p r z e s t r z e ń  z d a r z e ń  e l e m e n t a r n y c h  J e s t  p r z e s t r z e n i ą  t o p o l o g i c z n ą .

Wtedy m i a r a  p r o b a b i l i s t y c z n a  P J e s t  i n t e r p r e t o w a n a  j a k o  m i a r a  Rs dona
( W .  [ 1 4 ] ) .

D e f i n i c j a  8 :  M i a r ą  p r o b a b i l i s t y c z n ą  Radona nazywamy f u n k c j ą  z b i o r ó w  

o k r e ś l o n y c h  na ^ - a l g e b r z e  b o r s l o w s k i c h  z b i o r ó w  $  w p r z e s t r z e n i  t o p o l o 

g i c z n e j  P  o  p o s t a c i  p 1 - p2 ' 9d z i® P !< p2 s k o ń c z o n y m i  m i a r a m i  r e g u 
l a r n y m i  z d e f i n i o w a n y m i  n a s t ę p u j ą c o :

^ P ( B )  -  eup  P<K) ( 3 . 2 )
KcB
K j e s t  z w a r t y

Ze pomocą p r o b a b i l i s t y c z n e j  m i a r y  Radona można w p r o w a d z i ć  c a ł k o w a l n e  

p r z e s t r z e n i a  p r o c e s ó w  s t o c h a s t y c z n y c h  o  w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  H i l 

b e r t s .  P r z e d t e m  j e d n a k  w p ro w a d z i my  c a ł k o w a l n e  p r z e s t r z e n i e  z m i e n n y c h  l o 
s o w y c h  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  H i l b e r t a .

D e f i n i c j a  9 : P r z e z  LP ( P , P ; H ) ,  1 ^  p <  <**> o z n a c z a  s i ę  z b i ó r  w s z y s t 

k i c h  m i e r z a l n y d h  w s e n s i e  B o c h n e r a  f u n k c j i  u ( $ )  « ( F  — H ) ,  g d z i e  H j e s t  
o r z e s t r z e n i ą  H i l b e r t a .  d l a  k t ó r y c h

i  norma w t e j  p r z e s t r z e n i  J e s t  o k r e ś l o n a  n a s t ę p u j ą c o :

P
| U  и  / I  U - / -Л .Ч  I

LP ( r . P : H )  v p
( / м у ж  р(^ У /р (3-4)

H

S z c z e g ó l n y m  p r z y p a d k i e m  p r z e s t r z e n i  LP ( T , P ; H '  j e s t  p r z e s t r z e ń  H i l b e r t a  

|_2 ( Г , Р ; Н )  z  i l o c z y n e m  s k a l a r n y m :

C u / f l b -
t / ( r . P i H )  p

/ <  u , ^ > H P(df l )  ( 3 . 5 )

i  normą

I M I  2 / r ,  ^ ° / (  U u t y l i *  ( 3 . 6 )L (r,P;H) p

Na p o d o b n y c h  z a s a d a c h  można z d e f i n i o w a ć  c a ł k o w a l n e  p r z e s t r z e n i e  p r o c e s ó w  

s t o c h a s t y c z n y c h  o  w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i * c h  H i l b e r t a .

Oznaczmy #  « LP ( 0 , T ; H ) .

D e f i n i c j a  1 0 : P r z e z  LP ( 0 , T i J { ) ,  1 <  p <  <*> o z n a c z a m y  z b i ó r  w s z y s t k i c h

m i e r z a l n y c h  w s e n s i e  B o c h n e r a  f u n k c j i  u ( t ) e  ( [ o , t] —— 9C ) ,  d l a  k t ó r y c h

T P
J | | u ( t ) | |  d t  <c *"=> ( 3 . 7 )

%

i  norma

i u„ p

T P

( f | | u ( t ) | |  d t ) 1^
Lr ( 0 , T ; 3 l )  JQ *

W p r z y p a d k u  gdy  p = 2 ,  p r z e s t r z e ń  L? ( 0 , T ; 9 t )  J e s t  p r z e s t r z e n i ą  H i l b e r t a  

z i l o c z y n e m  s k a l a r n y m

I
( 3 . 8 )* I < u / 9 >  d t

L ( О , T ; 3t) JQ %

i  normę
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5 . 2 .  P r o c e s y  S t o c h a » t y c z n a  W j e na r e  o war o ś c i a c h ti p r z e s t r z e n i a c h  H j l -  
b e r t c

O p r ó c z  c a ł k o w a l n y c h  p r o c e s ó w  s t o c h a s t y c z n y c h  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s 

t r z e n i a c h  H i l b e r t a ,  w a żn ą  k l a s ę  m o d e l i  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  s t a n o w i ą  p r o c e s y  

s t o c h a s t y c z n e  W i e n e r a  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  H i l b e r t a  ( [3] ,  [ 2 8 j ) .  

Są t o  p r o c e s y  s t o c h a s t y c z n e  c i ą g ł e ,  a l e  m e r ó ż n i c z k o w a l r e  w 6 e n s i e  k l a 
s y c z ny m  we w s j : y s ? k i c h  p u n k t a c h  s w o j e j  t r a j e k t o r i i .  P o c h o d n e  w z g l ę d e m  c z a 

su p r o c e s ó w  W i e n e r a  t r z e b a  w i ę c  t r a k t o w a ć  J a k o  p o c h o d n e  w s e n s i e  u o g ó l 

n io ny m ( [ 3 j ,  [ 1 0 ] ) .  Te p o c h o d n e  u o g ó l n i o n e  s t e n o w i ą  p r o c e s y  s t o c h a s t y c z n e  
z>-,sne “ b i a ł y m i  szumami'* i  mają  d u ż e  z a s t o s o w a n i e  p r z y  b e d s n i u  w i e l u  z a 

g a d n i e ń  t e c h n i k i  i  f i z y k i .  O b e c n i e  z a j m i e m y  s i ę  b l i ż e j  t y m i  p r o c e s a m i .

D e f i n i c j a  i i i N i e c h  E i  F s ą  p r z e s t r z e n i a m i  B a n a c h a .  O p e r a t o r  

Q « E —- F j e s t  p e ł n o c i ą g ł y ,  g d y  o d w z o r o w u j e  k a ż d y  o g r a n i c z o n y  z b i ó r  t  w 
z b i ó r  z w a r t y  F.

N i e c h  E *  b ę d z i e  p r z e s t r z e n i a  s p r z ę ż o n y  do £ .  P o d k l a s ę  o p e r a t o r ó w  p e ł -  

n o c l ą g i y c h  s t a n o w i ę  o p e r a t o r y  l i n i o w e  s k o ń c z e n i e  w y m i a r o w e ,  k t ó r e  d e f i 
n i u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c o :

m
A Qx = f i (x)y1 (3.10)

x € E , y ^ € F , f j € E ^  i - 1

Ważną p o d k l a s ę  o p e r a t o r ó w  p e ł n o c i ą g ł y c h  s t a n o w i ą  t a k ż e  o p e r a t o r y  j ą d r o w e .

D e f i n i c j e  1 2 : O p e r a t o r  l i n i o w y  nazywamy j ą d r o w y m .  J e ś l i  d a j e  s i ę  on  
p r z e d s t a w i ć  w p o s t a c i :

W
Qx ■ X  f 1 ( x ) y 1 ( 3 . 1 1 )

x e E , y . s F , f  . « n *  1 , 1

i » l

D e f i n i c j e  1 3 : N i e c h  |  ° i j  o r t o n o n a a l n a  b a z a  w o ś r o d k o w e j  p r z e s t r z e -

Oo
n i  H i l b e r t a  E.  L i c z b ę  trQ » ^ . 1  <  o ,Qe., >  nazywamy ś l a d e m  o p e r a t o r a  o .

i « l  1

D e f i n i c j a  1 4 : O p e r a t o r  Q n az yw a  s i ę  o p e r a t o r e m  z e  • ś l a d e m .  J e ś l i  
t r  | Q | <  <*«>
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D e f i n i c j a  1 5 : O p e r a t o r  Q na zy wa ny  o p e r a t o r e m  Hi 1 b e r t a - S c h m i d t a , ’ e ś -  

l i  t r Q *  Q <  “  , g d z i e  Q* j e s t  o p e r a t o r e m  s p r z ę ż o n y m  do i .  c z \ l l

£  < « * i . Q e 1 >  < ~
1-1

D e f i n i c j a  1 6 : F r z e s t r z e ń  w s z y s t k i c h  o p e r a t o r ó w  l i n i o w y c h .  o g r a n i c z o 

n yc h  o d w z o r o w u j ą c y c h  p r z e s t r z e ń  unormowaną E w d r u g ą  F oznaczamy £ ( & ,  F). 
N i e c h  E j a s t  o ś r o d k o w ą  p r z e s t r z e n i ą  H i l b e r t a .  Q ( •  ) € lT°(0  T , E ) )  J e s t  

r o d z i n ą  o p e r a t o r ó w  s p e ł n i a j ą c y c h  n a s t ę p u j ą c e  w a r u n k i :

1 .  Q ( t )  J e s t  s a m o s p r z ę ż o n y  O i  j ą d r o w y  p r a w i e  d l a  k a ż d e g o  t

2 .  F u n k c j a  t r Q ( t )  6 l T ° ( O. T ) ,  c z y l i  t —  t r Q ( t  ) 6 l T " ( 0 . T> ,

Za j mi emy  s i ę  o b e c n i e  p r o c e s a m i  s t o c h a s t y c z n y m i  w ( t , ^ f )  o w a r t o ś c i a c h  w 

p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  E j a k o  o d wz o r o w a n i a m i

[o . t] ~  mes [ j \ P : eJ ( 3 . 1 3 )

D e f i n i c j a  1 7 : P r o c e s e m  s t o c h a s t y c z n y m  W i e n er a  nazywamy r o d z i n ę  z m i e n 

nych  l o s o w y c h  < w ( t 1 . f ) , o ^ >  E . o d z i e  e^ 6 E.  s o e ł n i a j ą c ą  n a s t ę p u j ą c e  

w a r u n k i  :

‘ • Ą E [ » ( t , f ) ]  ■ 0  (E o z n a c z a  o o e r a c j ę  u ś r e d n i a n i a )

2 .  T r a j e k t o r i e  s ą  s i l n i e  c i ą g ł e .

3 .  P r z y r o s t y  <  w f t j . t f )  -  w ( t 2 , f ) ,  e x>  1 <  -  w ( t 4 .<j)e2 >  są
z m i e nn y mi  l o s o w y m i  n or ma l ny mi  i  n i e z a l e ż n y m i .

m i n ( t ,  , t _ )

■j <  w ( t Ł , ę )  , e 1 >  < w ( t 2 . y )  , e 2 >  1 -  J < Q ( O a 1 . e 2 > d Z

Tak z d e f i n i o w a n y  p r o c e s  W i e n er a  J e s t  e l e m e n t e m  p r z e s t r z e n i  C ( [ 0 , T ] ; L  ( r . p >‘ 
E ) ) .  J e g o  p o c h o dn a  w z g l ę d e m  c z a s u ,  c z y l i  " b i a ł y  szum" Jest  d y s t r y b u c j a  l o 

sową ( [ 3 ] )  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  E:

3T w ( t , y ) e  5&' ( [ o . t] ; L2 ( r . P : E ) ;

3 . 3 .  C a ł k i  s t o c h a s t y c z n e  j a k o  p r o c e s y  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  

H i l b e r t a

C a ł k o w a n i e  równań r ó ż n i c z k o w y c h  c z ą s t k o w y c h  o p i s u j ą c y c h  u k ł a d y  d y n a 
m i c z n e  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h ,  w k t ó r y c h  w y s t ę p u j ą  p r o c e s y  s t o c h a s t y c z n e  o 

c h a r a k t e r z e  “b i a ł y c h  szumów" w i ą ż ą  s i ę  z  k o n i e c z n o ś c i ą  w p r o w a d z e n i a  p o j ę 

c i a  c a ł e k  s t o c h a s t y c z n y c h  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  H i l b e r t a .
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D e f i n i c j a  18 :  N i e c h  H i  €  s ę  o ś r o d k o w y m i  p r z e s t r z e n i a m i  H i l b e r t a ,  

a w ( t , “]f) p r o c e s e m  s t o c h a s t y c z n y m  W i e n e r a  o w a r t o ś c i a c h  *» E.  Wprowadzimy  

l i n i o w y  o p e r a t o r  B ( - )  e L“ ’ ( ( 0 .  Tl ;&?( E . H) ) .  N i e c h  i s t n i e j e  s k o ń c z o n e  r o z b i 

c i e  0  » . . .  < t n ^ T  o d c i n k a  [ O . l ] ,  o d z i e  w s z y s t k i e  p u n k t y
t . . i  « 1 , 2 ............ m+1 s ę  p u n kt a m i  c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  B ( t ) .

C a ł k ę  s t o c h a s t y c z n y  ^ o w a r t o ś c i a c h  iv p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  H d e 
f i n i u j e m y  j a k o  g r a n i c ę  ś r e d n i o k w a d r a r o w y c h  sum:

HI

£ ( t , f l )  =  l i m  B( t ‘i U w (  .

m a x At - - C  
i

g d z i e :

A t t ' *1+1-*!' * "('i+l'^ - "<*i^>

* 1 ^  * ! « » ! ♦ !

P r z y  zadanym c z a s i e  t

*ł , n Ż 9(ri ) aw( t i
m a x A t — 0  i , r l  
i  1

( 3 . 1 4 )

o z n a c z a  , ż e

m *1*1
E < l i m  ' S ~ '

R|-*o« <\ ■!
J  [  BĆt^)  -  B ( r ) ] d w ( t  f  )

2
—  0

maxAtT-0 1-1 
i  1

. * i

Podamy o b e c n i e  p r z y k ł a d y  k o n k r e t n y c h  c a ł e k  s t o c h a s t y e 7 n v c h  o w a r t o ś c i a c h  
v» p r z e s t r z e n i a c h  H i l b e r t a .

N i e c h  w ( t , ^ )  b ę d z i e  p r o c e s e m  W i e n e r a  o w a r t o ś c i a c h  w R. p r z y  czym

q ( x 1 , x 2 . t )  

q ( * 1 . x 2 , t )  •  q ( x £ . x 1 , t )

Z a ł ó ż m y ,  ż e  p r a w i e  d l a  k a ż d e g o  t

J 5 q ( x , x . t ) d x  <  ♦ oo  
O.
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i  f u n k c j a

t —  J* q ( x , x , t 1 d x  « | T ° ( 0 , T )
a

Z g o d n i e  z  t e o r i ę  A r o n s z a  j n -B e r g ma na  ( [ l 4 j  )

q ( x 1 , x 2 , t )  h n ^ * l , t  ̂ h n ( )t2 ’ t ^
n * l

p r a w i e  d i s  k a ż d e g o  Ki ‘ *2  x h r / x  ̂ p r a w i e  d l a  k a ż d e g o  t s t a n o 
w i ę  b a z ę  o r t o n o r m a l n ę  w L2 ( i l ) .  S t ę d

s
a

q ( x , x , t ) d x  = ^ n ( t )  » t r Q ( t )
n = l

i  o p e r a t o r  Q ( t )  J e s t  z g o d n i e  z h i p o t e z ę  J ę d r o w y ,  a f u n k c j a

t  -— — t  rQ ( t ) € L ~ ( 0 , T )

Rozważmy o b e c n i e  p r o c e s  w i e n e r a  ( p o l e  l o s o w e )  w ( x . t , g - )  o w a r t o ś c i a c h  w 

p r z e s t r z e n i  L2 ( i l )  z o p e r a t o r e m  k o w a r i a n c j i  0 ( t ) .  Wtedy

E ( / w ( x . t 1 , ? ) h 1 ( x ) d x ) ( /  w ( x , t 2 .^-)h2 ( x ) d x )  *

m l n ( t i . t 2 )

J d l  f  |  q ( x j  , x 2 ,•<) h ( x 2 i h ( x 1 ) d x 1d x 2
SŁ

S t ę d

m i n f t j . tg )

:jw(x1 . t 1 ,^)w(x2 , t 2 , f ) l  = J  q(x1 .x2 . r ) d f
-* n

N i e c h

w t e d y

f t ( x . t ) € L~(  ( o , t )  x a ) .

B ( t ) h  = 6 ( x , t ) h ( x )



W p r o w a d z i m y  c a ł k ę  s t o c h o s t y c z n ?  o w a r t o ś c i a c h  w L ^ ( a
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P r z y j m i e m y

f. = R . H = l  ( f i ) ,  Q ( t )  *  I ,  ( i  .  o p e r a t o r  i d e n t y c z n o ś c i )

B( • } .6 L°(C,T); (R,L2 (a))  .

g o z i e

C a ł k a  s t o c h a s t y c z n a  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i  H i l h e r t a  H ma w t e d y  p o s 
t a ć  :

t

^ ( a . t . f )  » J* 6(x ,i)dn(%  .f)
0

N i e c h  o b e c n i e  E » H = L 2 ( f i ) , a o p e r a t o r  Q ( t )  z d e f i n i o w a n y  J e s t  n a s t ę 

p u j ą c o :

Q ( t ) h  , x 2 , t ) h ( x _ ) d x ?
a

t

P r o c e s  f1 B ( t ) d n ( ^ , ^ f )  J e s t  p r o c e s e m  W i e n e r a  o w a r t o ś c i a c h  L^Ca'^
0

B ( t ) Q ( t ) B * ( t )  -  6 ( x 1 , t ) J >q ( x 1 . x 2 , t ) 6 ( x 2 , t ) h ( x 2 ) d x 2
&

S t ę d

f i  *2

E(J 6(x1 . t ) £ -  »(x1. t , f )d  ) . (JiS(*2 . t)^r **(x2 .tr.y)dt) -
O

m i n f t j . t g )

J 6 ( x 1 ,?')q(x1 ,x2 ,f)<s(x2 , t ) d r

r\
W p r o w a d z a j ą c  f o r m a l n i e  p r o c e s  * J ( x , t , ^ - )  ■ —  w ( x , t , ^ - ) ,  o t r z y m a m y

ĆZ

E j Ĵ ( ,  11 , f ) ’i  ( x 2 . 12 ■ q ( x ̂  , x 2 , t  ^)<Tq( t j - t  2 ) ,

g d z i e  S D -  d e l t a  f u n k c j a  D i r a c a .

t  t

r < 5 ( x . e ) ^  w ( x , 0 , f ) d e  - J  6 ( x , ® ) < } ( x , 0 , ^ ) d ®

O o

P o j ę c i e  c a ł k i  s t o c h a s t y c z n e j  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i  można r o z s z e r z y ć  

na p r z y p a d e k ,  g d y  o p e r a t o r  8 ( * )  J e s t  l o s o w y .



4 .  OPTYMALNE FILTROWANIE ZAKŁÓCEŃ LOSOWYCH O CHARAKTERZE "BIAŁYCH SZUMÓW
V

4 . 1 .  S f o r m u ł o w a n i e  p r o b l e m u

D r g a n i a  d u ż e j  k l a s y  u k ł a d ó w  d y n a m i c z n y c h  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  s y  o p i 

s a n e ,  J ak  t o  p o k a z a n o  w p a r a g r a f i e  2 . 1 ,  p r z e z  r jównania r ó ż n i c z k o w e  c z ą s t 
kowe o p o a t a c l :

u ( x . t )  +  u ( x . t )  ♦  L u ( x , t )  -  f ( x , t , x ) .  x e ń  c r "  ( 4 . 1 )
°  &  1 1 D1t  6 R

w r a z  z  w a ru nk ami  b r z e g o w y m i :

A Bj u
0 « j « m - l  J

( 4 . 2 )

og

i  p o c z ą t k o w y m i

u ( x  , 0 )  •  U() ^  u ( x  , 0 )  = U j . ( 4 . 3 )

g d z i e  f ( x , t , ^ - )  s t a n o w i  c z a s o w o - p r z e e t r z e n n e  p o l e  l o s o w e  g e n er o wa n e  p r z e z  
p r z e s t r z e ń  p r o b a b i l i s t y c z n y  ( T . 3 - . P ) .
P o n i e w a ż  na o g ó ł  a J ( x )  « 2 n a o ( x ) , w i ę c  r ó w n a n i e  ( 4 . 1 )  można p r z e k s z t a ł 
c i ć  do  p o s t a c i :

2
u ( x , t )  + 2 n u ( x  , t )  + L u ( x , t )  » f ( x , t , ^ ) ,  ( 4 . 4 )

g d z i e :

W y m us z a j ą c e  p o l e  l o s o w e  f ( x , t , $ 0  j e s t  ś c i ś l e  z w i ą z a n e  z  p r o c e s a m i  s t o 

c h a s t y c z n y m i  W i e n e r a  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  H i l b e r t a  ( h i l b e r t o w -  
s k i m i )  i  w y r a ż a  s i ę  z a  pomocy c a ł k i  s t o c h a s t y c z n e j
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f ( x , t , * j )  •  j b ( * . t . f ) ( 4 . 5 )

l ł ( x . t .$) - J $ (x ,t)dw(T',fl-) , ( 4 . 6 )

g d z i e  w ( t , f )  j e s t  p r o c e s e m  W i e n e r a  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  

K « R,  i  H -  L2 (fl )

#  6 L2 ( ( 0 , T )  ; <£(K;H))

$ J e s t  ? t -  m i e r z a l n y m  d l a  k a ż d e g o  t  6 ( o , T ) .

R ó wna ni e  ( 4 . 4 )  z a  pomocy m et od y  d e k o m p o z y c j i  możne z r e d u k o w a ć  do  u k ł a d u  

r ó w n a ń :

u ( x , t )  ■ y 1 ( x , t )

y 1 ( x , t )  -  y 2 ( x , t )  ( 4 . 7 )

y 2 ( x , t )  -  - L y j ( x , t ) -  2 n y 2 ( x , t )  + f ( x , t ,  ) 

k t ó r y  można z a p i s a ć  w p o s t a c i  m a c i e r z o w e j

^  y ( x , t )  « « l ? y ( x , t )  ♦ g ( x , t , ^ - ) ,

g d z i e

Bt

( 4 . 8 )

y 1 ( x , t ) 0 1 0

y ( x , t )  -
y 2 ( x , t )

« £ ( • )  -
** ł \- L ( - )  - 2 n

g ( x , t , f l )  -

f  ( x , t  , f )

W p r a c a c h  R. C u r t a i n  i  P.  F a l b a  ( [ 5 ] ,  [ 6 ] ) ,  a t a k ż e  A.  B e n s o u s s a n e  ([3J  

badano  z a g a d n i e n i e  i s t n i e n i a  i  j e d n o z n a c z n o ś c i  r o z w i y z a ń  t e g o  t y p u  rów
n a ń ,  p r z y  p ewnych  z a ł o ż e n i a c h  n a ł o ż o n y c h  na prawy s t r o n ę  i  o p e r a t o r < £ ( • ) .  

N a j b a r d z i e j  o g ó l n e  r e z u l t a t y  u z y s k a n o  d l a  p r z y p a d k u ,  gdy pilawa s t r o n a  rów
n a n i a  j e e t  p r o c e s e m  o c h a r a k t e r z e  “b i e ł e g o  szumu" zedanym p r z e z  p oc h od n y  

c a ł k i  s t o c h a e t y c z n e j  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  H i l b e r t a .  Z a c y t u j e m y  

o b e c n i e  t o  t w i e r d z e n i e  z a  A.  B e n s o u s s a n e r  ( [ 3 J ) p o m l j e j y c  d owód:

TWIERDZENIE 1 ( [ 3] )

N i e c h  V i  H ay o śr o d k o w y m i  p r z e s t r z e n i a m i  Banacha  1 H i l b e r t a  i  

V c  H,  n i e c h  V b ę d z i e  g ę s t a  w H i  w ł o ż e n i e  V w H b ę d z i e  c l y g ł e  o r a z  
# - L 2 ( r , P * H )  i  L2 ( r , P : V ) .
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Z a k ł a d a j ą c ,  ż e  p r z e s t r z e ń  H p ok ry w a  s i ę  z e  s wo im s p r z ę ż e n i e m  H* mamy,  
ż a

V c  H c  V* ( 4 . 9 1

i

T c  g e c r *  ( 4 . 1 0 )

g d z i e  V *  J e s t  p r z e s t r z e n i ę  s p r z ę ż o n y  z V s  T *  s p r z ę ż o n a  z  T°. N i e c h  r o 
d z i n a  l i n i o w y c h ,  c i ą g ł y c h  o p e r a t o r ó w  L V—— V *  s p e ł n i a  w a r u n e k :

A < L u , u > > 0 f  || u f .  o * > 0  ( 4 . 1 1 )
u«V

i  s t ą d

A  < oC y .y > > <*. li y il2 . op, > 0 (4.12)
ye  V*H

a p > ( x , t , < f )  J e s t  p o l e m  l o s ow y m i n t e r p r e t o w a n y m  J a k o  p r o c e s  s t o c h a s t y c z n y  

o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  H -  l ?  (si )  i  ^ ( x , t , < y ) c  C ( [ o , t ]  ;3t).  
w t e d y  i s t n i e j e  j e d n o z n a c z n e  r o z w i ę z a n i e  r ó w n a n i a  ( 4 . 1 )  i  y  e  C( [ o , t )  ;

T* )  n l f ° ( 0 , T j J t )  n L2 ( o , T ; T ) .  Wybór p r z e s t r z e n i  B a n ac h a  V i  H j e s t  u z a -  
l e ż n i o n y  od p o s t a c i  o p e r a t o r a  L i  t y p u  warunków b r z e g o w y c h .

Z a ł ó ż m y  d l a  u p r o s z c z e n i a ,  ż e  j ed y ny m w y m us ze n ie m d z i a ł a j ą c y m  na u k ł a d  są  

z a k ł ó c e n i a  l o s o w e ,  t a k  ż e  w p r z y p a d k u  b ra ku  z a k ł ó c e ń ,  r o z w i ą z a n i e m  d o 

k ł ad ny m r ó w n a n i e  ( 4 . 1 )  może b y ć  r o z w i ę z a n i e  z e r o w e .  Niech  o b s e r w a c j a  d r g a ń

z a c h o d z i  w c a ł y m  o b s z a r z e  SI w o b e c n o ś c i  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  ( x  , t  , f t )  o
c h a r a k t e r z e  " b i a ł y c h  s z umó w” ś c i ś l e  z w i ą z a n y c h  z  p r o c e s a m i  W i e n e r a  o w a r 
t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  H i l b e r t a .  P o l a  l o s o w e  i 7 ( x , t , ^ )  w y r a ż a j ą  s i ę  
p r z e z  c a ł k i  s t o c h a s t y c z n e :

t

= J ' < ^ ( x , t ) d w ( t f , ^ )  . ( 4 . 1 3 )
O

g d z i e  w( t ,^p)  j e s t  p r o c e s e m  W i e n e r a  o w a r t o ś c i a c h  w D r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  
K «■ R , H = L2 ( a )  ,  a

e  l2 ( ( 0 , T )  :<£ ( k , H ) ) .

<ij) j e s t  3"t m i e r z a l n e  d l a  k a ż d e g o  t  € ( 0 , T ) .
S t ą d

z ( x , t )  = u ( x , t )  + ( 4 .  14)
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l u b  z a p i s u j ą c  w p o s t a c i  r ó ż n i c z k o w e j

d z  ( x  . t ) =■ u ( x , t ) d t  ♦ i? ( x , t  , y )

Wp ro wa d za j ąc  m a c i e r z e  

* ( x . t )

r ó w n a n i e  d l a  o b s e r w a c j i  z m i e n n e j  s t a n u  można z a p i s a ć  w p o s t a c i  

d')JXx,t)  = | f y ( x , t ) d t  + d s ( x , t . < y ) .

J"z( x , t ) "l o '
s U . t . - y l  «

^ ( x . t , y )
. i  - 0

L °  . 0 0

4 . 2 .  Mode l  o p t y m a l n e g o  f i l t r u

Z ą a a d n i e n i e  o p t y m a l n e g o  f i l t r o w a n i e  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  w s e n s i e  Kelma-  

na s p r o w a d z a ć  s i ę  b ę d z i e  do  s f o r m u ł o w a n i a  o d p o w i e d n i c h  rcwnań  f i l t r u ,  któ

r y c h  r o z w i ą z a n i e  w o pt yma ln ym s t o p n i u  b ę d z i e  r e k o n s t r u o w a ć  r o z w i ą z a n i e  

równań s t a n u  ( 4 . 1 ) ,  ( 4 . 4 ) .  R o z w i ą z a n i e  t e g o  p r o b l em u  s f o r m u ł o w a ć  moźre w 

p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c e g o  t w i e r d z e n i e :

TWIERDZENIE 2
O p ty m al n e  o s z a c o w a n i e  ( e s t y m a c j a )  u ( x , t )  » y j ( x , t !  d o t y c z ą c e  r o z w i ą 

z a n i a  r ó w n a n i a  d r g a ń  ( 4 . 1 ^  l u b  ( 4 . 4 )  u k ł a d ó w  d y n a m i c z n y c h  o s t a ł y c h  r o z 
ł o ż o n y c h  wr a z  z warunkami  b r z e g o w y m i  ( 4 . 2 )  i  warunkami  ooczatkowyir . i  ( 4 . 3 ) ,  

w p r z y p a d k u  gdy  n i e z a l e ż n e  p o l a  l o s o w e  f ( x . t , « y )  i  ( x  , t  , k t ó r e  są  
z w i ą z a n e  z  p r o c e s a m i  W i e n a ra  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  H i l be r ta  w(t,$) 

n a s t ę o u j ą c y m i  r e l a c j a m i :

f ( x . t . f r )  = [ h ( x . t  . $ )  • /*)(*.  -  /  $ ( x . t ) d w  ( t .

( 4 . 1 5 'T>(x. t .<y- )  ■ ( x  , t ) d w ( t  . f )
O

x € a  c  Rn . t e  [ c , t J  C r *
J

t w o r z ą  d w u w y m i a r o w e  p o l e  l o s o w e  j f ( x , t , y ) ,  ł j ( x , t . ^ l  o r o z k ł a d z i e  gau 

s o w s k i m .  >

E [ f ( x . t . ^ ) ]  » O,  E ^ ( x , t . ^ - ) J  = O,  E [ f  ( x  , t  y ( x , t  .łf-J = O ( 4 . 1 6
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E [ f ( x , t , ^ ) f ( J  .tf.fl-)] » q ( x , $ , t ) « 5 D ( t - t f )  , q ( x , ^ , t )  ■ q ( J , x , t )  ( 4 . 1 7 )

” r ( x '^ ’ r ( x - § - t ) -  r ( $ . x . t )  ( 4 . 1 8 )

<JD -  d e l t a  f u n k c j a  D i r a c a ,

p r z y  c z y n  o b s e r w a c j a  r o z w i ą z a n i e  r ó w n a n i a  d r g a ń  ( 4 . 1 )  w o b e c n o ś c i  z a k ł ó 
c e ń  l o s o w y c h  na m i e j s c e  w c a ł y m  o b s z a r z e  SI , t j .

d z ( x , t )  » u ( x , t ) d t  + d ^ ( x , t , y )  x * Si c  Rn , t e  [ o . TJ  c  R* ( 4 . 1 9 )

J e s t  o p i s y w a n e  p r z e z  r ó w n a n i a  f i l t r u  Kalmana o p o s t a c i :

S ?  -  V2 ( x . * )  *JJ r (J ‘,lf S )  [ w  z ^ 2 ' * ^  ‘  ^ 1 ^ 2 ' t '1] d$ l d3>2
a a  a i  i z  L J

^ y 2 ( * . t )  * - L y 1 ( x , t )  -  2 n^ 2 ( x , t )  + ( 4 . 2 0 )

w r a z  z  wa ru n ka mi  p o c z ą t k o w y m i  i  b r z e g o w y m i :

y 1 ( x . o )  -  9 1 0 . y 2 ( x , 0 )  -  y 2Q x « a  c  Rn

A  b y ( x , t )
0<jsm-1 3 1

“ 0  / \  B y  ( x , t )
o o.  0 « j s m - l  3

( 4 . 2 1 )

( 4 . 2 2 )

N i e z n a n e  o p e r a t o r y  w z m o c n i e n i a  P1 1 ( x , ^ , t )  i  p2 1 ( x , t ) , p o j a w i a j ą c e  s i ę  

w r ó w n a n i a c h  f i l t r u  K a l ma n a ,  s ę  w y z n a c z a n e  z  n a s t ę p u j ą c e g o  u k ł a d u  n i e l i 
n i o w y c h  równań r ó ż n l c z k o w o - c a ł k o w y c h  t y p u  R l c c a t i :

$  .  2p21(x .5 . , ) . / /  - i-i-(- % ; ).1, » ; ) - S ł - , ) d i 1d t ł
a a  ^ i o <2

| f  p2 l ( x * ! - ^  -  P2 2 ( x ' V t )  -  “ K , 5 Pl l ( « ^ t )  -  2nP2 1 ( x , ^ , t )  -

fr pn<x-$i-0 p2i (5^2'*) ..
I I  -------------------  SA (4.23)
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Pe t  22 ( x , ^ , t )  » - L x p 2 1 ( x  , t )  -  L^P2 1 ( x , 5  , t )  -  4 n P2 2 ( x . £ , t )  -  

P T  p2 i ( x > 5 i ' t ) dy  q ( x i , t )

' U  ----------------------------- l l ! 2  +

wraz  z  warunkami  p o c z ą t k o w y m i  i  b r z e g o w y m i :

P1 1 ( x , ^ , 0 )  « P ( x . $ . 0 )  = P ( x , ^ , 0 )

A 8  P ( x . $ , t ) |
0 < j « m - l  3 11 I

21

O

- A  .  Bj P2 2 ( x , l f  , t )
0 < j « m - l  

p r z y  czym

oa

o a

A b p  ( x . J | . t ) |  • o
0 < j < m - l  J l o a

(4.23)

( 4 . 2 4 )

( 4 . 2 5 )

A Pl 1 ( x . ^ . t )  - P1 l (x,]»ft ) ,  A “ P i ^ J . ^ . t )
i , J « 1 , 2  31  i , j « 1 . 2  1J

i ,j  *1,2

• ( 4 . 2 6 )

D o w ó d
R ó wn an ie  d r g a ń  ( 4 . 1 )  u k ł a d ó w  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  p r z e k s z t a ł c i m y  me

t o d ę  d e k o m p o z y c j i  do  u k ł a d u  równań z  o i e r w a z ę  p o c h o d n a  w z g l e d e m  c z a s u .  
Układ t e n  p r z y j m i e  p o s t a ć  ( 4 . 8 ) .

P o n i e w a ż  p o l a  l o s o w e  g ( x , t )  i  ‘i5, ( x , t /  maję  ł ę c z n y  r o z k ł a d  g a u s s o w s k i ,  

w i ę c  e s t y m a t a  y ( x , t )  p o s i a d a  n a s t ę p u j ą c y  r e o r s z e n t a c j ę  l i n l o w ę  ( Q i s ] .  

[16]).

* . , >  .ff  K(x,^,t,-«’)^-0 ' ( J .< )dJ dt
o a

S t ę d  r ó w n a n i e  f i l t r u  b ę d z i e  m i a ł o  p o s t a ć :

^  y ( x , t )  « £ y ( x . t )  + i p ( x  , t ) ^ t f ( x , t )  , 

g d z i e  y ( x . t )  j e s t  e s t y m a t ę ,  c z y l i  o s z a c o w a n i e m  y ( x , t ) .

( 4 . 2 7 )

N
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N i e c h  fi ( x , t )  * y ( x , t )  -  y ( x , t ) j e s t  t zw  b ł e a e m  f i l t r o w a n i e .

= [<£ - f ] y ( x  . t )  + $ £ ( * .  t )  + g ( x , t )  -  ( x , t ) ~ • ^ ( x . t )  ( 4 . 2 8 )

S t ą d  p o n i e w a ż  w a r u n k o w e  w a r t o ś c i  o c z e k i w a n e  p r z y  z a d a n e j  p r z e s t r z e n i  o b 
s e r w a c j i  V ( x , t )

E | j £ ( x , t  )| V ( x , t  )1 = 0 ,

e [ ^ t Ć ( x , t  )| V ( x , t  J  = 0  ( 4 . 2 9 )

więc

W r e z u l t a c i e

[ < £ - ? - ę » ( x . t ) l ? J  E f y ( * . t ) | v ( x , t ) ]  = O ( 4 . 3 0 )

? ( • )  H  £ ( ■ )  - f ( x . t ) W - )  ( 4 . 3 1 )

^  y(x. t )  * [<£-p(x,t)(?jy(x.t) * p ( x . t ) - J L  s ( x , t )  ( 4 . 3 2 )

Wprowadzimy t e r a z  p o j ę c i e  m a c i e r z y  k o w a r i a n c j i  b ł ę d u  f i l t r o w a n i a ,  k t ó r ę
oznaczymy ;P(x,J, t) .

(x ,^. t )  = e[6 (x , t )£ *  ($.t)] (4.33)
*

-  o z n a c z a  t r a n s p o z y c j ę  m a c i e r z / .

O e s t  ona e l e m e n t e m  t z w .  p r z e s t r z e n i  o p e r a t o r ó w  H i l b e r t a - S c h m i d t a CP-(h , H ) . 
k t ó r a  s t a n o w i  z b i ó r  o o e r a t o r ó w  H i l b e r t a - S c h n i d t a  P  o d w z o r o w u j ą c y c h  o ś r o d 
kowy p r z e s t r z e ń  H i l b e r t s  H—— H z  i l o c z y n e m  s k a l a r n y m .

0 -Q > 3£ ■ £ <  3>en - Qe0 >  H 
n = l

g d z i e  | 8 n |  o f t o n o r m a l n a  b az a  w H i  normę

* i 2 - 2 K  
% ' H

2

(patrz paragraf 3.2).
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Wyprowadzimy o b e c n i e  r ó w n a n i e  r ó ż n i c z k o w e ,  k t ó r e g o  r o z w i ą z a n i e  s t a n o 

w i ć  b ę d z i e  m a c i e r z  k o w a r i a n c j i  b ł ę d u  f i l t r o w a n i a .

Z równ8ń ( 4 . 2 8 )  i  ( 4 . 3 1 )  o t r z y m u j e m y ,  ż e :

J f £ ( x . t )  -  ^ - p ( x , t ) S j t ( x , t )  ♦ g ( x , t )  -  tp ( x , t ) ^ -  s ( x , t )  ( 4 . 3 4 )

^r(x.J.t )  - E[e(«.t)e*(J.t)] - E[iL6 (x.t)6*(|.t)J ♦

♦ E [ 6 ( x , t ) ^ f e * ( |  ,t)J ( 4 . 3 5 )

S t ę d

^ ■ J > ( x , ^ , t )  =[<1? - y ) ( x , t ) g ] j > ( x , ^ , t )  + P  ( x , ^ , t ) ^ )|C , t ) J  +

+ E [ g ( x , t ) f  * ( J  , t ) J  + e [c ( x  , t ) g * ( J  , t ) j  -

- ? ( * . O e[ ^  s(x.t)e*(^.t)J -  E[e(x . t )^-  .*(J,t)]ę»*(J,t)
( 4 . 3 6 )

R o z w i ę z a n l a  r ó w n a n i a  ( 4 . 3 4 )  p r z y  n i e z e r o w y c h  wa r u n k ac h  p o c z ą t k o w y c h  na 

p o s t a ć :

6 ( x  , t )  » /  S ( x . $ . O )  y ( 0 . £ ) d $  +
XI

t  t

+ f f § ( *  «* -  J . t )p(§ - t ) d s ( |  .1)
o a  o a

g d z i e  -  J e s t  f u n k c j e  G r s e n e  u k ł a d u  równań

t

E [ e ( x . t ) g * ( 5 . t ) ]  -  J ,/ 3 ( x , J 1 , t . < ) E [ S ( j ' ł . < ) g * ( 5 >t ) ] d t d J 1 -  
o a

- / / $ < * -$ i * * < < V < $ i - * > E[ #  •  « \  Q(x <3>*)
o a

Po a n a l o g i c z n y c h  p r z e k s z t a ł c e n i a c h  o t r z y n u j e n y :

e [ « ( * . o £  s*(£. t)]  - I p ( x , t )  R(x,£,t)

E j g ( x , t ) 6 *  (§ , t ) J  -  j  Q ( x . J  , t )

( 4 . 3 7 )

( 4 . 3 8 )

( 4 . 3 9 )
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s ( x . t ) e * ( § . t ) J  -  ^  R ( x . £ , t t y * ( £  , t )  ( 4 . 4 0 )

R ó w n a n i e  ( 4 . 3 6 )  p r z y j m i e  w t e d y  p o s t a ć :

- [ * - ? ( * .  t ) « ] a * ( x . $ , t )  ł 3 > ( x , J , t ) [ x , - ? V ( ^ , t ] ł

+ Q ( x , ] j , t )  - < p ( x , t )  R ( x , £  , t ) p  * ( £ , 0  ( 4 . 4 1 )

P o t r a k t u j e m y  t e r a z  t o  z a g a d n i e n i e  J a k o  p r o b l e m  o p t y m a l n e g o  s t e r o w a n i a .  Do
b i e r z e m y  m i a n o w i c i e  f u n k c j ę  cp ( x , t )  u z n a na  z a  s t e r o w a n i e  w t e n  s p o s ó b ,  

a b y  z m i n i m a l i z o w a ł a  f u n k c j o n a ł  ( [ l 3 j  , [ 2 6 ] ,  [ 2 7 ]  , [ 3 6 ] ) .

■3 [ £ ]  = e / |  6  ( x . t ) |  2 d x ( 4 . 4 2 )
a

O e ż e l i  z a ł o ż y m y ,  ż e  m a c i e r z  k o w a r i a n c j i  P  ( x , | , t )  r e p r e z e n t u j e  s t a n  u k ł a 
d u ,  a < p ( x ,  t )  j e s t  s t e r o w a n i e m  o p ty m al n ym  u k ł e d u ,  t o  z a g a d n i e n i e  z o s t a 

n i e  s p r o w a d z o n e  do  p r o b l e m u  o p t y m a l n e g o '  s t e r o w a n i a  d e t e r m i n i s t y c z n e g o .  W

c e l u  r o z w i ą z a n i a  t e g o  z a g a d n i e n i a  w y k o r z y s t a m y  n a s t ę p u j ą c y  l e m a t ,  b ę d ą c y  

a n a l o g i ę  z a s a d y  maksimum P o n t r i a g i n a  w s t o s u n k u  d o  u k ł a d ó w  d y n a m i c z n y c h  

o p i s a n y c h  r ó w n a n i a m i  r ó ż n i c z k o w y m i  c z ą s t k o w y m i .  Dowód t e g o  l e m a t u  można  
p r z e p r o w a d z i ć  m et od ami  p r z e d s t a w i o n y m i  w p r a c y  ( [ 2 6 ] ) .

Lemat 1 ( [ 26]  ) ( z a s a d a  maksimum)

N i e c h  d ana  j e s t  r o d z i n a  form d w u l i n l o w y c h  c i ę g ł y c h  na p r z e s t r z e n i  ( o p e 
r a t o r ó w  H i l b e r t a - S c h m i d t a  w tym p r z y p a d k u )  .

- A .  J » ( t ) ,  W ( t )  a ( P , W)  = < > C p ( t ) ,  W( t ) > ,  3CP ( t ) e  7 3*
t  € JO , TJ

g d z i e  3 C P ( t ) s  - j > ( t ) £ j j > ( t )  +J> ( t )  ( ^ * -  £ * p ^ t ) ]

N i e c h  s p e ł n i o n e  s ę  n a s t ę p u j ę c e  w a r u n k i :

( j O  f u n k c j a  t — a(j»,W) j e s t  m i e r z a l n a  na [ o , t]
w  ? . * e  Y  L J

| a ( y , W )  | < c l | j » | |  IIW || c  >  0  ( 4 . 4 3 )
7* T

( J )  I s t n i e j e  r a k a  l i c z b a  X  . ż e  ,

A  A  a(j>, j*)  + ^ l l p | l 2 > , | | p | P  oę >  O ( 4 . 4 4 )
Pe T t e  [ o , t ]  *  y

g d z i e
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1 z a d a n y  j e s t  f u n k c j o n a ł  s t a n u :

I j y > ( x , t ) J  » e/ ]  fc ( x  , t ) |  2 d x  = E <  £  ( t )  . £  ( t ) > H ■ t r j K t )  ( 4 . 4 5 )  
SI

Łatwo o o k a z a ć  , ż e  o p e r a t o r  £  w r ó w n a n i u  ( 4 . 8 )  s p e ł n i a  w a r u n k i  ( T ) i ( 0  , 

a s t ę d  w a r u n k i  t e  s p e ł n i a  t a k ż e  o p e r a t o r  3C . Z a ł ó ż m y ,  ż e  t  e [ o , t ]  c  R+ , 

p r z y  czym c z a s  T j e s t  u s t a l o n y ,  a k o n i e c  t r a j e k t o r i i  s wo bo dn y .  

Wprowadzimy t z w .  f u n k c j ę  H a m i l t o n a

X *  t r { ^ ( t ) 3 1 t , }  -  t r j s ^  J > ( t ) $  * ( t ) J  -

r j [«£-y>( t )#]  p ( t ) p  * ( t ) |  + p * ( t ) |  ♦

r | g ( t )  J * t t ) j  -  t r j  tp ( t )  R ( t )  < p *( t )  *( t  )̂ - ( 4 . 4 6 )

-  t r

g d z i e

J> (t)<j> •  j  J H x . ’f , t ) i j> (^ )d^  < p e 3 ) ( o )
O.

J>(x,^ . t )  J e s t  j ą d r e m  o p e r a t o r a  J> ( t ) a J> ( t )  j e s t  pewną p o m o c n i c z a

z m i e n n ą  s t a n u ,  zwaną z mi e n n ą  s p r z ę ż o n ą  do z m i e n n e j  J>( t ) .
Warunki  k o n i e c z n e  i  w y s t a r c z a j ą c e  i s t n i e n i e  o p t y m a l n e g o  s t e r o w e n i f  ( t )  

są n a s t ę p u j ą c e :

‘ • i t ^ - 1 5  (4 -47)

c z y l i

ar

2 .

d J >( t )  -  [ #  - i f (  t  )£?J J>( t ) + J > ( t )  -  £ ^(t)J + Q ( t )  + (p ( t '  R ( t )  <p * ( t )

c z y l i

d
Ht ?<*> -  - [ #  -  c V ^ ° ]  ^ ( t )  - ? ( * { « -?Kt)e]

3 ,  = J ) ( t ) £ p ( t )  R * ( t )  - J »* ( t )  ^ * J + t  > j »̂ ( t  > R ( t )  -  j p ( t ) £ * ]  = 0  ( 4 . 4 9 )

c z y l i  s t e r o w a n i e  o p t y m a l n e  o s i ą g a  pewną w a r t o ś ć  o p t y m a l n ą  $ > ( t )  = ^ ’ ( x . t ) .  

k t ó r e  m i n i m a l i z u j e  f u n k c j ę  H a n i l t o n a  :

*  [$>(»)  J > ( t )  , p ( t ) ]  = i n f  3£ ^ t )  . J > ( t )  . P  ( t ) ]  ( 4 . 5 0 )



? * ( t ) [ p ( t ) R ( t )  -  J>(t)£*] - 0

mamy

y » (x , t ) R (x ,J , t )  - V * P ( x . $ .  t )  = 0

W dalszych naszych rozważeniach wykorzystamy własności  
tora  R ( x . J , t ) .  a mianowicie

/  R ( x .^ , t ) R - 1( ^ | 1 , t ) d |  - I Ą , ( x - k )

gdzie I Je s t  macierżę Jednostkowy.
Mnożęc prawostronnie r e l a c j ę  (4. 52) przez R"1( ^ . ^ 1 . t )

^ i  'otrzymamy:

1<P(*.  t ) R ( x , ^ . t ) R - 1( ^ . ^ 1, t )d^  - / j » ( x . 5 . t )  R_1^ . ^ . t ) d

lub

p ( x . t ) d c (x-^1) -  J j » ( x . $ . t ) | ?  R"1( ^ . ^ 1 .t)d^
£L

Mnożąc prawostronnie powyższe wyrażenie przez £ J>( x , ^ , t  
J  i  ^ j  , otrzymemy:

p ( x . t ) g j < x ^ . t )  . / / y ( J . t ) e j » ę 5 2 .S1 .t)rf0 f l ; - j1) tfo(x4p4dj  
a  si

s. a.
Ale

J>(x,^.t)ie*R-1(]f . j t . t ) « 3 ^ 2 . j 1 . t )«§dx1 =

W r e z u l t a c ie

p ( x , t ) « j X x . J , t )  • / /  ( x . l 1 . t ) * V 1^ 1 ^ 2 .t)83<]5.S2 . t ) « ę 1«(j2
Qj ęi,
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Bioręc pod uwagę, że

(4.51)

(4.52) 

inwersj i  opera-

(4.53) 

i  całkując  po

; (4.54)

(4.55)

) 1 całku jąc po

(4.56)

(4.57)

(4.58)

Analogiczny drogę można otrzymać , ż e :
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A ii

Wykorzystując wzory (4.53) i  (4 .55) ,  otrzvmamy: 

p ( x , t ) R ( x , J , t ) p * ( ^ , t )  »

M  •S l - , >V<S l ' * ) rfD(>‘- J W 0 § - i l « D < i l - 3 5 3 ^ ^ 3  ■a  a a

3-'S' t ) «*R' 1^ ^ 3 - t ) R ( x ' i ' t )R' 1(^ 2 ^ 1 ' t ) « J^ 2 ' 5 l ' 0 d H d'§3 -Mi U  U

- / / M ' S 3 - t ^ ^ 0 ( x ^ 3 ) R - 1(52 . S ' t ) « ^ 2 . 3 i ’t ) d ^ d S 3 .  
f il f l

- / / j >(x. ^ t ^ * R- 1( ^ ‘5 i . t ) e ^ i . ^ 2 . t )dH  *

■ / / j > ( x . J 1 . t ) P , R-1( ^ ^ 2 . t ) ^ . J 2 .t)d15ldJ2 (4.60)

Podstawlajęc r e l a c j e  (4 .58) ,  (4.59) i  (4.60) do równania (4.41) otrzy
mujemy niel iniowe równanie różniczkowo-całkowe z niel iniowości? typu Ric- 
c a t l  o pos tac i :

^ J > ( * . j . t )  - J f K  ? ( » . $ . « )  * J » ( x . S . t \ ^ » *  Q ( x . J . t ł  -

Oznaczmy

l ( x , t )  -  z ( x . t )  -  ^ ( x , t )

Mnożąc prawoatronnie wyrażenie (4.55) przez 1 całkując P° J j*
otrzymamy:

p ( x , t ) H x . t )  =

a a

- / /  ( > ' ^ l . t ) i 2V 1(^1 .52 . t ) l ( ^ 2 , t ) d ^ d ^  ( 4 . 6 2 )

a  a
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zalctrfceni a
losowe
obserwacji

O
S te ro w a n ie
f i l t r e m

O

l~)
J I ? ( x :ę1>t)  £  -R (fi , ̂ lAKOd^dy— ® — 
s a  TC+)I J"(Odt

1 .  S c h e m a t  b l o k o w y  k l a s y c z n e g o  f i l t r u  Kalmana d l a  u k ł a d ó w  d y n a m i c z 
n y c h  o  s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  o p i s a n y c h  u k ł a de m  r ó wn ań  ( 4 . 8 )
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W r s z u l t a c i e  na p o d s t a w i e  ( 4 . 3 2 )  i  ( 4 . 6 2 )  r ó w n a n i e  f i l t r u  p r z y j m u j e  o s t a 

t e c z n a  p o s t a ć :

£ ? < x . t )  d $ 2
A A

( 4 . 6 3 )

Równani e  R i c c a t i  ( 4 . 6 1 )  1 r ó w n a n i e  f i l t r u  ( 4 . 6 2 )  w y s t ę p u j ą c e  w p o s t a c i  

n a c i e r z o w e j , można r o z p i s a ć  w p o s t a c i  u k ł a d ó w  równań i  w t e d y  w y s t ę p i e  one  

w p o s t a c i  ( 4 . 2 0 ) ,  ( 4 . 2 3 ) .

Równania o p i s u j ą c e  o p t y m a l n y  f i l t r  K a l na n a  d l a  u k ł a d ó w  d y n a m i c z n y c h  o s t a 

ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  z m i e n i ę  n i e c o  s w o j ę  p o s t a ć .  J e ś l i  o b s e r w o w a n a  b ę d z i e  n i e  

zmienna s t a n u ,  a l e  J e j  p o c h o dn a  w z g l ę d e m  c z a s u ,  c z y l i

v i  z ( x ' t )  '  u ( x -t )  + $ x V u - ' -  

l ub w p o s t a c i  r ó ż n i c z k o w e j

d z ( x , t )  * d u ( x , t )  + d ^ ( x . t , y )

( 4 . 6 4 )

( 4 . 6 5 )

Równania o p i s u j ą c e  p r o c e s  o p t y m a l n e g o  f i l t r o w a n i e  z a k ł ó c e ń  d r g a ń  t a k i c h  
układów s ę  n a s t ę p u j ą c e :

1 .  Ró wnani a  f i l t r u :

j L ^ U . t )  -  y 2 ( x . t )  ♦ / /

a st. L

JL y 2 ( x , t )  -  - L ^ U . t )  -  2 n y 2 ( x , t )  ♦

wraz z  w a r unka mi  p o c z ą t k o w y m i  i  b r z e g o w y m i :

? j ( x . O )  -  ? 2 ( x , 0 )  -  0

A  B  ?  ( x , t ) |  -  o ,  A  B  ę 2 ( x ,
Osa<i»-l 3 1  I Da CKJ^ni-l J

( 4 . 6 6 )

t )

( 4 . 6 7 )

( 4 . 6 8 )
m

2 .  N i e l i n i o w e  r ó w n a n i a  r ó ż n l c z k o w o - c a ł k o w e  t y p u  R i c c a t i ,  z  k t ó r y c h  wy

z n a c z a  s i ę  n i e z n a n e  o p e r a t o r y  w z m o c n i e n i a  P2 1 ( * / 5 ' * )  1
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-Ł O I 
®t Plllx'^‘t' = 2P21^X■S-«> 4 A * 'SI SI O 1 o z

?>t P2 l ( X - ^ ’ t l  3 P22 ^x  ̂ -  Lx -  2nP2 1 ( x , ^ , t )

f  f  P21('X dv dyii — fT3Tn-'T̂— Ji s=
^  P22 ̂ x  ̂ “ _LxP2 l ( X ’•$ #t  ̂ " L̂ P2 l ( X’̂ ’ t  ̂ ” 4nP22(X,3 , t ^

C P P2 2 ^ X ’^ l - t '>P2 2 (' ' $ - $ 2 ' t ') .y rtv  q ( x . ! 5 . t )
ml i ----------- « s n * ™ —  + ^ t r

w r a z  z w a r u n k a m i  p o c z ą t k o w y m i  i  b r z e g o w y m i :

P1l ( x . ^ , 0 )  • p2 l ( x ' ^ ' 01 '  P22( x ’3 - 0) = 0

A  B1Pl l (x'V t) | * °- A  B1P2l(x-^-t)0 « y < m - l  J J  |3 A  0 s y < m - l  J 21  J

A  B1P22(>-3-°O s y « m - l  J J

3iŁ

IDU

( 4 . 6 9 )

( 4 . 7 0 )

( 4 . 7 1 )

4 . 3 .  W y z n a c z a n i e  e s t y m a t y  d r g a ń  u k ł a d ó w  o  s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h

P r z e j d z i e m y  o b e c n i e  do r o z w i ą z a n i a  s f o r m u ł o w a n y c h  z a g a d n i e ń  g r a n i c z 

n y ch  o p i s u j ą c y c h  o p t y m a l n y  f i l t r  Ka l ma na ,  d l a  p r z y p a d k u  d r g a ń  u k ł a d ó w  d y 

n a m i c z n y c h  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h .  W tym r o z d z i a l e  r o z w a ż a n i a  o g r a n i c z y m y  

do  w y z n a c z e n i a  e s t y m a t y  d r g a ń ,  p r z y  f i l t r o w a n i u  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  o c h a 
r a k t e r z e  " b i a ł y c h  s z umów",  p r z y  z a ł o ż e n i u  s t a c j o n a r n o ś c i  r o z w i ą z a ń  n i e l i 

n i o w y c h  równań r ó ż n i c z k o w o - c a ł k o w y c h  tyciu R i c c a t i .  Z a ł o ż e n i e  t a k i e  j e s t  

s ł u s z n e  d l a  p r z y p a d k u  b a r d z o  d u ż y c h  c z a s ó w ,  c z y l i  gdy  t  — . Ró wnani a  
r ó ż n i c z k o w o - c a ł k o w e  R i c c a t i  ( 4 . 6 1 )  p r z y j m ą  w t e d y  p o s t a ć :
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2p2i(x M f f Pll(*-5l)Pll<Mteł „y rfv
•J> ' i i  — T .? — a J A  '

P22 ̂ x ” Lx /£ P11 ^x ‘.iP ” 2nPl l (*- j f '  ”

i i  — F7i r :5 ? —  * ■ Sz '

- l xP21 (X * L̂ P2 l ( X’^  * 4nP22 ̂ X ' "

f  I* P21(X,^ 1 ' P2 1 ^ . y  q<x.t)
i i  ^ ł W I T  * °

p r z y  w a r u n ka c h  b r z e g o w y c h :

A  Bi p n ( x - P  ■ ° *  A  B . p2 i ( x - ^  *J«m-l * 11 J ^  0«g<m-l •» 21 J

A  B1p22(x-̂0^j«m-l •> J

3&

( 4 . 7 2 )

( 4 . 7 3 )

P ro b le m r o z w i ę ż e m y  s t o s u j ą c  m e t o d ę  R i t z a - G a ł e r k l n a  ( [12 ]  , [ 30]  ) .  W tym c e 
l u  r o z w i ą z a n i a  p r z e d s t a w i m y  w p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c y c h  k o m b i n a c j i  l i n i o w y c h :

Pll(x'^ ‘X  amVm(x)Vm(̂  
»•1

P2 1 ( x ‘5 ) ’ X  bmVm( , 0 V mC§' 
m»l

( 4 . 7 4 )

P22( x '$> ■ £  c. v.<*>Vm(3P
mml

g d z i e  J a k o  f u n k c j a  v „ ( * )  D r z y jmi emy  f u n k c j e  w ł a s n e  r o z p a t r y w a n e g o  z a g a d 
n i e n i a  g r a n i c z n e g o ,  o p i s u j ą c e g o  d r g a n i a  u k ł a dó w  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h .  Me

t o d ę  k o n s t r u o w a n i a  f u n k c j i  w ł a s n y c h  d l a  z a g a d n i e ń  g r a n i c z n y c h  d y n a mi k i
p ł y t  o dowol nym k s z t a ł c i e ,  o p a r t ę  na t e o r i i  t z w .  R - f u n k c J i  ( [3 1 ] ) . ood an o
w p r a c y  ( [44]  ) .

N i e z n a n e  w s p ó ł c z y n n i k i  j a  1 . j bm l 1 J e l  możne w y z n a c z y ć  j a k o  r o z w i ą z a 
n i a  u k ł a d ó w  r ó w n a ń:  '  l J l  )
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g d z i e

2 b  -  3C a ■ Ofn rn m

c - o _ a  -  2 n s  -  3C_a b = O tn m ot ni m m m

* 2S , bm - 4ncm * ‘’m * 0

n  a  °  o o

'  i U - * n w -

■l <■'•'’ ■/fo.-<S>*.<}><4

(4.75)

( 4 . 7 6 )

U k ł a d y  równań ( 4 . 7 5 )  można r o z w i ą z a ć  m et od ami  a n a l i t y c z n y m i .  W sp ó ł c z y n 

n i k i  | a m|  w t e d y  r z e c z y w i s t y m i ,  d o d a t n i m i ,  n a j m n i e j s z y m i  r o z w i ą z a n l a -  
mi równań a l g e b r a i c z n y c h :

qm - 4 n ( S ^ 2 n ) . m - 2< Bt  - ** m 8m ’ 0 (4 ' 77)

W s p ó ł c z y n n i k i  | bn J  1 { C* }  m° 9 e  by(  ̂ Pr *Y tym w y z n a c z o n e  wg f o r m u ł :

bm “ ?Xm8m <4 -78>

( £ 2 + 2 n ) a m ♦
fi! <ł  In Ih

( 4 . 7 9 )

S t o s u j ą c  m e t o d ę  R i t z a - G s l e r k i n a  r o z w i ą z a n i a  równań f i l t r u ,  można p r z e d 

s t a w i ć  w p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c y c h  k o m b i n a c j i  l i n i o w y c h :

“  X  3 m ( t ) V m ( x )
m« l

? 2 ( x , t )  .  d m( t ) V )n( x )

««1

( 4 . 8 0 )
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N i e z n a n e  f u r k c j e  *)  i  d m( t )  będą  w y z n a c z a n e  z n e s t ę o u j ę c y c h  u -
k ł a a ó w  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h  z w y c z a j n y c h ;

dT 9 m( t )  -  d m( t )  -  a mKm 3 7  z m( t )  ł  a m \ 9 , ( t '  -  0

dT d m ( t )  + £ mQm( t )  *  2 n d m{ °  "  b , A  HT  z m( °  ł  W m 1* 1 *  0

a d z i e

g_ (o) = d (o) -  0m m

2m^t  ̂ *S  Z' X ' f ' Vm^*^dx
a,

R o z w i ą z a n i e  t y c h  r ó w n a ń  ma p o s t a ć :

3m(V! * Am f e " Zm(^ d*
0

_ 9, j .
S i n £ m( t - ^ d t  z m( * > d *

dm(t )  * Am /
/) - n _ ( t - * < )

cos£m( t - ? )ffr zm(* )dt:

g d z i e

2 >  - n  ( t - t )
8mJ 8 • i n e . t t - O g ę

0

°?m " “ . A , -  * b-3Cm mm m m

"m * ł (% ł2 " '

Ćm * 5 ^ 2* ^ +2n<ym) -  (<V2n)2'

( 4 . 8 1 )

(4.82)

'4.83)

( 4 . 8 0

p r z y  czym

4(Sr,ł i?’mł2r^ m ^ > (< V 2n)2
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m 4nm * "(£f+<y_*^r0 2fn fn m

31 = 2{g<y»(2A»<Sj - nl»/V- -“W-------—K---- : -5 -
4 n m +m fn fn

,.' .  2{2fin*m * [ 2(n- r'n} - <*„] h  * (2n- n- )‘V l }

V ^ *4 n f  + (£^+oe + 2 n ^

vV o r z y o a d k u  J e ś l i  z m i e n n ę  o b s e r w o w a n e  J e s t  n i e  z mi e n n a  s t a n u  ( dr ę j a n i a )  

al f t  i e j  o o c h o d n a  w z g l ę d e m  c z a s u ,  t o  r ó w n a n i a  r ó ż n i c z k o w o - c e ł k o w e  R i c c a t i
d l a  p r z y p a d k u  s t a c j o n a r n e g o  ( t —  «<= ) Drzyjma  p o s t a ć :

- * . < ■ • 5 '  - / /  ^  • o
a a  01 >52

P2 2 ( x ^ >  -  Lx _ P 1 J ( x . j ' )  -  2 n P l l ( x . J )  -

1 —

-  CKP21( x i ) '  ^ P21( x ' J ) -  4nP22( x -^> "

a a  ^ J T T P  -5 1 5 2

p r z y  w a r u n k a c h  b r z e g o w y c h :

A  a i Pl l ( x - J ' |  “ 0 A  B i P2 1 ( x 'S0<J$m

A
0 « J < m - l V 22 ( X

3ił ( 4 . 8 6 )

Z a s t o s o w a n i e  m e t o d y  R i r z e - G a l e r k i n a  d o  r o z w i ą z a n i a  u k ł a d u  r ó w n a ń  (4 .85 )  
p r o w a d z i  do  n a s t ę o u j ę c y c h  u k ł a d ó w  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h :

)
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2b - 3C b2 = Offl ffł ir

c -  U>2 B -  2nb  -  t)C b_c  « O m m m m w rn m m

- 2w 2 b -  4 nc - 3 C  c 2 * g = 0mm m m

2 r ó w n a ń  ( 4 . 8 7 )  w y n i k a ,  że *  O.  w i c e  P._>^(x, lp ® O. V

t r z y m a my  :

Stad

c -£0 «em = O fn fn m

. c"8m ‘ « t

W s p ó ł c z y n n i k i  c m można ł a t w o  w y z n a c z y ć  J a k o  r o z w i ą z a n i e

-  4n c  -  Dt_c2 + g « O fn m fn m

R o z w i ą z a n i a  t e  m8ja  D o s t a ć :

- 2 n i  V 4 n 2 ♦ X  g m^m
3Cm

by ć d o d a t n i e , w i ę c  :

- 2 n ♦ V 4 n 2 ł X  gir m

X *

- 2 n ♦ V 4 n 2 *

1 na

c«o 2

z e r o w a n i e s i ę  o p e r e t o r a

mę p o s t a ć :

( 4 . 8 7 )

1 r e z u l t a c i e  o -

(4.88)

(4.89)

u k ł a d u  r o w n a n :

( 4 . 9 0 )

( 4 . 9 1 )

( 4 . 9 2 )

( 4 . 9 3 )  

p2 1 ( x . £ )  p r z y j -
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t) CAJ /  . fO <%> . o* /
Y o ( x , t ^  = " Lx Yl ' " t ■ 2 ny 2 ( x , t )  ♦

- W ' ! ) ‘S A

w r a z  z w s r u n k t n i  p c c z ę t  kowy * . i  i  b r z e g o w y m i :

y1(x .0; - y2 (x ,0) = 0

A  8 y  ( x , t )  = 0 .  A  B v,(x,t)
0«JS«i-l ■> 1 okj«m~l J i

oa
UV ł a d  t y c h  równań  

w o - c a ł k o w e g o  :
można o r z e d s t a w i c  w p o s t a c i  i e d n

( 4 . 9 4 1

( 4 . 9 5 )  

* O ( 4 . 9 6 )

epo r ó w n a n i e  r ć ż n i c z k o -

~-rr u ( x , t )  + 2n  u ( x , t )  + L ( x , t 1  -  ^  Ot X

- f f ^ J T J 2r [ ł i  s(S2-*) - tft - O

w r a z  z  warunkami  c o c z a t k o t w y n i  i  b r z e g o w y m i :

u(x , O) = u ( x ,0) = 0o t

A B C ( x . t ł
0«Js=m-0 J

-- 0

d r z v  czym

u ( x , t ! = y 1 ( x , t )

(4.97)

( 4 . 9 6 )  

(4.99)

S t o s u j ą c  m et od ę  R i t z a - G a l e r k i n a  r o z w i ę z a n i e  r ó w n a n i a  f i l t r u  możne p r z e d 
s t a w i ć  w p o s t a c i  k o m b i n a c j i  l i n i o w e j :

u ( x . t )  = N  q i t ) V  ( x )ni mm = l ( 4 . 1 0 0 )
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N i e z n a n e  f u n k c j e  Pm( * )  w y z n a c z o n e  będę z n a s t ę p u j ą c e g o  u k ł a d u  r ó w n a ń  

r ó ż n i c z k o w y c h  z w y c z a j n y c h :

~ 2  9mf t ‘' + 2 n  3T 9'd t m( t )  ł W m9 » ( t )  -  c m \  d r [ 2 m( t 5  -  9 m( t l ]  "  0  ( 4 1 0 1 ’

wr az  z w a r u n k a m i  o o c z ę t k o w y m i  :

9m( °> "  3 7  9 . ( 0 )  = O (4.102)

R o z w i ę z a n i e  p o w y ż s z e g o  u k ł a d u  równań można o r z e d s t a w i c  w p o s t a c i :

/> - n  ( t - t )  s i n o  ( t - l )
% { t )  =J e  i ------V ,  3 ?  2 . ( f ) d f  ( 4 . 1 0 3 )

O m

g d z i e

2 ŚT 2 . . 2
P m = Vo>m - n m-

"m ■ n + § * . e.

U z y s k a n e ,  p r z y  z a ł o ż e n i u  s t a c j o n a r n o ś c i  r o z w i ę z a ń  n i e l i n i o w y c h  równań r ó ż -  

n i c z k o w o - c e ł k o w y c h  R i c c a t i ,  w y n i k i  (w obu r o z p a t r y w a n y c h  p r z y p a d k a c h  ob
s e r w a c j i )  p o z w o l i ł y  z a u w a ż y ć ,  ż e  s t e r o w a n i e  r ówna ni em f i l t r u ,  k t ó r e  r e 
p r e z e n t u j ę  o p e r a t o r y  w z m o c n i e n i a  f i l t r u  Pi k ( x ) z w i ę z a n e  z  b ł ę de m f i l 

t r o w a n i a ,  p o j a w i a j ę  s i ę  n i e  t y l k o  w c z ł o n a c h  r e p r e z e n t u j ę c y c h  w y m u s z e n i e ,  

a l e  t a k ż e  w c z ł o n a c h  r e p r e z e n t u j ę c y c h  t ł u m i e n i e  ( p a t r z  r ó w n a n i a  ( 4 . 8 3 -  

4 . 8 4 )  i  ( 4 . 1 0 1 ) .  R o z w i ę z a n i e  p r o b l em u  p r z y  m a ł y c h  c z a s a c h  t .  k i e d y  w u -  

k ł a d z i e  w y s t ę p u j ę  d r g a n i a  n i e s t a c j o n a r n e ,  wymaga u w z g l ę d n i e n i a  n i e s t a c j o -  

n a r n o ś c i  o p e r a t o r ó w  w z m o c n i e n i a  P i k ( x  ,1̂  , t ) , c z y l i  r o z w i ę z a n i a  n i e s t a c j o 

n a r n y c h  równań r ó ż n l c z k o w o - c a ł k o w y c h  R i c c a t i .  R o z w i ę z a n i e  t o  możne u z y s 

kać t y l k o  za  pomocę metod  n u m e r y c z n y c h  ( [ 22] ,  [30] )  Z a k ł a d a j ę c  j e d n a k ,
że  i n t e n s y w n o ś ć  z a k ł ó c e ń  o b s e r w a c j i  J e s t  z n a c z n i e  w i ę k s z a  od i n t e n s y w n o ś 

c i  z a k ł ó c e ń  w y m u s z a j ę c y c h  d r g a n i a ,  do r o z w i ę z a n i a  można z a s t o s o w a ć  ( [ 9 ] ) 
m e t o d ę  p e r t u r b a c j i .  R o z w i ę z a n i e  u z y s k a n e  t ę  n e t o d ę  ma z e m k n i ę t ę  p o s t a ć  a -  

n a l i t y c z n ę ,  wyg od nę  do  a n a l i z y  J a k o ś c i o w e j  i  n i e  wymega p r a c o c h ł o n ny c h  o b 

l i c z e ń  n u m e r y c z n y c h .  P o n i e w a ż  i n t e n s y w n o ś ć  z a k ł ó c e ń  o b s e r w a c j i  j e s t  duża  
w s t o s u n k u  dc  w y m u s z e n i a ,  w i ę c  w p r o w a d z a j ę c  o a ł y  p a r a m e t r  £, o t r z y m a m y . ż e :

* E r ( x . $ , t ) ó D(t-T) ( 4 . 104)
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W pr o w a d z e n i e  m a ł e g o  p a r a m e t r u  p o w o d u j e ,  ź e  m a c i e r z o w e  n i e l i n i o w e  r cw-  

n a n i e  r ó ż n i c z k o w o - c a ł k o w e  t y p u  R i c c a t l  ( 4 . 6 1 '  o r z y j m u j e  p o s t a ć :

& * * . $ . * )  - j * j »€

-  U ' 105>
A &

c, 1
£= £

Ró wna ni e  t o  możne r o z w i a z a ć  z a  pomocę  me to dy  p e r t u r b a c j i .  W tym c e l u  r o z 
w i ą z a n i e  możno r o z w i n ę ć  w s z e r e g  wg m a ł e g o  p a r a m e t r u  £ :

J > ( x , $ , t )  -  P0 ( x . ^ , t )  ♦ E J )1 ( x . ^ , t )  ♦ £  2 J»2 ( x . ^ . t )  ♦ . . .  ( 4 . 1 0 6 )

P o d s t a w i a j ą c  r e l a c j e  ( 4 . 1 0 6 )  w r ó w n a n i e  ( 4 . 1 0 5 )  i  p o r ó w n u j ą c  w y r a z y  p r z y  

t y c h  s amych  p o t ę g a c h  p a r a m e t r u  £  o r a z  o g r a n i c z a j a c  s i ę  do  dwu p i e r w s z y c h  

w y r a z ó w  w t y c h  r o z w i n i ę c i a c h ,  o t r z y ma my  c i ę a  r ównań r e k u r e n c y j n y c h  :

| f j > 0 ( x . $ . t )  . / J J , ( x . $ . t )  ♦ P0 («. .J.t)jr** « ( k .J .O  

I f  ? 1 ( x . ^ . t )  - 4 f  ^ ( n . J j . t )  ♦ » ) . £ * -

“  *  ( 4 . 1 0 7 )
^ J > 2 ( x , ^ . t )  . rfj>2 ( x . ^ . t )  ♦ P2 ( x . J . t ) r f * -

- / / j ’b ( x .3f1 - * ) « , « ' 1 (J 1 ^ 2 . t > i f ą ( S . ] 5 2 . t ) d ł 1d352 -
A A

1( x . ^ . t ) r * R - ^ 1 . ^ . t ) ^ . ^ . t ) d ^ d ^

Po d o k o n a n i u  d y s k r s t y z a c . j  i  m e t o d ę  R i t z s - G a l e r k i n a  o o w y ż s z y  u k ł a d  równań  

r e k u r e n c y j n y c h  s p r o w a d z i  s i ę  do  l i n i o w y c h  r e k u r e n c y j n y c h  u k ł a d ó w  równań  

r ó ż n i c z k o w y c h  z w y c z a j n y c h .  P r z y j m u j ę c  bowiem r o z w i ą z a n i a  w p o s t a c i  k omb i 
n a c j i  l i n i o w y c h :

*

PU ( x - $ ’ t )  “ £  8m( t ) V m(x )V m(^  
m»l

P2 1 ( x . J . t )  bm( t ) V m( x ) V m( ^)
m-1

P2 2 (x * . t )  .  c m( t ) V|ll( x ) V m( 5 )  
m*l

i  b i o r ę c  pod u w a gę ,  ż e

a ( t ) » a ° ( t )  + Ć a ^ ( t )  + 6 2 a 2 ( t )  + . . .
Bi m m m

bJ t > * b» ( t )  ♦ + e 2^ ( t )  + . . .m m m ni

c ( t )  -  . • ( « )  +  6 o * ( t )  +  £ 2 o ^ ( * )  ♦  • • •
hi (Tl Hi Bi

N i e z n a n e  f u n k c j e  a ° ( t ) ,  a ^ ( t ) , . . . , b ° ( t )  . b ^ ( t ) , . . . , c ° ( t ) , c  
m fn m m  m i

c z a n e  b ę d ę  z  n a s t ę p u j ą c y c h  r e k u r e n c y j n y c h  u k ł a d ó w  równań  

z w y c z a j n y c h :

37 •;<•> ■ » :< «>

a ?  >■:<» ■ « : < »  - « ; • : ( < >  - 2" - ; < »

a?
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( 4 . 1 0 8 )

( 4 . 1 0 9 )

( t ) , . . .  w y z n a -  
r ó ż n i c z k o w y c h

( 4 . 1 1 0 )

a ° ( 0 )  -  b ° ( o )  »  c ° ( 0 )  -  O
/
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a r  - 2bm<i > - * m [ 8£ H 2

37 bm(t) “ cm(t) - Cm8m( t> " 2nbm(')  '  *-mbm( '  >cm(* >
✓

37 cm(t) " * 4ncm( t> “*■ [Cn(t)] "  ł ‘’„(t)

8I(o)  - »»‘ (O) - c i (0 )  = O

P r z e j d z i e m y  o b e c n i e  do r o z w i ą z a n i a  r ó w n a n i a  f i l t r u .  Do r o z w i a z a n i a  u ż y 
j emy  p o n o w n i e  m e t o d y  o e r t u r b a c j i .

R o z w i ą z a n i e  p r z e d s t a w i m y  w p o s t a c i  r o z w i n i ę c i a  wg p a r a m e t r u  £  , c z y l i :

y(x,t) - y°(x,t) + £ y (x , t) *SyZ(x.t̂ ( 4 . 1 1 2 )

P o d s t a w i a j ą c  r o z w i n i ę c i a  ( 4 . 1 0 6 )  i  ( 4 . 1 1 2 )  do  r ó w n a n i a  ( 4 . 6 3 )  i  p or ównu
j ą c  s t r o n a m i ,  o t r z y m u j e m y  c i ą g  r ównań r e k u r e n c y j n y c h :

£  V°(x. t ) ^ y O( x , t ) +/ / j>0 ( x ^ i , t ) « V 1( J 1 , J 2 , t ) r ^ .  z(J 
a. & l

" V ^ 2 . * ) ] ^ 2

9ł ( x . t )  -«lfV1( x . t ) / / j > 1( x , J 1. t ) * V 1(^1. J 2. t ) r ^ .  z Q 2 ,
& £l L

t )  -

t )  -

( 4 . 1 1 3 )

Po d o k o n a n i u  d y s k r e t y z a c j i  m e t o d ę  R i t z a - G a l e r k i n a  p o w y ż s z y  u k ł a d  równań  

r e k u r e n c y j n y c h  ( 4 . 1 1 3 )  p r z e k s z t a ł c a  s i ę  w u k ł a d y  r e k u r e n c y j n y c h  równań  

r ó ż n i c z k o w y c h  z w y c z a j n y c h .  P r z y j m u j e  bowiem r o z w i ą z a n i e  y 1 (x, t)  i  y 2 ( x , t )  
w p o s t a c i  k o m b i n a c j i  l i n i o w y c h :

7i<x,t) 9K(t)vm(,<)
fn»0

y 2 ( x , t) dm(t)Vm(x)
m=0

( 4 . 1 1 4 )
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i  b i o r ą c  pod u w a g ę , ż e

■ 9m(t )  ł  £sm( t )  +

d ( t )  * d ° ( t )  + 6 d * ( t )  + . . .

( 4 . 1 1 5 )

n i e z n a n e  f u n k c j e  g ° ( t ) . g * ( t ) , . . .  i  d ° ( t ) , d * ( t ) . . . .  w y z n a c z a n e  b ęd ę  z 
n a s t ę p u j ą c y c h  u k ł a d ó w  r e k u r e n c y j n y c h  równań r ó ż n i c z k o w y c h  z w y c z a j n y c h :

H7 - dm(t) - Zm(t) + a- (t)3S.(t)9- (t) ■ 0

37 dm<*> ♦*&<*> * ?< (t) - bm(t):\ (t)37 *»<'> +
( 4 .  1 16)

♦ b ® ( t ) X . ( t ) g “ ( t )  -  0

9° ( 0 ) -  d > )  = 0

3 7  9 m( t )  -  d m( °  '  8 m( t ) 3 t m( t ) a !  Zm( t )  + 8 m( ' )3tn,( * } 9 m( * > * 0

37 + 2"di ( °  '  bm(t)3Cm( t ) 37 + (4- U7)

♦ " 0
I

i t d .
O e ś l i  z a ł o ż y ć ,  ż e  n i e s t e c j ę n a r n o ś c i  r o z w i ą z a ń  n i e l i n i o w y c h  równań r ó ż -  

n i c z k o w o - c a ł k o w y c h  t y p u  R i c c a t i  s ą  n i e w i e l k i e ,  t o  r o z w i ą z a n i e  t y c h  równań  

można p r z e d s t a w i ć  w p o s t a c i :

J > ( x , $ , t )  - J » 0 ( x , | )  + £ ? 1 ( x , ^ , t )  + ( 4 . 1 1 8 )

Wtedy n i e z n a n e  f u n k c j e  9° ( t )  . g j ^ t )   i  d ° ( t ) , d * ( t ) . . .  w y z n a c z a n e  b ę 
dę z  n a s t ę n u j ą c y c h  u k ł a d ó w  r e k u r e n c y j n y c h  równań r ó ż n i c z k o w y c h  z w y c z a j 

nych  o s t a ł y c h  w s p ó ł c z y n n i k a c h :
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37 9m(t )  -  dm( t )  ’  0

3T dm(t )  + S m9m(t )  + 2ndm(t )  * 0

g°(o) - d°(o) = o

c z y l i

- <£(») = o

37  9n ( t )  - dm( t > - aX (t)al *.<*> - °

37 dm ^  + S ^ ( t )  ♦ 2 n d ‘ ( t )  -  b X ( t ) g |  z m( t )  = O

i t d .
g d z i e

^ ' * 1  - s x ł ( t >  ♦ . . .

a w s p ó ł c z y n n i k i  s ° , s j  b ° . b * ------  w y z n a c z a  s i ę  z  n a s t ę p u j ą c y c h
dów r e k u r e n c y j n y c h  r ów n ań :

c °  - w 2 * °  -  2 n a °  « 0  m mm  rn

-  4 n c °  + q °  •  0m m̂

(4

ar ®m(t) - 2 b ‘ (t) - % m( t ) [ a ° ] 2

3 7  bm( t > * c m<*) -  2 " b ^ ( t )  - X m( t ) b ° c °

37 cm(t )  * ”2 mba ( t > -  «"Cj^O ‘  * » ( t 5 [c* ] 2 ♦ q j ( t )

( 4

i t d .

p r z y  czym

4.119)

. 120)

u k ł a -

. 121)

.122)

q* ( t )  “ *l2 + *«»£<«>

5 .  OPTYMALNE FILTROWANIE ZAKŁÓCEŃ LOSOWYCH 

O ZNANYCH CHARAKTERYSTYKACH PROBABILISTYCZNYCH,  
A NIE B|D^CYCH "BIAŁYMI SZUMAMI"

5 . 1 .  S f o r m u ł o w a n i e  p r o b l e mu

P rz y jmo w a n e  d o t y c h c z a s  p r z y  b a d a n i u  d r g a ń  u k ł a d ó w  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o 

nych z a ł o ż e n i e  o c h a r a k t e r z e  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  w p o s t a c i  " b i a ł e g o  szumu" 

( p a t r z  § 4 )  J e s t  poważnym u p r o s z c z e n i e m  p r o b l e m u ,  g d y ż  s ą  t o  o r o c e s y  f i 
z y k a l n i e  n i e r e a l i z o w a l n e .  Z n a c z n i e  b l i ż s z e  r z e c z y w i s t o ś c i  moga być  t e  mo 
d e l e  o p t y m a l n e j  e s t y m a c j i ,  k t ó r e  u w z g l ę d n i a j ą  z a k ł ó c e n i a  l o s o w e  o c h a r a k 

t e r z e  " k o l o r o w y c h  szumów".  Oednak p r z y j ę t y  w t e d y  k l a s y c z n y  mo de l  f i l t r u  

Kalmana s t a j e  s i ę  b a r d z o  s k o m p l i k o w a n y ,  g d y ż  p o w i ę k s z a  s i ę  g w a ł t o w n i e  l i c z 
ba równań o p i s u j ą c y c h  t e n  mo de l  i  w z r a s t a j ą  t r u d n o ś c i  w p r o c e s i e  i c h  r o z 

w i ą z y w a n i a .  Pokażemy t o  na p r o s t y m  p r z y k ł a d z i e .  3ak  w i ad o mo ,  w p ro w a d z a j ą c  

Jako w y m u s z e n i e  d l a  d o w o l n e g o  u k ł a d u  d y n a m i c z n e g o  p r o c e s y  g a u s s o w s k i e  o 

c h a r a k t e r z e  " b i a ł e g o  s zumu ",  u zy sk a my  r o z w i ą z a n i a  b ę d ą c e  p r o c e s a m i  g a u s 
s o w s k i m i  o c h a r a k t e r z e  " k o l o r o w y c h  szumów"

Z a ł o ż y m y ,  d l a  u p r o s z c z e n i a ,  ż e  w y m u s z e n i e  o c h a r a k t e r z e  "kolorowego s z u 
mu" b ę d z i e  r o z w i ą z a n i e m  j e d n e g o  t y l k o  r ó w n a n i a ,  w k tó ry m w y m u s z e n i e  b ę 

d z i e  " b i a ł y m  szumem",  c z y l i

^  f  ( x , t ) = L , f ( x , t )  + —  m ( x , t  , i -) ( 5 . 1 )

R ówni eż  o b s e r w a c j e  z m i e n n e j  e t a n u  z a ł o ż y m y ,  ż e  z a c h o d z i  w  o b e c n o ś c i  z a 

k ł ó c e n i a  o c h a r a k t e r z e  " k o l o r o w e g o  s z um u" ,  b ę d ą c e g o  r o z w i ą z a n i e m  j e d n e g o  

t y l k o  r ó w n a n i a ,  w k tó ry m w y m u s z e n i e  b ę d z i e  " b i a ł y m  szumem",  c z y l i

z ( x , t )  = y j ( x , t )  + h ( x , t )

■ | ^ - h ( x . t )  » L j , h ( x , t )  +

( 5 . 2 )



Ró wn an ia  f i l t r u  p r z y j m ę  w t e d y  p o s t a ć :
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P j  [P12^x '^1 ■* 1 '  L2P11(x -Jl  ’l1]
■° i i   x

X [z i ^ 2 ' t ;  * *"2V1 0  2 ’ *  ̂ " y2 ^ 2  ’1 ' d!?ldl?2

2- V (x t) = V (* t) + PP [P22(x^ i ’ °  ~ L?PU (x^ l ' t)]y2 U . t )  y3U . t l  * J J  r - ^ 1  ' ! 2 ■ '1

X " L2y1 ^ 2 , r  ̂ " y2 ^ 2 ' t ' ] dl l d^2

V3 ( x , t )  ■ Ly j  ( x , t ) + 2nL1y2 ( x , t )  «• Ly g (x , t ) + L1y“3( x . t )  - 

-  r? / t1 , P P  [P2 3 ' X,^ l - t )  '  L2P13(x ,^ l ' t 0-  ^3( *t ) - J J  ---------------x

X fZ1 2 ' * ' " L2y1 ^ 2 , t  ̂ " ^2 ^ 2  ' 1

gdzie

Z j ( x , t ) .  £  Yl ( x , t )  - L ^ U . t )  ♦ ^ 7 ( x . t . f ) .  

wraz z warunkami początkowymi i  brzegowymi:

y1(x,0)  « y2 (x,0)  - ę 3(x.O) « 0

- 0,  B ^ K . t )
• ~  —  I -J -ZU

B2y1(x , t ) |  • 0.  ®2y2 ( x »t )j - 0 ,  B27 3( x , t )

B1y 1 ( x . t )  -  0 .  B . ę _ ( x , t )
Dft

3& Ofl. n a

(5.3)

(5.4)

(5.5)

Nieliniowe równania różniczkowo-całkowe typu R ic c a t l ,  z których wyzna
cza s ię  nieznane operatory wzmocnienia P11( x . J . t ) ,  PJ2 (x , t ), PJ3 (x . t ) 
i  p23 maję postać:
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^  " 2Pi2^x ' i - t  ̂ "

/’ /’ [P12^X’£ l , t  ̂ " L2P11^X ’̂ 1 •*'] [P1 2 ^ ’̂ 2 ’t  ̂ " L2P1 1 ^  A-JJ ---------------------FTST.jr̂  ** d*=
a a

W Pi 2 ( x ’$ ' t )  * p22( x ^ - l)  * pi 2 ( x ^ - t )  -

f  f  [P12^x ,l>, t  ̂ ~ U2Pl l ^ X,^ l , t ^] CP2 2 ^ '^ 2 , t  ̂ ~ L2P1 2 ^ , ^2, t jldy dy 
V  J r ( t i  >to •* ) ^a a

ij? pi3^x , !5't  ̂ * P23^x , j , t  ̂ " Lv L2Pl l  ̂ X ' i  ' *  ̂ " 2nL2Pi2 ̂ X ' * ' " LP12 1 X ' r ^  

♦ t-2p13( x . 3 - t )  - 2nP13( x . $ , t )  - 

t P  [P12^x,^ l , t  ̂ ‘  L2Pl l ^ x, i l , t 0 [P23 ̂ 5 *3̂ 2  ̂ ‘ L2P1 3 ^  ,? 2 ' t  0  _,v
-JJ ----------------------------- rtif.fiTn-------------------------- dW 2
a a  ■51 02

W  P22( x ^ ' t )  ■ 2P23( x - ^ ’t)  -

t  f  [P22^x ' ^ l ' t  ̂ ‘  L2P12  ̂x '51 '  * 0 ” Ł2P1 2 ^ * 3 2 , t 0  j ,
-JJa  ----------------------  ----------- H ^ 7 - T 7 -----------------------------------  1 ^ 2

~&t ^23^X'^**^ * ”L(L2Pi2  ̂x  ̂ “ ^n*-2^22^X "̂*“P22^X 

- 2nP23( x ^ , t )  ♦ P33( x , $ . t )  -

f f  [P22 ̂  x •  ̂ * L2P12^x,S l , t 0  _ L2P13^I 'll 2 * * Oy ,y
J J  ------------------------------------- --------------------------------------------

$  P33( x , 5 , t )  -  -L(L2P13( x . J , t ) - L P 13( x . 3 . t ) +4nL2P23( x ,5 . t ) - L 2 3 (x.]5t) ♦

+ 2L2P33^X '3 •*) " 4nP33( x , J , t )  -

f f  [p23^x,5 l ‘t ' " LZPIZI " 1 ■’ [P2 J ^  ' ^2 '* 1 “ L2P13<?  - 5 2 TJ  y ,i i -------------------------— r(si.j*.-«->------------ -si-s»

♦ q ( x , ^ , t )

(5.6)
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w r a z  z w a r u n k a m i  p o c z ą t k o w y m i  i  b r z e g o w y m i

P ^ U . J . O )  -  p 1 2 ( x , J5,o ) .  p 2 2 ( x , $ , o )  -  p 1 3 ( * , $ , o )  •  P2 3 ( * . J . O )

* P3 3 ( x - 3 ' 0 )  * 0 ( 5 . 7 )

BlPu(x.^.t)j - 0  B P (x/$.t) •  0
n a loa

V h ( « ^ ‘ II ‘ ° 92Pl2<X-3-*>1 - obft o a

B1P22(x.^,t) I ■ 0 -  0
ba 3U

B2P22(x,  ̂,t) - 0 BjP (x.^.t) « 0
o a o a

B1P23(x.^,t) » 0 BjPjj(x , t ) -  0
o a oa

B2P23(x.^.t) ' 0 B2P33(X'^*) « 0
oa o a

( 5 . 8 )

Oak w i d a ć ,  J u ż  w tym n a j p r o s t s z y m  p r z y p a d k u ,  u z y s k u j e  s i ę  s k o m p l i k o w a n y  

i  t r u d n y  do  r o z w i ą z a n i a  u k ł a d  równań r ó ż n i c z k o w y c h  c z ą s t k o w y c h  i  r ó ż n i c z -  
k o w o - c a ł k o w y c h  w r a z  z  o d p o w i e d n i m i  waru nk ami  b r z e g o w y m i .  C h cą c  u n i k n ą ć  

t r u d n o ś c i  p r z y  r o z w i ą z y w a n i u  t y c h  r ó w n a ń ,  s f o r m u ł u j e m y  o b e c n i e  nowy mo de l  

f i l t r u ,  k t ó r y  u w z g l ę d n i a ć  b ę d z i e  z a k ł ó c e n i a  l o s o w e  o z n a n y o h  c h a r a k t e r y s 
t y k a c h  p r o b a b i l i s t y c z n y c h  ( k o n k r e t n i e  o z n a n y c h  w a r t o ś c i a c h  ś r e d n i c h  1 

f u n k c j a c h  k o r e l a c y j n y c h )  , n i e  b ę d ą c y c h  j e d n a k  " b i a ł y m i  szumami" 1 k t ó r y  
b ę d z i e  z n a c z n i e  p r o s t s z y  od m o de l u  k l a s y c z n e g o .

Z a ł o ż y m y ,  ż e  u k ł a d y  d y n a m i c z n e  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  s ą  o p i s a n e  p r z e z  

t a k i e  same r ó w n a n i a  r ó ż n i c z k o w e  c z ą s t k o w e  w r a z  z  warunkami  p o c z ą t k o w y m i  i  

b r z e g o w y m i  ( p a t r z  §  4 ,  r ó w n a n i a  ( 4 . 1 ) ,  ( 4 . 4 ) ,  ( 4 . 7 ) ,  (4.8) i  ( 4 . 2 ) .  ( 4 . 3 ) )

z  t ą  J e d n a k  r ó ż n i c ą ,  ż e  prawa s t r o n a  t y c h  r ównań  f ( x , t . ^ )  b ę d z i e  g a u s 

s o w s k i m  p o l e m  l as ow y m I I  r z ę d u ,  i n t e r p r e t o w a n y m  j a k o  p r o c e s  s t o c h a s t y c z n y  
o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  H l l b e r t a  o  n a s t ę p u j ą c y c h  w ł a s n o ś c i a c h :

E [ f ( x , t , T ) ]  » 0  

E [ f 2 ( x , t . < j ) ]  <  **»

E [ f  ( x  , t  , f )  f  Cj - K f ( x , J , t . O

( 5 . 9 )

( 5 . 1 0 )

( 5 . 1 1 )

g d z i e  Kf ( x , ^ , t , f )  j e s t  z n a n ą  f u n k c j ą  k o r e l a c y j n ą  f ( x , t , f ) .

D a l e j  z a ł o ż y m y .  Ze o b s e r w a c j a  s t a n u  u k ł a d u  J e s t  o r o w a d z o n a  w o b e c n o ś c i  

z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h ,  o o l e m  l os o w y m  ( x , t . « f )  I I  r z ę d u .  I n t e r p r e t o w a n y m  j a 

ko p r o c e s  s t o c h a s t y c z n y  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a , c z y l i :

: ( x  , t )  = u ( x , t ) ♦ ^  ( x  , t  ,«y) ( 5 . 1 2 )

l u b  w o o s t 8 c i  m a c i e r z o w e j

( 5 . 1 3 )

o d z i e  f? ■ [ l ,  o]
O d n o ś n i e  do  p ć l  l o s o w y c h  i f ( x , t , i j )  z a ł o ż y m y ,  ż e  ma ją  one  n a s t e o u j ą c e  

w ł a s n o ś c i :

E [? (x . * ' TT) ]  " 0

E ^ x . t . f ) ]  < ~

( 5 . 1 4 )

( 5 . 1 5 )

( 5 . 1 6 )

g d z i e  K ^ ( x , ^ , t . < )  J e s t  z n a n ą  f u n k c j ą  k o r e l a c y j n ą  y ( x , t . f ) ,  a t a k ż e  że 

są n i e z a l e ż n e  od p ó l  l o s o w y c h  f ( x . t , ^ ) ,  c z y l i

E [ f ( x . t , t ) ^ , T . ^ ]  = 0 ( 5 . 1 7 )

Dążąc z p u n k t u  w i d z e n i a  o b l i c z e ń  n u m e r y c z n y c h  d o  u p r o s z c z e n i a  m o d e l u  f i l 

t r u ,  w p r o w a d z i m y  j e s z c z e  j e d n o  ( n i e k o n i e c z n e )  z a ł o ż e n i e ,  d o t y c z ą c e  w z a 

j emn e go  s t o s u n k u  p o z i o m u  z a k ł ó c e ń  f ( x , t . < j )  i  t j ( x . t , y ' ) .  P r z y j m i e m y  b o 

w i e m .  że  i n t e n s y w n o ś ć  z a k ł ó c e ń  o b s e r w a c j i  j e s t  z n a c z n i e  w i ę k s z a  od z a k ł ó 

c eń  f ( x , t . f ) .  W p r o w a d z a j ą c  m a ł y  p a r a m e t r  6 . z a p i s z e m y  t e n  f a k t  n a s t ę p u 

j ą c o  :

E [ f  ( x  ,  t  ,<j) f  ( ^  , t  ,<|f)] -  K f ( x , ^ , t , t )

e [ i j ( x  .  t  , f l ) ^ ( §  . ł  . f t ) ]  =  6  K ^ ( x  , £  , t  ,4) 

K f  ( x  .'J , t  . « ) «  | k ^ ( x  . ' l  , t  , < )

( 5 . 1 8 )

( 5 . 1 9 )  

( 5 . 1 9 a )

Po t y c h  w s t ę D n y c h  i m a g a c h  p r z e j d z i e m y  o b e c n i e  d o  s f o r m u ł o w a n i a  i  udowod 

n i e n i a  z a s a d n i c z y c h  t w i e r d z e ń  d o t y c z ę c v c h  z m o d y f i k o w a n e g o  f i l t r u .
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5•2• Model optymalnego filtru

S f o r m u ł u j e n y  o b e c n i e  z o s a d n i c z e  t w i e r d z e n i a  d o t y c z ą c e  r e p r e z e n t o w a n e g o  

w n i r i e j s z y m  r o z d z i a l e  m c d e l u  o p t y m a l n e g p  f i l t r u :

TWIERDZENIE 3

N i e c h  n l e z s l e ż n e  o o l a  l o s o w e  f ( x . t , < j >  i  p ( x . t . y '  l r . t e r o r e t o w a n e  J a 

ko c r o c e s y  s t o c h a s t y c z n e  I I  r z ę d u  o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i a c h  H i l b e r -  

t a  . s p e ł n i a j ?  n e s t ę p u j a c e  w a r u n k i :  ■>

Dw uw ymi a r p we  p o l e  l o s o w e  - I f f x . t . y ) .  - ^ ( x . t , ^ ) ?  ma r o z k ł a d  g a u s s o w s k i

<  °o: [ f 2 ( x , t  • e j ^ 2 ( x  . t

E [f (x , t  »̂ )J *  O: E ^ ( x . t  ,<f)J « o

E [ f ( x . t  . t . f ) ]  -  O.

E [ f ( x . t . f ) f O § , T . f )  = Kf ( x . J , t , f )  . 

E ^ f x . t . f )  ($ .« .*)  * € K7( x . $ , t . t ) ,

Kf ( x . ' 3 . t ^ ) » Ć K 7 ( x . ^ . t . t ) ,

(5.207

( 5 . 2 1 )

( 5 . 2 2 )

( 5 . 2 3 )

( 5 . 2 4 )  

( 5 . 2 4 a )

a d z i e  ć  -  J e s t  ma łym p a r a m e t r e m .

Z a ł o ż y m y ,  że o b s e r w a c j a  r o z w i ą z a n i a  r ó w n a n i a  d y n a m i k i  ( 4 . 4 )  z a c h o d z i  w o -  

b e c n o ś c i  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  i ) ( x , t , ^ - )  w c a ł y m  o b s z a r z e  a  c  Rn , c z y l i

zix.ti » u ( x , t )  + 17 ( x  , t  ,^j-) . ( x 1 . . . x n H  SI  c  Rn , t s R1 ( 5 . 2 5 )

1. O p t y m a l n e  o s z a c o w a n i e  ( e s t y m a c j a )  u ( x . t )  = y j ( x . t )  r o z w i ą z a n i a  r ó w 

n a n i a  ( 4 . 4 )  w r a z  z w a r u n k a m i  b r z e g o w y m i  ( 4 . 2 )  i  p o c z ą t k o w y m i  ( 4 . 3 )  j e s t  

o o i s a n e  p r z e z  r ó w n a n i a  f i l t r u  o p o s t a c i :

~  y ^ f x  . t ) = y 2 ( x , t ) + {  ^  ( x . t ) [ z  ( x  . t ) -  y j  ( x  . t ) ]

&  ~ 2 ( x  . t ) => - t y j  ( x  . t ) -  2 ny £ ( x , t )  +6i jJ2 ( x . t ) [ z ( x , t )  -  y 1 ( x . t ) ]

( 5 . 2 6 )

-  p r z y  w a r u n k a c h  b r z e g o w y c h :

/ V  3 y  ( x . t )  
l sś j«;m~l  J

A  B 9 ( x . t )
0« j « m - i  J

OSI

( 5 . 2 7 )

Dfl,
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-  i  w a r u n k ac h  p p c z a t k o w y c h  :

y i ( x . O )  » y 10  y r, ( x . O )  = y 2 0  ( 5 . 2 8 )

g d z i e  f u n k c j e  y 1 ( x , t )  i  p 2 ( x , t )  s ą  o k r e ś l o n e  p r z e z  d o d a t k o w e  r ó w n a n i a  

c a ł k o w e  o  p o s t a c i :  '

t

OSI

( 5  2 9 '

oa

♦ g°2( x . t  .<)p2 Q 2 X )] k? ($ . 3  x . t  . i )Ą j M

p r z y  czym G° , t ) . i . k  “ 1 . 2  s ą  e l e m e n t a m i  m a c i e r z o w e j  f u n k c j i

G re e n ą  3 ( x , F , t , < )  równań f l i t r u .
2 .  N i e z n a n e  o p e r a t o r y  k o w a r i a n c j i  Pi « ( x , ^ , t )  w y s t ę p u j ą c e  w równa

n i a c h  o p t y m a l n e g o  f i l t r u  ( 5 . 2 6 )  i  p p m o c n i c z y c h  r ó w n a n i a c h  całkpwych ( 5 . 2 9 )  

w y z n a c z a  s i ę  j a k o  r o z w i ą z a n i a  u k ł a d u  równań r ó ż n i c z k o w o - c a ł k o w y c h :

j f c  Pu ( x . l 5 . t )  -  P1 1 ( x . ^ . t )  ♦ P2 1 ( x .  , t >  - 6 f 1 ( x . t ) [ p 1 1 ( x . ^  , t )  + P2 1 (x.j5.t) +

o a

- 2 £ f ł ( x , t
o a

x e ^ ( x . t ) - f 2(x,t)] . i > * G | 2 ( x . 3 ł . t . t ) ] K f ( J . l 5 1 . t . t ) d l f 1dt  -

0&

t
-  6 ^  ( X . t  ) / / [ g £ 2  ( X %  t . t  .< )? 1  $  J .< ) +G°2 ( X . $ J . t  X  ) f 9 (J  % . < ) ]  K q  . J  J , t  . i  ) Ą  j d < -

o a
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- f p 2 ( x , o / / [ g ; i ( x . i ) f l 051 . <ł *G®2 ( x . | f i . t i ) ł 2 Q { i . < J  K ) d ^ d <
oa

Bt P22( x ' 3 ’t )  '  ‘“ xP21( x -$- t )  '  ^ P21( x -' l’t )  ~ 4'’P22( x ^ ' t ) '

- f  5(?2( x . t )  ^P21(x,lj , t )  ♦ P£ 2 ̂  x , t  )] ♦

t .  \

* / / [ g! * ( x -$i -*-*> * B|2 ( » . J ł . t .< ) ] K #( J . J 1 . , .<)d){1«rt -
O £L

t

- 6  ^ 1( x . t ) J / [ G ° 2 ( x . J 1 . t . < ) ?.1^ 1 ^ ) ł G°1( x . ^ . t ^ ) ^ ^ 1 .<)]K 
00,

- e 2ł 2 ( x . t ) J / [ G | 1 (x.]51 . t . < ) f ł Q 1 .<)*G|2 ( x ^ 1 . « . < ) 9 2 (j[1 .<)] K? (J

-  p r z y  w a r u n k a c h  p o c z ą t k o w y c h :

P1 1 ( x . ^ . O )  -  ? 2 1 ( x , § . O )  =. P2 2 ( x . ^ . O )  .  O

- i brzegowych:

A  Bipn ( x-5-0

A  BlP21(x*$*t)

A  S1P22(x^ ’t) | * 0

(5.30)

(5.31)

oa

0&

I oa

(5.32)

O o w ó d

P o n i e w a ż  dwuwymiarowe p o l e  l o s o w e  j f ( x . t )  , 7  ( x , t ) J  J e e t  g a u s s o w s k i e ,  
o p t y m a l n a  e s t y m a t a  ma r e p r e z e n t a c j ę

t

y ( x  , t ) . / / k ( , « . J . t . f )  z ( £  .i)d%ćt 
Oft
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Rys 2 S ch em at  b l pko wy  z n o d y f i k o w a n e g o  f i l t r u  d l a  u k ł a dó w  d y n a mi c z ny c h  
s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  w p r zy p a d k u  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  n i e  p o s i a d a j ą c y c h  cha

r a k t e r u  " b i a ł y c h  s z ua ów "
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S t ą d

y ( x . t )  4 y ( * , t )  *B<P ( x , t ) z ( x . t )  ( 5 . 3 3 )

B ł ą d  f i l t r a c j i

£  ( x , t )  -  y ( x , t )  -  9f( x , t )  ( 5 . 3 4 )

J { - 6 ( x , t )  »[<£ - i \  y ( x . t )  ( x , t )  + g ( x . t )  - t < p  ( x , t ) z ( x , t )  ( 5 . 3 5 )

S t ą d  p o n i e w a ż  w a r u n k o w e  w a r t o ś c i  o c z e k i w a n e  p r z y  z a d a n e j  p r z e s t r z e n i  o b 

s e r w a c j i  Z ( x  , t  )

E [ £ ( x , t ) | z ( x , t  )] = 0 .  e [ ^ -  € ( x . t ) | z ( x . t ) ]  = 0 -  ( 5 . 3 6 )

w i ę c

[ y ( x , t ) | z ( x . t ) ]  -  O ( 5 . 3 7 )

f ( - )  U g ( - )  - £ ? ( x , t ) f  ( • )  ( 5 . 3 8 )

1

^  ę?( x , t )  -  [t? - Ć y > ( x , t ) ' ? J y ( x , t )  *&<P ( x  , t ) z ( x , t )  ( 5 . 3 9 )

l u b

^ ę ( x . t )  » £ y ( x , t )  ~ Ł t p ( x . t ) 1 ? 7 ( x , t )  ♦ £ { j ( x , t ) z ( x , t )  ( 5 . 4 9 )

Po r o z p i s a n i u  t e g o  m a c i e r z o w e g o  r ó w n a n i a  na s k a l a r n e  o t rz y ma my  r ó w n a n i a  
f i l t r u  ( 5 . 2 6 ) .

N i e z n a n e  s t a r o w a n i a  c p ( x . t )  , k t ó r e  w y s t ę p u j ą  w r ó w n a n i a c h  o p t y m a l n e g o  

f i l t r u  w y z n a c z o n e  b ę d ę  w o p a r c i u  o wa r u ne k  minimum f u n k c j o n a ł u  r e p r a Z e n -
łNJ

t o w a n e g o  p r z e z  i l o c z y n  s k a l a r n y  w e k t o r ó w  6  ( x , t )  o z n a c z a J ę c y c h  b ł ę d  f i l 
t r o w a n i a  :

I  ■ E J*fi*(x , t  ) §! (x , t  ) d x  ( 5 . 4 1 )
SL

7g f ? ( x . t )  - f i l f ę ( x . t ) J f c  ( x , t )  - £ y ( x , t ) z 4 x , t ) ( 5 . 4 2 )

f f J ^ . S . t )  .  £  E [ f ( x . t ) | » ( ^ t > ]  -

» E[ | f 6  , t ) J  ♦ E p ( x , t ) ^ - £  * ( J . t ) J  ( 5 . 4 3 )

-  o z n a c z a  m a c i e r z  t r a n s p o n o w a n ą .

S t a d

■^■j>(x,$.t) - [ i , -£f> ( x , t ) f j p ( x . ^ . t )  + ?  ( x . ^ . t )  ł

♦ E [ g ( x , t ) f c  *(^ , t ) ]  + e [ £  ( x  , t  ) g * ( ^  , t‘5J -  <p ( x  , t ) E [z  (x  . 1 )£ *(§  . t )] -

-  E [ £ ( x . t ) z ( $ . t ) ] p , (]$ , t )  ( 5 . 4 4 )

R o z w i ą z a n i e  m a c i e r z o w e g o  r ó w n a n i a  f i l t r u  p r z y  z e r o w y c h  w ar u nk ac h  p o c z ą t 
kowych ma p o s t a ć  :

t t

6 ( x . t )  = J j ! § ( x  . t  . * ) b < $  , i ) d ^ d i - e f f i ( x  .'i . t  , < ) z ( $  . t U ^ d t  ( 5 . 45 )
oa oa

g d z i e  % ( x , £  . t . i )  -  m a c i e r z o w a  f u n k c j a  G r e e n a , r ó w n a n i a  f i l t r u ,  s p e ł n i a 
j ą c a  r ó w n a n i e :

I f S ( * . $ • < )  - £ 5  ( * . $  . t , t )  - f c ^ ( x . t ) i ? ' § ( x . ^ , t . t : )  + j D( t - t ) c S 0 ( x - ^ )  ( 5 . 4 6 )

E[ t ( x  . t  ) g * ( ^  , t  )J -  j ,/ ! S ( K . J 1 . t . < ) E [ g C j 1 . t ) q ^ . < ) ] d J 1d^ -
O  SL

-\
t

oa

t

- (5 -47)
oa

t
E [ g ( x . t ) € * ( | . t ) ]  .  / / K f ( J . J 1 . t . i ) 3 * ( x . ] | 1 . t 1-<)rf51dt' ( 5 . 4 8 )

oa
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E [e (x . t ) ź ( J . t )] = JJ § (x .Jj ,t ,<)E [pOfj ■< ,t łj d^dt
Ofl.

t

oa

t

• £ f j l (xł (5.49)
oa

t

E[z(x,t)£*(^.t)J -fi JJ K-(^.lj1.t.t)ą»,(^1<)S*(x.^1,t.<)d31d̂  (5.50)
Ofl.

W r e z u l t a c i e  ot rzymujemy na s tępu jące  macierzowe równanie ró ż n ie z k o w o - c a ł -  
kowe nn mac ierz k o w a r i a n c j i  b ł ędu f i l t r o w a n i a :

- | - J > ( x . $ . t )  ~ £  xJ K x . ^ , t )  + P ( x , $ . t ) X *  - t < p ( * . t ) V  P ( x . $ . t )  -

■tJ)(x.l[,t)«V(J .t) + J J  ̂ (x^ł .t,i)Kfę5 .l51 .t.t)dJ1dt *
o &

t
ł / J K, ^ ^ 1 . t . ^ ' § * ( x . | 1 . t . t ) d ^  -

OH

t

-  fi2 - 
Ofl,

t

- f iV x , t )J / K (5.51)
o a

P o t r a k t u j e m y  t e r a z  z a g a d n i e n i e  J ak o  z a d a n i e  d o t y c z ą c e  p r o b l e m u  o p t y 
m a l n e g o  s t e r o w a n i a .  M i a n o w i c i e  d o b i e r z e m y  f u n k c j e  <J?(x , t )  u z n a ną  z a  s t e 
r o w a n i e  w t a k i  s p o s ó b .  a by  m i n i m a l i z o w a ł a  ' f u n k c j o n a ł  t ) ( V ( x . t ) J  * 

* E /̂ |£(x , t ) | 2dx  » E<£(  t ) . £ (  t  ) > H = t r j > ( t ) .  J e ż e l i  z e ł o ż y m y .  ź e  m a c i e r z  k o 

w a r i a n c j i  P ( x , | , t )  r e p r e z e n t u j e  s t a n  u k ł a d u  a q j ( x , t )  J e s t  s t e r o w a n i e m  

o pt ym al n ym  u k ł a d u ,  t o  z a g a d n i e n i e  z o s t a n i e  s p r o w a d z o n e  d o  p r o b l em u  o p t y 

m a l n e g o  s t e r o w a n i a  d e t e r m i n i s t y c z n e g o .  W c e l u  r o z w i ą z a n i a  t e g o  z a g a d n i e 
n i a  w y k o r z y s t a m y  n a s t ę p u j ą c y  l e m a t ,  b ę d ą c y  a n a l o g i ą  z a s a d y  minimum,  w
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s t o s u n k u  do u k ł a d ó w  o p i s a n y c h  r ó w n a n i a m i  r ó ż n i c z k o w y m i  c z ą s t k o w y m i .  Dowód 

t e g o  l e m a t u  pomi ja my .

Lemat 2 :  ( f e s ! )  ( z a s a d a  maksimum)
N i e c h  d an a  J e s t  r o d z i n a  form o w u l i n i o w y c h -  c i ą g ł y c h  na p r z e s t r z e n i  H i l -  

b e r t a  T .

/ V  p ( t ) ,  # ( t ) —  a ( j , » )  W ( t ) > , .  K J > ( t ) e T
t s [ o , T ]

g d z i e

P ( t ) . p  - / j > ( x , $ . t ) v ) 0 p d $ .  9 «  3)(t t )
a

X P ( t )  s [ >  - ^ ( t ) ^ ] j ) ( t )  + p  ( t ) [ ^ f ‘ - ' g * V) ( t ) ]

$
<H, Y  a? p r z e s t r z e n i a m i  o p e r a t o r ó w  H i l b e r t e - S c h m i d t a , a V  J e s t  p r z e s t r z e 

n i ą  s o r z ę z o n ą  do  T .
N i e c h  s p e ł n i o n e  będą  n a s t ę p u j ą c e  w a r u n k i :

1 .  f u n k c j a  t  —  a ( P , W)  J e s t  m i e r z a l n a  na [ o , t1
P.wtY1

a ( P , W ) |  < c | | J 5 ^ | | w | | ^  c  >  0

2 .  I s t n i e j e  t a k a  l i c z b a  % , ż e

A  A a(J>.P) ♦ >af\\yf
p « r  t e [ o , T ]  ie r

g d z i e  T c J f c T *  

i  z a d a n y  J e s t  f u n k c j o n a ł  s t a n u :

l [ y > ( x , t ) J  « E^ £ * (x  , t  ) £ ( x  , t  ) d x  -  £ < 6 ( t )  , Ł ( t ) > H » t r ? ( t )

O p e r a t o r  of w r ó w n a n i u  ( 4 . 8 )  s p e ł n i a  w a r u n k i  ( l )  i  ( 2 ) ,  a s t ą d  t e  w a r u n k i  

s p e ł n i a  t a k ż e  o p e r a t p r  3t  . Z a ł ó ż m y ,  ż e  t e  [ 0 , T ] ,  p r z y  czym c z a s  T j e s t  

u s t a l o n y ,  a k o n i e c  t r a j e k t o r i i  J e s t  s w o bo dn y.

\
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Wprowadzimy t z w .  f u n k c j ę  H a m i l t o n a  3t o  p o s t a c i  :

a«= tr j|*-*>(t)i?].p(o 5V)j ♦ tr|j>(t)[x*-^(t)]5*(t)j ♦

+ t r  ® Kf  5 * ( t ) j  4 t r j x f  ® U* J >^ t ) j  -  

j($® K̂ ł»)p*(t) 5*(t)| - tr|y>(t) (̂ *K̂ ®5*) ?*(t)J,-  t r ( 5 . 5 2 )

g d z i e

3® K? ■
o a

k f ® s *  = j f  ^ ( j . j j . t . o s ^ . ^ . t . o d f d j j
OA

t

5® K7** |Js(x'!!i''-<> V 5 ' J r t'<)T(Ji'<)ll<dJi
o a

¥>*K? ® $ -
oa

S i t )  j e s t  pewną z m i e n n ą  p o m o c n i c z ą  ( s p r z ę ż o n ą ) .  Warunki  k o n i e c z n e  i  wy
s t a r c z a j ą c e  o p t y m a l n e g o  s t e r o w a n i e  s ą  n a s t ę p u j ą c e :

3t ? ( * )  - - f

c z y l i

d
d t f ( t )  « -[j? -9»(t)«J?(t) - 5 ( t ) [ j e * - e M t ) ]

( 5 . 5 3 )

2. gf p(t) -

c z y l i

d
37 J > ( t )  - [ *  - y > ( t ) « J > ( t )  ♦ p  ( t )  k f * - i ? V ( t ) ]  4

■* § ® Kf ♦ Kf ® S -  ( 5 ®  K ^ ip )p * ( t )  +

+ p ( t )  ( p ł K ^  ©  §  * )

( 5 . 5 4 )
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3. |

U  p r z e s t r z e ń  s t e r o w a ń ,  a s t e r o w a n i e  o p t y m a l n e  n o ż n a  w y z n a c z y ć  z  wa

runku

£ ( t ) j > ( t ) t f * + ^ j t r  [ ( S ® K f ) 5  ( t ) ] j  -  ? ( t ) ( S  ® K? «j») -  

‘  ^ { t r  [ ( § ® k? v»)]J t r < j p * ( t ) t r ? * ( t )  ♦ j > * ( t ) j > ( t ) e *  ♦

ł  ^ { t r [ (Kf  ® S  -  P * ( t ; ( S  ® K ^ ) - t r c p ( t ) ^ j t r [ p * K ?  ® S*1]  t r P * ( t )  » O

( 5 . 5 5 )

Aby z n a l e ź ć  o p t y m a l n e  s t e r o w a n i e  <p ( t ) ,  t r z e b e  r o z w i ą z a ć  me to da mi  nume

r y c z n y m i  u k ł a d  równań ( 5 . 4 6 ) ,  ( 5 . 5 1 ) ,  ( 5 . 5 5 ) .  Bowiem b e z p o ś r e d n i e  w y z n a 

c z a n i e  s t e r o w a n i e  z  f o r m u ł y  ( 5 . 5 5 )  z  u wa g i  na w y s t ę p u j ą c e  tam w y r a ż e n i a  

c a ł k o w e  J e s t  n i e m o ż l i w e .  B i o r ą c  J e d n ak  pod u w a g ę ,  ż e  pewne c z ł o n y  z  małym 

pa r a me tr em fi , w r ó w n a n i u  f i l t r u ,  mają  n i e z n a c z n y  wpł yw na r o z w i ą z a n i e ,  

f u n k c j ę  G r e e n a  J ( x , t  f i )  f i l t r u  można p r z e d s t a w i ć  w p o s t a c i  n a s t ę p u j ą 
c e g o  r o z w i n i ę c i a :

3 ( *  . ^ . t  . i )  - s ° ( x , $ , t  . i )  4 f § 1 ( x . ^ , t  . i )  4 . . .

g d z i e  5 ° ( *  >1 j e s t  f u n k c j ą  G r e e n a  równań s t a n u  ( 4 . 8 ) ,
p r z y j ą ć ,  że

lim

l i m  £  
fc-0

[S ® K#]  J » 0 ,  Urn ^ j t r  [k,  ® S * ] ) .

^ J t r  [(<§ ® K?y)]j . I l i m  e  £  
fi—0 *¥

®  S*]

( 5 . 5 6 )  

S t ą d  można

( 5 . 5 7 )

W r e z u l t a c i e  c e l e m  u p r o s z c z e n i a  o b l i c z e ń  można p r z y j ą ć ,  ż e

5 ( x , $ . t . m ę i  s ° ( x , | . t , i : )

[S® Kf ]J -  o . j t r [ Kf ® S*]J.

( 5 . 5 8 )
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Wtedy o t rz y ma my

J> ( t ) « *  -  ( S° K? ®  p  ) « 0  ( 5 . 5 9 )

l u b  w r o z w i n i ę t e j  p o s t a c i  : 

t

= 0  ( 5 . 6 0 )
oa

Po r o z p i s a n i u  p o w y ż s z e g o  m a c i e r z o w e g o  r ó w n a n i a  c a ł k o w e g o  d o  p o s t a c i  s k a 
l a r n e j  o t r z y ma my  u k ł a d  równań ( 5 . 2 9 ) .

5 . 3 .  W y z n a c z a n i e  e s t y m a t y  d r g a ń  u k ł a d ó w  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h

Z g o d n i e ' z  p r z e d s t a w i o n y  w p o p r z e d n i m  r o z d z i a l e  t e o r i ę ,  aby  w y z n a c z y ć  

e o t y m a t ę  d r g a ń ,  n a l e ż y  r o z w i ą z a ć  u k ł a d y  równań ( 5 . 2 6 )  ( 5 . 2 9 )  i  ( 5 . 3 0 ) .

R o z w i ą z a n i e  t o  u l e g n i e  z n a c z n em u  u p r o s z c z e n i u ,  j e ś l i  z a ł o ż y  s i ę  s t a c j o -
n a r n o ś ć  r o z w i ę z a ń  u k ł a d ó w  równań ( 5 . 2 9 )  i  ( 5 . 3 0 ) ,  c o  J e s t  s ł u s z n e  d l a  b a r 

d z o  d u ż y c h  c z a s ó w ,  c z y l i  gdy  t — =°  . P o d o b n i e  Jak i  w p o p r z e d n i c h  r o z 

d z i a ł a c h ,  t a k  i  w tym n a s z e  r o z w a ż a n i a  o g r a n i c z y m y  d o  t ego  p r z y p a d k u .  Rów
n a n i a  ( 5 . 2 9 )  i  ( 5 . 3 0 )  p r z y j m ę  w t e d y  p o s t a ć :

t

P1 1 ( x . J ) - l i ; J / [ G ; i ( x . 3 i , t . i ) V ł (!51 ) ł G; 2 ( x . J 1 . t , < ) ^ 2 ( l | 1 ) ] K d j 4d t
Oft.

t

P2 1 ( x . J ' ) - l i - / / f e ( * . i ł . t . < ) f l ( S i ) * G S 2 ( x i i . t , i ) f 2 ( J 1 ) ] K ł ( J . J 1 . « . i ) d J 1d< 
oa  1

( 5 . 6 1 )
i

Pj j U . J )  ♦ p21(x.*)  -€ P i (x^[pi ł ( x - P  * p2 i ( x ' ^ ]  ł

* J 1 — 1/ / | ? l l ^ X ' 3 l , t ' ^  * G1 2 ^ x ' l l * t ' ^ l  Kf  ' *  *

- 2 6 f 1( * ) i t a / / ^ 1( x ^ ł . t . i ) f 1qf1>*G;2 ( * j r 1 . t . < ^ a <jł j | y ] | . j 1 . t . « d j 1dfro
no. -* *
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P2 2 ( x . J )  * 2 n P 1 1 ( x . J )  -  t P 2 1 ( x . J )  -  p2 1 ( x . ^ )  x « [ v 1 ( x )  -  ł»2 ( x ) ]  ♦

♦ J / [ G2 i < x •$! ■*■<>  + e S 2 ( x ' i i * t -i ) ] Kf ( S * X i - t - < ) d X i d< ’
t~ -  oa

t

- £ ^ ’1(x)lim
oa

t

- f i ^ 2 ( x ) l i m  J J ^ ° 1 ( x . ^ 1 , t , < ) 9 1 ( | 1 ) ♦

t_~  o a

♦ G;2 ( x . ^ 1 . t ^ V 2 (l51)]K? ( ^ . ^ . « . < ) d ^ d <  .  O

♦ ~*P21( x ' 3 ) -  * J P21( x -$) * 4nP22( x 'S ) "fi P 2( x ) [P21( x ' ^  + P22( x ‘P ]  *

♦ l i m  / / [ g ; 2 ( x . J 1 . *•■«:) ♦ G®2 ( x ^ 1 . t , i ) ] K f ( ^ . ^ 1 , t , i ) d J 1d< -

o a

o a

t
- • 2Ą ( x ) ([ / f ! | 1( * . J 1 . t . < ) ^ ( J 1) ♦ G|2 (x.S1 . t . i H ^ ( J 1)]K7( J . J 1 . t . < ) d J 1d<.0

( 5 . 6 2 )
oa

-  p r z y  w a r u n ka c h  b r z e g o w y c h :

A BiPll(x'P

■ A  B1P2l(x<̂  

A BiP22(x'V

oa,

oa

oa

m O

( 5 . 6 3 )

Ze w z g l ę d u  na to, ż e  a n a l i z a  f i l t r o w a n i a  z a k ł ó c e ń  p r z e p r o w a d z a n a  b ę d z i e  

p r z y  b a r d z o  d u ż y c h  c z a e a c h ,  g d y  t - —~  , z a ł o ż o n o ,  ż e  s t e r o w a n i a  p̂ (x,t) 
i  f f 2 ( x , t )  w y s t ę p u j ą c e  w w y r a ż e n i a c h  c a ł k o w y c h  w r ó w n a n i a c h  ( 5 . 6 1 )  1
( 5 . 6 2 )  maje c h a r a k t e r  s t a c j o n a r n y  i  o z n a c z o n o  f 1 ( x )  1 ^ 2 ( x ) .
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U k ła d  równań ( 5 . 6 1 )  i  ( 5 . 6 2 )  r o z w l ę i e m y  s t o s u j ą c  m e t o d ę  R i t z a - G a l e r k i n a  i  

m e t o d ę . p e r t u r b a c j  i .  W tym c e l u  s t e r o w a n i a  ćp1 ( x)  1 <p2 ( x )  o r a z  o p e r a t o r y  

k o w a r i a n c j i  p n ( * . £ )  . P2 l ^ x ' ^  1 P2 2 ^ X ' ]P z a p i a z e m y  w o o s t a c l  k o mb i n a 
c j i  l i n i o w y c h :

* 1 (X) * ^ l > m V. (x) 
»«0

f 2 ( x ) U Vm<x>
m«0

( 5 . 6 4 )

pn ( x ^ )  * £  b»v. (x)v- (^
■*o

P21(x ^ )  bBVB(x)VB( ^
*•0

P22(x.^)  - £  . . V . W v , , * )
m»0

( 5 . 6 5 )

g d z i e  VB ( x ) ,  V ^O p s ą  f u n k c j a m i  w ł a s n y m i  z a g a d n i e n i a  g r a n i c z n e g o  ( 4 . 4 ) .
N i e c h

tU "  j ,/ [ Gn ( x ' i i ' t ' -<) * e 12( x . J i . t . < ) K f ( J . | | 1 . t .<VdJt d f  
o n

( 5 . 6 6 )
■ *0

I

/ / [G12(x'l!l ■«•<> *
Ott

■ £ ( A m ł  Bm ^ „ ( x >v . ( ! )  
w«*0

(5.67)
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l
i i "  / / [ G22( x ^ i - t -<) + ^ . ( x . ^ . t . t i j K f ^ . ^ . t . o d ^ d t  

oa

+ Bm)Vm(,° Vm(]P
m=0

N i e z n a n e  w s p ó ł c z y n n i k i  0f_ . ft 1 a _ , b _ , c_ w y z n a c z a n e  będa 3' w 1 m ro nt n ^
J ^ c y c h  u k ł a d ó w  r ó w n a ń :

bm '  Bm ^ ł  Qmßn

a ♦ b -  6 %  \  S cę ( a + b  ̂ ♦ A ♦ Aw m Z  , x  . mpq D q q m m
p*0  q «0

■ 2 « S | ;  SmPq $ , (Aq*q * Aq ( V  * °  
p »0  q »0

c -  2na - U „ b  - f i  \  "  Y  b n S „ ( q t  0 - )  ♦ B*  + B„  m m m m  ^ p mpq ” qiq m m
p»0  q«=0

fi X  S  W p (AqJ*q + Bq < V  *
p =0 q » 0

00 _T° 1 o
-  £  %  " s  ' S A (a  a  ♦ a »  ) = 0  c »pq' p q^q q ]q

p=0 q « 0

- 2wmbm -  2 " c m "  «
p»0  q=0

S A ( b  +c ) + A2 + B2 » 0  mpqrp q q m m

g d z i e

S . „ „  » I v „ ( x ) v  ( x ) V  ( x ) d x  mpq J m p q
&

<*>m = /  Cx Vm( x ^ m ( x ’ dx

n a s t ę p u -

(5.68)

( 5 . 6 9 )

( 5 . 7 0 )
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W r ó w n a n i a c h  t y c h  p o m i n i ę t o  t e  c z ł o n y ,  p r z y  k t ó r y c h  w y s t ę p o w a ł  mał y  p a r a 

m e t r  E z  k w a d r e t o w ę  p o t ę g ę .  Uk ła d  równań ( 5 . 7 0 )  r o z w i ą ż e m y  s t o s u j ą c  me

t o d ę  p e r t u r b a c j i .  W t y «  c e l u  w s p ó ł c z y n n i k i  { % } ■  | bm|  1 | Cm] D r z e d s t a w i _  
my w p o s t a c i  r o z w i n i ę ć  wg m a ł e g o  p a r a m e t r u  6  :

o  r Xe = a * £  am m  m

b ■ b °  + fi b* + . .fH m m

cm “ cm cm + •••

( 5 . 7 1 )

P o d s t a w i a j ą c  t e  r o z w i n i ę c i e  do równań ( 5 . 7 0 )  i  p o r ó w n u j ą c  s t r o n a m i  wy

r a z y  p r z y  t y c h  sa my ch  p o t ę g a c h  n a ł e g o  p a r a m e t r u  £  . o t r z y ma my  n a s t ę p u j ą c e  
u k ł a d y  r e k u r e n c y j n y c h  r ó w n a ń ,  z  k t ó r y c h  w y z n a c z o n e  mogę b yć  w s p ó ł c z y n n i k iu k ł a d y  r e k u r e n c y i n y c h  r ó w n a ń ,  z  k t ó r y c h

{414  <4 4 N 1 -W -
a °  + b°  ♦ A1 + A2 -  O m W m BI

c °  -  2 n a °  -  w f b _  + A1 + B2 = Oin m m m  n ri

-  2cd2 b °  -  4 n c °  ♦ B1 + B2 « O m m m m m

( 5 . 7 2 )

a 1 + b 1 = ^  " V  S oe ( e °  * b ° )m m 2 —* ćL  «pq^p q q
p=0 q »0

\  \  S «  ( A  4^  . S  . mpq^p  q q q l q
p=0 q »0

- 2nBi  - w 2 ^ 1 “  V  s b ° ( o t  - A  ) + m m m m S  . mpq d ^ q  * q
D=0 q =0

^  ^  . mpqofp Aq i ^  + 8q°*q'
0=0 q=0

Sm p q f t | ' Aq %  + Aq / V
o =C q =0

( 5 . 7 2 )

- 75 -

* 2a>m m - ’ X  X  Smpql^(bq + cq>
o =0 q =0

(5.72)

i t d .

g d z i e  w s p ó ł c z y n n i k i  Qfm i  jbm w y r a ż a ł y  s i ę  w f u n k c j i  w s D ó ł c z y n n i k ó w  a^
i  b^ z a  pomocą wz o r ó w :

a B2 -  b A2 mm mm *

= 6mm mm

b A1 -  a B1„ mm m m r
= r y - -  6mm mm

( 5 . 7 3 )

Po r o z w i ę z a n i u  u k ł a d ó w  ( 5 . 6 1 )  i  ( 5 . 6 2 )  u zy sk amy  p o s z u k i w a n e  s t e r o w a n i e  

t p . ( x )  i  ę>2 ( x ) ,  k t ó r e  z a d a n e  b ęd ę  w p o s t a c i  k o m b i n a c j i  l i n i o w y c h  ( 5 . 6 4 ) .  
S t e r o w a n i a  t e  p o d s t a w i m y  do  równań f i l t r u  ( 5 . 2 6 ) .

R o z w i ą a a n i e  równań f i l t r u  ( 5 . 2 6 )  można ł a t w o  p o s z u k i w a ć  m e t o d ę  p e r t u r b a 

c j i .  Wtedy

y 1 ( x , t )  -  y j ( x . t )  * 6  V j ( x , t )  

9 ’2 ( x , t )  •  y 2 ( x . t )  + 6 y 2 ( x . t )
( 5 . 7 4 )

g d z i e  y 1 ( x , t ) ,  y 2 ( x , t )  i  y 1 ( x , t ) ,  y 2 ( x , t )  w y z n a c z a  s i ę  z  n a s t ę p u j ą c e g o  
u k ł a d u  równań:

^  y 1 ( x . t ) .  = y 2 ( x , t )

^  y 2 ( x , t )  = - ? y , ( x , t )  -  2 n y 2 ( x , t )

( 5 . 7 5 )

y j  (x , t ) » y2 ( x , t )  + 6 ^ 1(x) [z (x . t )  -  y1( x , t ) ]  

—  y2 ( x , t )  ■ -Ly j (x , t ) + € p 2 (x) [ z ( x , t )  -  Ył(x , t ) J

B i o r ą c  pod u w a g ę ,  ż e  y 1 ( x , t )  = u ( x , t )  ■ 0 ,  mamy, ż e  y 2 ( x , t )  

z ( x , t )  * (x ,t ,<j) .

( 5 . 7 6 )
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S t ę d

y j ( x . t 1  = y 2 ( x . t )  + fi <p1 ( x  ! ^ ( x  , t  ,<y)

^  y . , ( x . t )  = - T y 1 ( x . t )  * £<p2 ( x ) i ) ( x  . t  . f )

(5.77)

( 5 . 7 8 )

y1 ( x , t )  - S y j U . O

y 2 ( x , 11 «= fi ~ ? ( x , t )

Do r o z w i ę z a n i a  u k ł a d u  r ównań ( 5 . 7 7 ^  z a s t o s u j e m y  m e to d ę  R i t z e - G a l e r k i -  

n a .  W tym c e l u  r o z w i ą z a n i e  y 1 ( x . t )  i  y 2 ( x . t )  p r z e d s t a w i m y  w o o s t a c i  

k o m b i n a c j i  l i n i o w y c h :

y 1 ( x . t ) d ( t ) V  ( x )  m m
m =0

( 5 . 7 9 )

y 2 ( x . t )  qn ( t ) V m( x )
in=0

g d z i e  v m( x )  s ę  f u n k c j a m i  w ł a s n y m i  z a g a d n i e n i a  g r a n i c z n e g o  Ni ez n an e  f u n 

k c j e  d m( t )  i  9 m^1  ̂ w y z n a c z a n e  b ęd ę  z  n a s t ę p u j ą c y c h  układów równań r ó ż 
n i c z k o w y c h  z w y c z a j n y c h :

flTt d m( t )  “ Sm( t )  ł  *  y  ^ p Rpm( t - ? )
p=0

( 5 . 8 0 )

g d z i e

3 7  9 m( t )  ■ ' a)m9m( t )  ł f i  ^ p Rpm( t - ^
o-O

( 5 . 8 1 )

Rpm( t - ‘5) * /  ^ ( x . t . < j ) V D( x ) V m( x ) d x  

a
J e ś l i  u k ł a d  równań ( 5 . 8 0 )  z r ó ż n i c z k u j e m y  po c z a s i e ,  t o  o t rz y m amy :

j?_d
d t

dm( t )  ■ 37 9„( t )  ♦ e ^  qfp gy % „ (» .* )
p *0

(5.82)
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lub

d
3 7 ^m1** = - ~ 1  d m( t )  '  £  <*p 3 7  Rpm( t ' ^  ( 5  8 3 )

p»0

R ó z n i c z k u j ę c  po c z a s i e  r ó w n a n i a  ( 5 . 8 1 )  i  w s t a w i a j ę c  w n i e  w y r a ż e n i a  ( 5 . 8 3 ) ,  

o trzymamy u k ł a d  r ó wna ń:

A  d m( t > * dT dm( t > + W md m( t > "
d t

. £  ( 2 roęp^ p ) Rom( t . ^ )  ^ L < * P  a r  Rpm( t - f ) ( 5 - 8 4 )
p »0  p » 0

S t ę d

i ( O  .  £ f  i -  e - n ( t - ^ Sinpm( t - ^ [ ( 2 n V (?.pJRpm(? '^ )  *
m 4) P"> D«0

M D i Rp»(^ ) ] r f  (5 -85)

q d z i e

A/ 2 2-
P *Vc*> -  n



6 .  OPTYMALNE FILTROWANIE ZAKŁÓCEŃ LOSOWYCH 

WYSTĘPUJĄCYCH *V OGRANICZONYM 03SZARZE

6 . 1 .  S f o r m u ł o w a n i e  p r o b l e mu

W z a g a d n i e n i a c h  e s t y m a c j i ,  c z y l i  o s z a c o w a n i a  p a r a m e t r ó w  s t a n u  u kł adó w  

d y n a m i c z n y c h  w o b e c n o ś c i  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  b a r d z o  c z ę s t o  i s t n i e j ę  d u ż e  

t r u d n o ś c i  w y z n a c z a n i a  c h a r a k t e r y s t y k  s t a t y s t y c z n y c h  t y c h  z a k ł ó c e ń .  Z a s t o 
s o w a n i e  metod  k l a s y c z n e j  t e o r i i  f i l t r o w a n i a  w s e n s i e  Kalmana s t a j e  s i ę  

w t e d y  t r u d n e  l u b  w r ę c z  n i e m o ż l i w e .  D o ś ć  ł a t w o  n a t o m i a s t  o s z a c o w a ć  o b s z a r ,  

w k t ó r y m  t e  z a k ł ó c e n i a  w y s t ę p u j ę .  I n f o r m a c j e  t e  mogę b y ć  w y k o r z y s t a n e  do  

k o n s t r u k c j i  t z w .  m i n i m a k s o w e g o  f i l t r u ,  k t ó r y  p o z w a l a  o s z a c o w a ć  e s t y m a t ę  

o p t y m a l n e  w s e n s i e  ś r e d n i o k w a d r a t o w y m , I n t e r p r e t o w a n ą  J a k o  z b i ó r  t r a j e k 
t o r i i  w pewnym o g r a n i c z o n y m  o b s z a r z e .  O b s z a r  t e n  z wa ny  J e s t  o b s z a r e m  i n 

f o r m a c y j n y m .  S z e r s z e  o m ó w i e n i e  t e o r i i  m i n i m a k s o w e g o  f i l t ro wa n ia  można z n a 

l e ź ć  w p o d s t a w o w y c h  p r a c a c h  S c h w e p p e g o  ( [ 34]  ) i  K u r ż a ń s k i e g o  (fiej). W p r e 
z e n t o wa n ym  r o z d z i a l e  t e o r i a  t a  z o s t a ł a  z a s t o s o w a n a  do  b a d a n i a  d r g a ń  u k ł a 

dów o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  o p i s a n y c h  p r z e z  pewne  k l a s ę  równań r ó ż n i c z k o 
wych  c z ą s t k o w y c h  w o b e c n o ś c i  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h .  Z a s t o s o w a n i e m  t e o r i i  m l -  

n i m a k s o w a g o  f i l t r o w a n i a  do  u k ł a d ó w  o  s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  z a j m o w a l i  s i ę  K. 
Le e  ( [ 24]  ) 1 A. O.  Ha pa ł ow ( [ l l ] ) .  W p r a c a c h  s w o i c h  a n a l i z o w a l i  o n i  u k ł a 

dy  o p i s a n e  p r z e z  r ó w n a n i a  p a r a b o l i c z n e  t y p u  p r z e w o d n i c t w a  c i e p l n e g o  z  p i e r 

w s z e  p o c h o d n e  w z g l ę d e m  c z a s u .  W p r z y p a d k u  z e s t o s o w e n l a  m i n i m a k s o w e g o  f i l 
t r u  d o  b a d a n i a  d r g a ń  u k ł a d ó w  o e t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h ,  np .  p r ę t ó w ,  p ł y t  i  

p o w ł ok  z a c h o d z i  k o n i e c z n o ś ć  r o z p a t r y w e n l e  r ównań r ó ż n i c z k o w y c h  c z ą s t k o -  

wych z  d r u g e  p o c h o d n e  w z g l ę d e m  c z a s u  t .  P r z y p a d e k  t e n  z o s t a ł  p r z e a n a l i 

z o wa ny  w n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e .  W m o de l u  f i l t r u  m l n l m a k s o w e g o  n i e  w y s t ę p u 

je  t e k i e  p o j ę c i a .  Jak w a r t o ś ć  " n e j b e r d z i e j  p ra wd op o do b ne "  l u b  " n e j b e r -  

d z i e j  w i e r y g o d n a ” , l e c z  z a w e z e  z  c a ł ę  p e w n o ś c i ą  w i a d o m o ,  ż e  w a r t o ś ć  p raw

d z i w a  l e ż y  g d z i e ś  w o b r ę b i e  J a k i e g o ś  z b i o r u .  Tę p r z y n a l e ż n o ś ć  w a r t o ś c i  do  

p ew n eg o  z b i o r u  w y p u k ł e g o  w y g o d n i e  j e s t  o p i s y w a ć  z a  pomoce n i e r ó w n o ś c i  u z y 
s k i w a n y c h  z a  pomoc e  t z w .  f u n k c j o n a ł ó w  p o d p i e r a j ą c y c h  z b i o r y .

D e f i n i c j a  1 9 : ( [18]  , [34] ) .  N i e c h  K J e s t  n i e p u s t y m  z b i o r e m  w l o k a l 

n i e  w y o u k ł e j  p r z e s t r z e n i  t o p o l o g i c z n e j  X. F u n k c j o n a ł e m  p o d p i e r a j ą c y m  K 
nazywamy o d w z o r o w a n i e

P ( ( - ) | k ) : Y —  R1 ,

g d z i e  Y = X* J e s t  l o k a l n i e  w y p u k ł ą  p r z e s t r z e n i ą  t o p o l o g i c z n ą ,  t a k i e  ź e
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? ( 2 / K )  -  s u p  |  <  K ^ > ( *  «  K S  X j .  i  < Y.

P o w y ż s z e  r e l a c j ę  r a ź n a  z i n t e r p r e t o w a ć  g e o m e t r y c z n i e .
N i e c h  w e k t o r  x  b ę d z i e  e l e m e n t e m  z b i o r u  *C. 

F u n k c j o n a ł  p o d p i e r a j ą c y  p ( L / K )  w m y ś l  d e 

f i n i c j i  b ę d z i e  c i a ł  p o s t a ć :

p C l / K )  ■ s u p j x * i j

*  -  o z n a c z a ć  b ę d z i e  t r a n s p o z y c j ę  w e k t o r a .

P r z y j m i j m y  u s t a l o n e  l ,  p o w i e d z m y  i  « 2 ^ .

« p ro w a d ź m y  h l p e r p ł e s z c z y z n ę  o k r e ś l o n e  p r z e z  

w e k t o r  n o r r a l n y  i j  o  d ł u g o ś c i  * 1 1

z n a j d u j ą c *  a l f  w o d l e g ł o ś c i  d ■ ( I j / k ) o d  p o c z ą t k u  u k ł a d u  w s p ó ł r z ę d 
n y c h .  d J e s t  o c z y w i ś c i e  n a j m n i e j s z e  o d l e g ł o ś c i ą  p u n k t u  h i p e r p ł a s z c z y z n y

ad p o cz ą tk u  u k ład u  w sp ó łrzęd n y ch .
W e k t o r  J e s t  t e k  im w e k t o r « «  z e  z b i o r u  K,  k t ó r e g o  r z u t  na

k i e r u n e k  w y z n a c z o n y  w e k t o r e m  j e s t  n a j w i ę k s z y .  Z a t e m  h i p e r p ł a e z c z y z n a

d o t y k a  b r z e g u  z b i o r u  K w p u n k c i e  x B a x ( 2 1 ) i  d l a t e g o  n a z y w a  s i ę  h i p e r -  

p ł e s z c z y z n ę  p o d p i e r a j ą c ą .  Tak w i ę c ,  g d y  z m i e n i a  a l ę  k i e r u n e k  w e k t o r e  i .  

h i p e r p ł a s z c z y z n y  p o d p i e r e j ę c e  “ ś l i z g a j ą  s i ę "  po  b r z e g u  z b i o r u  K. Wyko

r z y s t u j ą c  p o j ę c i e  f u n k c j o n a ł u  p o d p i e r e j e c e g o  m oż n e  w y p u k ł y  1 d o m k n i ę t y  

z b i ó r  K o p i s a ć  w p o s t a c i  n i e r ó w n o ś c i .  N i e c h  K J e s t  w y p u k ł y m ,  d o m k n i ę 

t y *  z b i o r e m  w X.  Wt e dy  d l a  e l e m e n t u  x^ « X f a k t  p r z y n a l e ż n o ś c i  « K 

o k a z u j e  s i ę  r ó w n o w a ż n y  I s t n i e n i u  n i e r ó w n o ś c i :

d l a  d o w o l n e g o  i e  Y ( 6 . 1 )

W p r z y p a d k u  f i l t r u  m i n i m a k s o w e g o  e a t y m a t a  o p t y m a l n a  J e s t  z d e f i n i o w e n e  

J a k o  p e w i e n  z b i ó r  t r a j e k t o r i i  n a l e ż ą c y c h  d o  p e w n e g o  o g r a n i c z o n e g o  o b s z a r u  

z w a n e g o  o b s z a r e m  i n f o r m a c y j n y m .  O b s z a r  t e n  b ę d z i e  o p i s y w s n y  w ł e ś n l e  z a  p o 

mocą f u n k c j o n a ł ó w  p o d p i e r a j ą c y c h .
Z a ł o ż y m y ,  Ze u k ł a d y  d y n a m i c z n e  o  s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  s ą  o p i s a n e  p r z e z  

t a k i e  s am e  r ó w n a n i a  r ó ż n i c z k o w e  c z ą s t k o w e  w r e z  z  w a r u n k a m i  p o c z e t k o w y m l  1 

b r z e g o w y m i  ( p a t r z  §  4 ,  r ó w n a n i a  ( 4 . 1 ) ,  ( 4 . 4 ) .  ( 4 . 8 ) ,  ( 4 . 2 ) ,  ( 4 . 3 ) ) .

Z a ł o ż y m y  d a l e j .  Ze o b s e r w a c j a  s t a n u  u k ł a d u  p r o w s d z o n a  j e s t  w o b e c n o ś c i  

z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  ^ ( x , t ) ,  c z y l i :

z ( x . t )  -  u ( x , t )  * y ( x . t )  ( 6 . 2

l u b  m e c i e r z o w o

<tf"(x , t )  « ę y ( x t O  ♦ s ( x , t ) ( 6 . 3 )
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g d z i e

-  [ r ]  • *•[::]■ - ' ’ - h i
D e f i n i c j a  2 0 ; O b s z a r e m  l n f o r a a c y j n y a  x ( t f , z ( » ) )  s t a n u  układu d y n a m i c z 

n e g o .  z w i e r a n y «  z  o b s e r w o w a n y «  s y g n a ł « «  z ( x , t ) ,  n az y wa my  z b i ó r  t y c h  1 

t y l k o  t y c h  s t a n ó w  u k ł a d u  ( 4 . 1 ) ,  ( 4 . 4 ) ,  ( 4 . 7 ) .  ( 4 . 8 )  i  ( 4 . 2 ) .  ( 4 . 3 ) . u ( x , ^ ) ,  

d l a  k a ż d e g o  z  k t ó r y c h  z n a j d u j #  s i ę  t a k i e  f u n k c j e  l o s o w e  f ( x , t )  I f ( x , t ) ,  

ż e  s o e ł n l o n e  b ę d ą  r e l a c j e  ( 4 . 1 ) ,  ( 4 . 4 ) ,  ( 4 . 7 ) ,  ( 4 . 8 ) ,  ( 4 . 2 )  1  ( 4 . 3 ) .  Ca

l em u D r o s z c z e n i a  a n a l i z y  n u « e r y c z n « j  p r o b l e a u ,  o b s z a r  l n f o r « * e y J n y  p r z y j 

m uj e  s i ę  z  g ó r y  w D o s t a c i  p e w n e j  e l i p s o i d y ,  z a w i e r a j ą c e j  r z e c z y w i s t y  o b 

s z a r  l n f o m a c y j n y .  ś r o d k i e m  e l i p s o i d y  o g r a n i c z a j ą c e j  t e n  o B a z a r  J a a t  f u n 

k c j e  u ( * )  « x ( ć . z ( - ) )  . a  sama e l i p s o i d a  j e s t  e s t y « a t ą , która s t e n o w i  w i ę c  

p e w i e n  z b i ó r  t r a j e k t o r i i .  D e s t  t o  w t e d y  e s t y n e t a  « i n l a a k s o w a ,  g d y ż  m i n i 

m a l i z u j e  m a k s y m a l n y  b ł ą d  m i ę d z y  z b i o r ą «  t r a j e k t o r i i  w e l i p s o i d z i e  a  z b i o 

rem t r a j e k t o r i i  s t a n o w i ą c y c h  r z e c z y w i s t ą  e s t y n a t ę  # ( • ) .  Dafckolwiak w r z e 

c z y w i s t o ś c i  e s t y m a t a  j e s t  z b i o r e m  t r a j e k t o r i i ,  t o  J e d n a k  c z ę s t o  i f r t a r p r « -  

t u j e  s i ę  j a  j a k o  t r a j e k t o r i ę  p r z e c h o d z ą c ą  p r z e z  ś r o d k i  e l i p s o i d .

D e f i n i c j a  2 1 : E s t y n a t ę  ( o s z a c o w a n i e « )  T i ( x , ^ )  z a i e n n e j  s t a n u  u ( x , ¥ )  

nazywamy f u n k c j ę ,  k t ó r e  s p e ł n i a  k r y t e r l u « :

A  6 -  maxjlw( • )  -  u ( i , ( * ) ) | |  * s i n  « a x | w (  * ) - p ( *  )| |

. ( . O c  . * < - »  ’  '- '<•> P M " W
( 6 . 4 )

O b s z a r  i n f o r m a c y j n y  x ( t . z ( * ) )  J e s t  w t y «  p r z y p a d k u  e l i p s o i d ą ,  k t ó r e j  

ś r o d e k  o p i s y w a n y  J e s t  p r z e z  e s t y n a t ę  u ( t , ( * ) )  M o d e l e  f i l t r u

m i n i m e k s o w e o o  D o z w a l a j ą  o t r z y m a ć  e s t y n a t ę .  k t ó r a  w i s t o c i e  r z e c z y  j e s t  

z b i o r e m .  J e d n e j  k o n k r e t n e j  t r a j e k t o r i i  l e ż ą c e j  w t y «  z b i o r z e  n i e  n o ż n e  z  

w i ę k s z y m  n i ż  d l a  i n n e j  t r a j e k t o r i i  p r a w d o p p d o b i e r i s t w e m  u w a ż a ć  z e  s z u k a n ą  

e s t y m a t e .  S t o s o w a n i e  z b i o r ó w  e l i p s o i d a l n y c h  m a ł o  u w y p u k l a  f a k t ,  ż e  e s t y 

ma ta  ma D o s t a ć  z o i o r u .  g d y ż  ś r o d k i  e l i p s o i d  t w o r z ą  n a t u r a l n ą  t r a j e k t o r i ę  

i  d l a  p r o s t o t y  r o z w a ż a ń  ś r o d k i  t e  u ( ' )  n a z y w a  s i ę  z w y k l e  e s t y n a t ą .

Z e - o ż y m y  o b e c n i e ,  ż e  p o l a  l o s o w e  f ( x , t )  i  ^  ( x , t )  s ą  z u p e ł n i e  n i e 

z i d e n t y f i k o w a n e  i  t y l k o  J e s t  z n a n y  o b s z a r  i c h  d o p u s z c z a l n y c h  w a r t o ś c i ,  o -  

k r e ś l o n y  p r z e z  n i e r ó w n o ś ć :

r

J [ f ( » , t ! i ) ( x , t t ) f ( j , t )  ♦ k2^ ( x , t ) r ( x . ^ . t ) ^ C $  , t ) j  ( x . ^ , < ) ^ ^ L  ( 6 . 5 )

0  ~ x , ^  « H  c  Rn , t e  R^

- R1 -

l u b  w p o s t a c i  macierzowej 

T

J , J q * ( x , t ) Q ( x , ^ , t ' ) q ( ^  , t ) + kŁs * ( x , t ? R ( x . ^ . t ) s ( ] $ . t . > j  dt  ^  fl‘ ( x . t  pi  ( 6 . 6 )
O

o d z i e  k .  p i  pewne s t e ł e  d o d a t n i e ,  a m a c i e r z e

0 ( x . y t I «
q ( x  .'ę . t ) 0o

O O
R ( x , t )

r ( x , ' J , t )  0

0 0

6 . 2 .  Mode l  o p t y m a l n e g o  m i n i m a k s o w e g o  f i l t r u

Mode l  o p t y m a l n e g o  m i n i m a k s o w e g o  f i l t r u  s f o r m u ł u j e m y  w p o s t a c i  n a s t ę p u 
j ą c e g o  t w i e r d z e n i a :

TWIERDZENIE 4

1 .  Op ty ma l ne  o s z a c o w a n i e  ( e s t y m a t a )  f f ( x . f )  = y 1 ( x , < 1  r o z w i ą z a n i a  rów
n a n i a  ( 4 . 4 )  wr a z  z warunkami  b rz e g o wy mi  ( 4 . 2 )  i  p o c z ą t k o w y m i  (4.3), w p r z y 

padku gdy  p o l a  l o s o w e  f ( x . t )  i  i ^ ( x , t )  sa  z u o e ł n i e  n i e z i d e n t y f i k o w a n e  

i  t y l k o  z n a n y  j e s t  o b s z a r  i c h  d o p u s z c z a l n y c h  w a r t o ś c i  o k r e ś l o n y  p r z e z  n i e 
r ó w n o ś ć  :

X

J 5| f ( x , t ) q ( x . ^ , t ) f ( ^ , t )  ♦ k2-  ̂ ( x  , t )  r ( x  , t  łij(1j , t  )1 d t  ^  ( x  ,
O

p r z y  czym o b s e r w a c j a  r o z w l a z a n i e  r ó w n a n i a  s t a n u  ( 4 . 4 )  z a c h o d z i  w o b e c n o ś 
c i  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  - r ) ( x , t )  w c a ł y m  o b s z a r z e  fl. . c z y l i

z ( x . < )  = u ( x , ' < )  + ^ ( x . t )  }

j e s t  o p i s a n e  p r z e z  r ó w n a n i a  f i l t r u  o p o s t a c i :

- V x . < )  - v « . < >  ♦ k! f / 2 * 0  -tri
ci u.

3 ^  Vz ( x , i )  -  - L y 1 ( x . ‘t )  -  2 n y 2 ( x , f )  + ( 6 . 7 )
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w r a z  z  waru nk ami  b r z e g o w y m i :

i  wa r u n ka mi  p o c z ą t k o w y m i :

A  ■*'*'1 -°
o a,

p r z y  czym

^ j ( x  .0) » y_(x ,0) = 0

u ( x , < )  .  y 1 ( x , t ) .

(6 . 8 )

( 6 . 9 )

2 .  N i e z n a n e  o p e r a t o r y  P ^ ( x  ,1̂  ,■£) , i , k  ■ 1 , 2  w y s t ę p u j ą c e  w r ó w n a n i a c h  

f i l t r u  można w y z n a c z y ć  z  n a s t ę p u j ą c e g o  u k ł a d u  równań r ó ż n i c z k o w o - c a ł k o -
wych

&  • " « < » * .< >  - " S A  )

P2 1 ( x ' ^ ' * ) * p2 2 ( x ^ - ' i )  “ S c ,  Pl l ( x '^ ' 7 )  -  2nP2 1 ( x . ' l . t )  -  

. 2 f  f  P l l (  * ■ $ ! ' *  ^ 2 1 ^  .y .V-

‘  V a  ----------“W *

J f  P2 2 ( x ' ^ ' ^  “ _ ‘- x P2 1 ( x ' ^ ’< )  ’  ^ p2 i ( x ,'$,-<) -  2nP2 2 ( x . ^ , t )  -  

_ ( 2 / , / >P2 1 ( x ^ l ' ^ ) P 2 1 ( ^ ’^ 2 ' t:) dy  «. q ( x , '

7 *  ■ ' ■ ^ 1 7 ^ ----------d^ 2 + .

w r a z  z  w a ru nk ami  b r z e g o w y m i :

Al«3«m

( 6 . 8 )

Bjp21<x'35'<)
3ii

( 6 . 9 )

» 0
oa

i  w ar u nk ami  p o c z ą t k o w y m i  :

* n < x . $ . 0 >  = P2 1 ( * , J . O )  -  P2 2 ( x , ^ , 0 ) .  O (6. 10)

-  8 3  -

W n a s z y c h  r o z w a ż a n i a c h  p r z y j m u j e m y ,  ż e  o b s z a r  i n f o r m a c y j n y  x ( t , z ( * ) )  j e s t  

e l i p s o i d ę ,  k t ó r e j  ś r o d e k  s t a n o w i  o p t y m a l n e  o s z a c o w a n i e  w s e n s i e  ś r e d n i o -  

kwadratowym z m i e n n e j  s t a n u  y 1 ( x , t ) ,  c z y l i  j e s t  e s t y m a t ę .

D ł u g o ś ć  n a j w i ę k s z e j  p ó ł o s i  t e j  e l i p s o i d y  w y r a ż a  s i ę  wzore m:

. J f . O  -  h2 ( x , J  , 0 ] ^ ,  ( 6 . 1 1 )

g d z i e  A j  j e s t  m aks yma ln ę  w a r t o ś c i ą  w ł a s n ę  d o d a t n i o  o k r e ś l o n e j  m a c i e r z y

| p i k  ( x  , t ź ) |  . e  h2 ( x , ^ , i )  j e s t  f u n k c j ę  s p e ł n i a j ę c ę  r ó w n a n i e :

J  h2 ( x . 5 , < )  = k2 [ z ( ^ , t : )  -  ^ ( J . * ) ]  r ( x , J . < ) [ * ( x . < )  -  y 1 ( x . t ) J  ( 6 . 1 2 )

O e ś l i  / l ( x . ^ , i )  = h2 ( x , ^ , t ) ,  t o  w t e d y  e l i p s o i d a  r e d u k u j e  s i ę  do p u nkt u  

9 1 ( x , < ) ,

D o w ó d
Z a s t o s u j e m y  z n a n ę  p r o c e d u r ę ,  k t ó r ę  o p i s a n o  s z c z e g ó ł o w o  w p r a c y  [ 1 8 ] .  

N a j p i e r w  z n a j d z i e m y  w p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  H « L2 (jŁ) o p i s  o b s z a r u  i n f o r 

m a c y j n e g o  x ( t f , z ( * ) )  w t e r m i n a c h  f u n k c j o n a ł ó w  p o d p i e r a j ą c y c h , a da l ej  wy
c h o d z ą c  z  warunku ( 4 . 8 )  w y z na c z y my  e s t y m a t ę  y ( x , < )  u k ł a d u  równań ( 4 . 8 ) .  

R o z w i ą z a n i e  r ó w n a n i a  ( 4 . 8 )  ma p o s t a ć :

i
y ( x . i )  = J j  S ( x  , t  , t  ) o ( J  , t  ) t ^ d t  , ( 6 . 1 3 )

O fi,

g d z i e  $ ( x , j , t , < )  j e s t  f u n k c j ę  G r e e n a  r ó w n a n i a  ( 4 . 8 ) .  N i e c h

Q -  ( ( O , i )  ;H) , H = L2 (iŁ)

P r z e p i s z e m y  r ó w n a n i e  ( 4 . 8) i  p o w y ż s z e  r o z w i ę z a n i e  w p o s t a c i  o p e r a t o r o w e j :

y W , * )  •« T g ( x , < ) ,  T:  L2 (Q) —“  L2 ( o )

t f « . ’ ) -  To g ( x , 1 )  * s ( 0 ,  To ; L2 ( q )  —  L2 (Q)

Łatwo z a u w a ż y ć ,  ż e  o p e r a t o r y  T i  TQ s ą  l i n i o w e  i  c i ą g ł e .  Wprowadzimy  

o z n a c z e n i a :  Tj  = T * O,  T2 * To X y  ( *  “ c p e r a t o r  i d e n t y c z n o ś c i o w y , O -  
o p e r a t o r  z e r o w y  na L2 ( q ) ,  w ( - )  = j g ( - ) ,  s ( * ) l ) .  Wtedy o g r a n i c z e n i a  c a ł 
kowe ( 6 . 6 )  można z a p i s a ć  w p o s t a c i

w ( . )  c  L2 ( O , T ; L2 ( ^  )
t
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Z d e f i n i c j i  z b i o r u  i n f o r m a c y j n e g o  x(f,V'(*)) w y n i k a ,  ż e  e l e m e n t  
y ( < , * ) e  x(t,4*(*)) , gdy  s p e ł n i o n y  J e s t  u k ł a d  n a s t ę p u j ą c y c h  równań o p e r a 
t o r o w y c h  :

y ( ^ . * )  * * ( • )  -  T2 w ( - ) ,  w ( « )  * L2 ( 0 , T ;  L2 (u )

l u b  t e ż  z g o d n i e  z  t w i e r d z e n i e m  3 . 1  z  ( [ a s j  ) d l a  d o w o l n y c h  1 « L2 ( a ) ,
L ( ( 0 , T ) ;  L ( a , ) )  s p e ł n i o n a  J e s t  n i e r ó w n o ś ć :

min | < T * i ( » )  + T * A ( * ) .  w ( • ) >  | w ( •  ) e  L2 ( 0 , T ;  L2 ( a , ) ) |  -

- < A ( - ) .  & ( . ' ) >  4: L ( • ) ,  y ( <  , • )  >  ( 6 . 1 4 )

< ( * ) ,  ( • ) >  o z n a c z a  i l o c z y n  s k a l a r n y  w o d p o w i e d n i c h  p r z e s t r z e n i a c h  H i l -  

b e r t a ,  a ź n a k  + -  o z n a c z a  o p e r a t o r  l u b  f u n k c J A n a t  s p r z ę ż o n y .  S t ę d  na p o d
s t a w i e  ( 6 . 1 4 )  ( p a t r z  [ l8 ]  ,  §  1 3 )  o t rz y m a my  n a s t ę p u j ę c ę  r e l a c j ę  na f u n k 
c j o n a ł  p o d p i e r a j ą c y  o b s z a r  i n f o r m a c y j n y  X ( 7 , t f y - ) ) :

X
p U ( * ) | x ( t , i r ( . ) )  -  i n f  J < t f ( t ) ,  A ( t ) > H d t  +

.o

X
* ^ Z ( X . X )  -  2  J < A ( t ) .  f ( t . - < ) > H d t  +

O

X X
* f  J< K f t . t j ) * ^  ) . A ( t ) > H d t d t j  +

o o

+ ^ ? / < R' 1(t)A(t). *(»)>„ dt]1/2J (6. 15)

g d z i e

a  a a

<*®Tt) *(t)>H ■ / /  X*C$. tW *,t)dx(fj 
. &a.  

< * ( t ) . f ( t . t )> H - / / /  [ S ( x ^ . t . i U ( j ) ] V ł ( x . ^ t )  X 
a a a  l
x S <35*5i-* .-OZOfj)J*^ ( x , t ) « ^ 1djdx

/
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< K ( t  , t 1 ) A ( f 1 ) , > . ( t ) > H -

- / / / » ' < ! . « « (  x . ^ . t . t ) Q ' 1 ( x . 1 f 1 . t ) e , S lli ! J . 5 1 . t . t ) M x . t ) d J 1dJdx  

a a s i

< R _ 1 ( t ) X ( t ) . \ ( t ) > H ' • f t  * * Ą . i ) R - 1 ( x . $ . X ) M x . i ) Ą d x

a a
Rozważymy b a r d z i e j  s z c z e g ó ł o w o  m a c i e r z  K ( t , < ) .  Uwzględniając  r e l a c j e  ( 4 . 4 ) ,

( 6 . 1 3 ) ,  można p o k a z a ć ,  ż e  m a c i e r z  t a  J e s t  s y m e t r y c z n a  w z g l ę d e m  t , t .  n i e -  

u j e m n l e  o k r e ś l o n e  i  c i ę g ł a  w z g l ę d e m  z b i o r u  z m i e n n y c h  w o b s z a r z e  [ o , < ]  x 

[ o . t j d l a  d o w o l n e g o  d o d a t n i e g o  t .
Oznaczmy

11 X

< h 1(*), h2(-)>K ■ / f < K ( t . 1 ) h 2 ( t ) .  hj(t)>H'd td < 
O O 

♦ 1% J  < R - 1 ( t ) h 2 ( t )  , h j f t ) ^  d t

d l a  k a ż d e g o  h j f t ) ,  h2 ( t )  e L2 ( o , T ;  L2 ( a ) ) .
M a c i e r z  K ( t , < )  J e s t  n l e u j e mn ym  J ęd re m n a s t ę p u j ę c e g o  u k ł a d u  równań c a ł 

kowych F re d h o lm a  I I  r o d z a j u ,  k t ó r e  J e k  wi adomo maję  J e d n o z n a c z n e  r o z w i ą 

z a n i e  w L2 ( 0 , T ; L2 ( f t ) ) :  ( [ 2 3 ] )

J  K ( t , ' f ) d ( t , t 1 ) d t 1 + ^  R_ 1 ( t ) d ( i  , t )  -  f « , t )

/ K ( t , < ) ♦ * ( < ^  R_ 1 (t)<tr+t t . t )  - * ( t )

( 6 . 1 6 )

Argument  X w f u n k c j a c h  d(-< , t )  t )  p o k a z u j e ,  ż e  r o z w i ę z a n i a  rćwnań
( 6 . 1 6 )  r o z p a t r u j e  s i ę  na o d c i n k u  [o,<J.  Z a p i s z e m y  t e r a z  prawę  s t r o n ę  r e 

l a c j i  ( 6 . 1 5 )  w p o s t a c i :

p U ( * ) |  X ( * . * ( . ) > )  -  l n f

x (
{

t ) « L 2 ( 0 , t ; L 2 (j

♦ / * [ < * ( • )  -  d ( t f , . ) , A  ( • )  -  d(tT,  ) > K + 3 t 2 ( i ) ] 1 / 2  J
ac2 « )  - e (X)  - < d « . - ) .  d(< , • )>. ( 6 . 1 7 )
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O d z i e  at2 ( ■f') > 0 ,  c o  w y n i k a  z budowy w y r a ż e n i a  pod p i e r w i a s t k i e m  w ( 6 . 1 5 ) ,  

k t ó r e  o k r e ś l o n o  d l a  d o w o l n e j  f u n k c j i  j t ( t )  z  L‘: ( 0 , T ;  L2 ( n ) ) .

W y l i c z a j ą c  d o l n a  g r a n i c ę  w ( 6 . 1 5 )  ( p a t r z  [ l f l j  , § 1 3 )  o s t a t e c z n i e  o t r z y 
mamy :

9 / , ( • > !  X « . J > ( . ) ) )  . ^ +a . - ) > K] 1 / 2  *

d (< , • ) > K

P r z y j m i e m y  o z n a c z e n i a

i

* 2 ( i )  . < # * ! * . - ) . f  , < f  ( t ) > H dt
o 

i

09.

- 1 <  f ( t f . t )  , d ( t f . t ) > H d t  ( 6 . IB)

y ( x , t : )  » | < f ( ? , t ) . ł ł ( t . t )  > d t  = j ’ < d ( 2 ' . t ) . 1 ^ ( t ) > d t  - < ^ ( r . - ) . d ( r , . ) > K

Wtedy  z f o r m u ł y  ( 6 . 1 7 )  w y n i k a ,  ż e  

p ( / ( • ) !  X ( 7 T . ^ ( . ) ) ) * )  JH X . * ) ę ) d x d U V

a a  J

[  ( f i2  -  h2 ( -t ) ) ]1 / 2  ♦ /  l ( x )  y ( x . < ) d x

Wiadomo,  ż e  ( [ 33 j  ) z b i ó r  z  f u n k c j o n a ł e m  p o d p i e r a j ą c y m  s t a n o w i  e l i p s o i 
d ę  z e  ś r o d k i e m  w p u n k c i e  y ( x , t f ) .

Wyprowadz i my o b e c n i e  r ó w n a n i a  d y n a m i k i  o b s z a r u  i n f o r m a c y j n e g o  x ( < , ^ ( * ) ) ,  

a k o n k r e t n i e  r ó w n a n i a  d y n a m i k i  d l a  f u n k c j i  J) ( x , ^ , ' { ) ,  ^ ( x , < )  i  h2 ( x , ' j . t )
o k r e ś l a j ą c y c h  e w o l u c j ę  o b s z a r u  x ( f ,&( • ) ) .  W tym c e l u  dokonamy s z e r e g u  

p r z e k s z t a ł c e ń ,  k t ó r y c h  s ł u s z n o ś ć  wykażemy d a l e j .

Wprowadzimy p o m o c n i c z ą  f u n k c j ę  B ( x . ^ . t )  w9 w z o r u :

3(x.^.t) -<d(* ,x,-C) . d(-,t;)>K (6.19)
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D a l e j ,  r ó ż n i c z k u j ą c  f u n k c j ę  J 3 ( x , ] j . t )  w z g l ę d e m  t  i  b i o r ą c  pod uwagę (6.14)  

i  ( 6 . 1 9 ) ,  a t a k ż e  r ó w n o ś c i :

f « . t . x )  . f f S * ( x . $ . t . - ( ) Q - 1 ( x . f . t ) S ( $ . ' S 1 . t . 1 ) Ą ' ł S 1
a  j i

f ( t . t )  * (* £  ( x  , t )  f  ( x  , t  , h ) d x

d ( t f . t )  ■ / i  ( x  , ' t ) d ( x  , t  , < ) d x  
&

J  K ( t  , ‘t ) d ( x  , t  , < )  -  J J  f  ( t  , x  , ^ ) ^ d ( x  ,  t  . " O d ^ d t  «  t f s ( x  . t ) d j  

o o.q a

d l a  f u n k c j i  3 ( x , ^ . ' t )  o t rz y m amy  r ó w n a n i e :

- j c K 3 ( * . s . o

* k2/ /  [ f ( t . t . i r 1 ) - P 3 ) ( x . 5 1 . < ) ] * R ( 5 1 . j 2 . i )  x

[ f ^ . i . J a ł - e J K j . J a . O j d J j d J s ,  (6.20)

Sb 1Qj

Ze wz o r u  ( 6 . 1 8 )  mamy,  ż e

t  i
J > ( x . J . t )  = J  J  S , ( x . J 1 . t . ' / ) 0 - 1 ( x . J . t ) S ( 3 f  . ^ . t . O d ^ d t  - ® ( x . $ . t )  ( 6 . 2 1 )

o rtO O 

S t ą d

^ - P ( x , ^ , t )  i )  * 7  ( x . J . < ) J ^  -

-  ^ f ? ( x ^ 1 .t)t*Rl ą ^ 2 .m C i^ 2 .i)d ^ d j 2 ♦ Q ( x . j . t )  (6.22)
1SI1 iQj

Analogicznie można wyprowadzić r ó w n a n i a  dla funkcji “y ( x  , i , )  i h2 ( x . ^ , t ) :  

£ y ( x . i )  . t f x¥(x.<)  4 k2f f  p (x . '$ 1 . i )€*R-1($1 .$2 . l )  X
£L Sit

< [^ ę j2 .t)  - ^ 0 ? 2 . < ) ] d ^ 2 (6-23)
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J ^ h 2 ( x . $ . t )  = k ? [ t f ( x , t )  - t  V ( x . f ) ] * R ( x . ^ . - i i ) [ ^ ( J ^ )  - « ? ( $ , < ) ]  ( 6 . 2 4 )

Równ an ia  t e  d o  r o z p i s a n i u  do  p o s t a c i  s k a l a r n e j  p r z y j m u j ę  p o s t a ć  u k ł a 
du p o d a n e g o  w t e z i e .  Maję  o ne  p o s t a ć  a n a l o g i c z n ę  do  równań f i l t r u  w p r z y 

padku d z i a ł a n i a  z a k ł ó c e ń  o c h a r a k t e r z e  " b i a ł y c h  sz umów".  J e d n ak  i n t e r p r e 

t a c j a  wy n ik ó w u z y s k a n y c h  p r z e z  i c h  r o z w i ę z a n i e  j e s t  z u p e ł n i e  i n n a ,  n i ż  to  

m i a ł o  m i e j s c e  w tamtym p r z y p a d k u .  O b e c n i e  e s t y m a t a  n i e  j e s t  j e k ę ś  Jednę  

o p t y m a l n ę  w s e n s i e  ś r e d n i o k w a d r a t o w y m  t r a j e k t o r i ę ,  t y l k o  J e s t  t r a j e k t o r i ę  

p r z e c h o d z ę c ę  p r z e z  ś r o d k i  e l i p s o i d  z a w i e r a j ę c y c h  z b i ó r  o p t y m a l n y c h  t r a 
j e k t o r i i .  P a r a m e t r y  t e j  e l i p s o i d y ,  a k o n k r e t n i e  m aks y ma ln ę  j e j  p ó ł o ś ,  

można w y z n a c z y ć  r o z w i ę z u j ę c  d o d a t k o w e  r ó w n a n i e  ( 6 . 2 4 )  i  w y k o r z y s t u j ą c  wzór  
(6.11) .

6 . 3 .  W y z n a c z a n i e  e e t y m a t y  i  o b s z a r u  Je.1 w y s t ę p o w a n i a

E s t y m a t a ,  Jak J u ż  p o w i e d z i a n o .  J e s t  w tym p r z y p a d k u  z b i o r e m  t r a j e k t o 

r i i  n a l e ż ę c y c h  do  p e w n ej  e l i p s o i d y .  - Ś r o d e k  t e j  e l i p s o i d y  ( x , i )  ■ u ( x . i )  

o p i s u j ę  r ó w n a n i a  ( 6 . 7 ) .  P o n i e w a ż  ma ję  o n e  p o s t a ć  i d e n t y c z n a  Jak  w p r z y 
padku f i l t r u  s f o r m u ł o w a n e g o  d l a  o r z y p a d k u  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  o c h a r a k t e r z e  

“b i a ł y c h  s z u m ó w  ( p a t r z  § 4 ) ,  w i ę c  r o z w i ę z e n l a  t y c h  równań o t r z y m a n e  w 

§ 4 . 3  d l a  p rz y p a dk ó w s t a c j o n a r n y c h  ( r ó w n a n i a  ( 6 . 8 )  s ę  s t a c j o n a r n e )  p o z o s 
t a j ę  s ł u s z n e  i  w p r z y p a d k u  m od e lu  f i l t r u  m i n i n e k s o w e g o .  T r a j e k t o r i a  b ę d ę -  

c a  r o z w i ę z a n i e m  równań f i l t r u  ( 6 . 7 )  o k r e ś l a  z m i a n y  p o ł o ż e n i a  ś r o d k a  e l i p 
s o i d y  z a w i e r a j ę c e j  e a t y m a t ę .  P a r a m e t r y  t e j  e l i p s o i d y ,  a k o n k r e t n i e  J e j
ma ks yma lna  p ó ł o ś ,  może b y ć  w y z n a c z o n a  z e  w z o r u :

i 1 ( x , 5 >< )  » y  j ^ i ( x , £ , < )  -  h2 ( x  

F u n k c j ę  h2 ( x , ^ , ' < )  można w y z n a c z y ć  c a ł k u j ę c  r ó w n a n i e ,  c z y l i :

i

h2 ( x , J , t O  -  ^ J ^ z ^ . t )  -  y j Q  , t ) ]  r ( x , J  , t )  [ z ( x , t )  - y 1 ( x , t ) J d t  ( 6 . 2 5 )
0

a ma ks yma l na  w a r t o ś ć  w ł a s n ę  A j  o p e r a t o r a  P ( x , ^ , t i  z  r e l a c j i  Jtj ( ? )  .

= m ax X ( 6 )  P r z y  czym w a r t o ś c i  % w y z n a c z a  s i ę  z  w y z n a c z n i k a

dot || 3>v1 . Vx >  -A || -  O,

1
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g d z i e

<J> V1 ,V1 >  . J J  v * ( x , | ) 5( x . | , ? ) v i (x>^)d*d(|

a V j ( x . ^ )  j e s t  p i e r w s z y m  w e k t or e m  wł a sn ym  z a g a d n i e n i a  b r z e g o w e g o  o p i s a 
nego  u k ł a de m  równań ( 4 . 8 ) .

W p r z y p a d k u  n l e s t a c j o n a r n o ś c i  równań ( 6 . 8 ) ,  p r z y  r o z w i ą z y w a n i u  i c h  

t r z e b e  p o s ł u ż y ć  s i ę  m et od a mi  n u m e r y c z n y mi  ( n p .  m e t o d ę  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h ) .  

N a j w y g o d n i e j  n a j p i e r w  z d y s k r e t y z o w a ć  z a g a d n i e n i e  me to d ę  R i t z a - G a l e r k i n a  i  

s p r o w a d z i ć  J e  do  u k ł a d u  równań r ó ż n i c z k o w y c h  z w y c z a j n y c h ,  a n a s t ę p n i e  z a 

m i e n i ć  na u k ł a d  równań r ó ż n i c o w y c h ,  u z y s k u j ę c  w t e d y  d y s k r e t n y  w c z a s i e  

w a r i a n t  f i l t r u .  W p ewnych  p r z y p a d k a c h  można s k o r z y s t a ć  także  z  me to dy  p e r 

t u r b a c j i  ( p a t r z  § 4 . 3 ) .
R e a s u m u j ę c .  r o z w i ę z a n i e  u z y s k a n e  d l a  m i n i m a k s o w e g o  f i l t r u  s a  a n a l o 

g i c z n e  Jak  d l a  k l a s y c z n e g o  f i l t r u  w p r z y p a d k u  z a k ł ó c e ń  " b i a ł y m i  s zuma mi ",  

j e d n a k  i c h  i n t e r p r e t a c j a  J e s t  z u p e ł n i e  i n n a .  W p r z y p a d k u  bowiem f i l t r u  

m i ni ma k so w e g o  w s z y s t k i e  t r a j e k t o r i e  z a w a r t e  w o p t y m a l n e j  e l i p s o i d z i e  s ę  w 

pewnym s t o p n i u  o p t y m a l n y m i  e s t y m a t a m i  s t a n u  u k ł a d u  d y n a m i c z n e g o .  E s ty m a t a  

j e s t  w i ę c  w t e d y  z b i o r e m  ( e l i p s o i d a )  t r a j e k t o r i i , a n i e  J e d nę  t r a j e k t o r i ę .
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7. ZASTOSOWANIE TEORII. PRZYKŁADY OBLICZENIOWE

7 . 1 .  E s t y m a c j a  d r g a ń  p r ę t ó w

R o z p a t r z y m y  o b e c n i e  z a s t o s o w a n i e  z a p r e z e n t o w a n e j  w p o p r z e d n i c h  r o z 

d z i a ł a c h  t e o r i i  do  b a d a n i a  d r g a ń  k o n k r e t n y c h  u k ł a d ó w  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o 

n y c h ,  j a k i m i  s ą  p r ę t y .  N a j p i e r w  b a d a ć  b ę d z i e m y  d r g a n i a  p o p r z e c z n e  p r ę t ó w  

o 6 t a ł 6 j  g r u b o ś c i ,  o p i s a n y c h  r ówna ni em ( o a t r z  § 2 . l ) :

F — 2 u ( x . t )  + 2npF ^  u ( x , t )  ♦ El  u ( x . t )  « f ( t . ' ( 7 . 1 )
i t ~  «x

p r z y  w a r u n k a c h  b r z e g o w y c h  o p i s u j ą c y c h  s w o b o d n e  p o d p a r c i e  b r z e g ó w  p r ę t a :

OUIx=0 = u |x=i

u ( x . t ) x=o -  h ?  U(X' ° |  x - l  ‘ 0c)x‘

-  i  z e r o w y c h  w a r u n k ac h  p o c z ą t k o w y c h :

u ( x . O )  « ^  u ( x , 0 )  = O

( 7 . 2 )

( 7 . 3 )

Z a ł o ż y m y ,  ż e  na u k ł a d  d z i a ł a j ?  t y l k o  z a k ł ó c e n i a  l o s o w e  o c h a r a k t e r z e  "bia
ł y c h  s z u m ó w ' ,  o o s i a d a j ę c e  n a s t ę p u j ą c e  c h a r a k t e r y s t y k i :

E [f (* • *5̂ ] « 0. E ^ t . t f ) ]  = 0 

E [ f ( t . T ) f ( t . f ) ]  = q o 5 D ( t - ^ )

E [f ( 1 'T^b? V d  * 0

( 7 . 3 )

q d z i e  q Q i  r Q s ę  pewnymi  s t a ł y m i  d o d a t n i m i ,  c h a r a k t e r y z u j ą c y m i  Doziom  
z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h .

T&k w i e c  r o z w i ą z a n i e  d o k ł a d n e  r ó w n a n i a  s t a n u  ( 7 . 1 )  ( t z n .  r o z w i ą z a n i e .  w 

o r z y p a d k u  g dy  n i e  ma z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  w u k ł a d z i e )  j e s t  z e r o w e .  P r z e a n a 
l i z u j e m y  o b e c n i e  z a c h o w a n i e  s i ę  e s t y m a t y  w s t o s u n k u  d o  t e g o  r o z w * a z e n i n  w
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f u n k c j i  p oz i o m u z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h .  Ró wnani a  o p i s u j ą c e  o p t y m a l n y  f i l t r  ma

j ą  w tym p r zy p a d k u  p o s t a ć  ( p a t r z  § 4 . 2 ) :
t

& V * . t )  -V2(*.t) * / /  -P-1-1-( X̂ -1- -  «(!;■,) - ^ 2 '« i | - M s
0 0 o

^  ? 2 ( x , t )  -  -  y 1 ( x . t ) - -  2 n y 2 ( x , t )  ♦

- J A
0 0

( 7 . 4 )

-  p r z y  w a r u n ka c h  b r z e g o w y c h :

*1 “ ? !  1 x » 0  1 *-L

S x ‘
y ^ . t )

x = 0  ©x
V t ( x . t )

x-0 | x«i

( 7 . 5 )

i ?  y2( x , t ) « — j  y 2 ( x  , t )  
x - 0  * x-Ł

i  p o c z ą t k o w y c h

y 1 ( x , 0 )  » ? 2 ( x , 0 )  -  O ( 7 . 6 )

a n i e l i n i o w e  r ó w n a n i a  r ó ż n i c z k o w o - c a ł k o w e  t y o u  R i c c a t i ,  z  k t ó r y c h  w y z n a 

c z a  » i ę  n i e z n a n e  o p e r a t o r y  Pxi<( x - 5 ' t ) '  i , *t = 1 , 2
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| p u ( x | ' i  = 2 P 2 1 ( x . ^ t )  - f f - ^ ----------------------------------------
0 0 0

T)t B 2 l ( x - $ ' t '  "  P 2 2 ( x ’ $ - t )  -  jF P « ^ - J . * ł  *  2 n P 2 1 ( K . J . t )  -

0 o
- dJ l d$ 2

ł t  p22t* . J .*»  ■ -  | f [ ^  * ^ 4  "2 l t * ^ - * i |  - 4nP22( x '$ •*)

’ /Z <§ld$
O O

( 7 .  7)

w r a z  7 waru nk ami  b rz e g o w y m i

Pn ( x . J . t ) x= 0 = p u ( x . ^ t ) |
x » i

P2 l ( x . J . t ) x=0 -  P2 1 ( x ^ - ° | x - X

P2 2 ( x - ^ - t ) x » 0 -  P2 2 ( * . J . t ) |
XN,

c>2

5 7
p u ( x . $ . t ) x=0

~ 2

■ * S  p l l ( x -^ 0 x 2  11 J

s 2
i ? p2 i . ( x -X«t ) x=C -*>|

* 2
Ś ) 7 p2 2 ( * . J - » ł x =0 . t ) |

= 0

= 0

= 0

( 7 . 8 )

( 7 . 9 )

-  i  wa ru n ka mi  p o c z ą t k o w y m i

P ^ U . ^ . O )  .  P21(x. J.O) - p22(x. J.O) '  0 ( 7 . 1 0 )

W D rz y p ad ku  gdy  e s t y m a c j ę  d r g a ń  p r ę t a  p r o w a d z i  s i ę  p r z y  d u ż y c h  c z a s a c h  

t .  ( t — = ® ) ,  można s i ę  p o s ł u ż y ć  s t a c j o n a r n y m i  n i e l i n i o w y m i  równaniami r ó ż -  
n i c z k o w o - c a ł k o w y m i  t y p u  R l c c a t i :
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i i

2p12(
■ W /o o

M i

P̂ ( x - ^ -  P  J ł  Pl l ( x - 'P  -  2" P21( x ’jP  -  /  /  — 1- — ^ l d̂ 2 - 0
0 0

f ? [ ~ *  P21( x - ^  * P, l ( x ^ ]  - 4nP22( x - ^  -

-  f j ^ J L . •
o o ł F

( 7 . 1 1 )

T y l k o  t e n  p r z y p a d e k  b ę d z i e  w d a l s z y m  c i ę g u  t e g o  r o z d z i a ł u  a n a l i z o w a n y .  

R o z w i ą z a n i a  s t a c j o n a r n y c h  n i e l i n i o w y c h  równań R i c c a t i  p o s z u k i w a ć  b ę d z i e m y  

me to d ę  R i t z a - G a l e r k i n a  i  w tym c e l u  p r z e d s t a w i m y  r o z w i ę z a n i e  w p o s t a c i  

k o m b i n a c j i  l i n i o w y c h :

■ £  •.# •*" f  f  ■l" $
m = l

<̂*•51 -£» .f f 5 if ^
m«l

p22(-$>
m = l

F u n k c j e  u f .  s i n  —j — [ s ę  unormowanymi  f u n k c j a m i  w ł a s n y m i  z a g a d n i e n i e  gra
n i c z n e g o  ( 7 . 1 - 7 . 3 ) .

N i e z n a n e  w s p ó ł c z y n n i k i  jamj ( o s t r z  fj 4 . 3 )  s ę  r o z w i ę z a n i a m i  d o d a t n i m i  i  
r z e c z y w i s t y m i  u k ł a d u  równań a l g e b r a i c z n y c h

-  4n(ti32 + 2 n ) a  - c o 2 TT- a?m ~ — ■ a l  -  -  K  -  O.  ( 7 . 1 3 )2 fn m m r m
P F 0 ro ro

a w s p ó ł c z y n n i k i  | bm j * {Cm} w^ z n B c za  z r 8 l a c .1i :

(7 14)



W D r z y o a d k u  gdy  p o z i o m  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  o b a e  rwać j  i  j e s t  wysoki  i  w s p ó ł 
c z y n n i k  r Q p r z y j m u j e  d u ż e  w a r t o ś c i ,  można o d r z u c i ć  t e  w y r a z y  w r ówn a

n i a c h  ( 7 . 1 3 ) ,  w k t ó r y c h  w y s t ę p u j ę  w s p ó ł c z y n n i k i  { 8 m j  z  t r z e c i 9 1 c z w a r 
t a  p o t ę g ę .  Wtedy bowiem t e  w y r a z y  p r z y j m u j ę  b a r d z o  m a ł e  w a r t o ś c i ,  b l i s k i e  
z e r u .

Uk ła d  równań ( 7 . 1 3 )  p r z e k s z t a ł c i  s i ę  w t e d y  w u k ł a d  równań a l g e b r a i c z 

n y c h  k w a d r a t o w y c h ,  k t ó r y c h  r z e c z y w i s t a  i  d o d a t n i e  r o z w i ą z a n i e  wy ra ż a j a  s i ę  
wzore m :

-2n(toZ*2n) + Y4n2(w^+2n)2 + 
am *  T  (7.17)

wm

P o d s t a w i a j ę c  p p w y ż s z e  r o z w i ę z a n i a  do  r e l a c j i  ( 7 . 1 4 )  i  ( 7 . 1 5 )  o k r e ś l o n e  z o -  

•  t a n ę  r ó w n i e ż  w s p ó ł c z y n n i k i  1 { c m |  '
P r z e j d z i e m y  o b e c n i e  do  w y z n a c z e n i a  e s t y m a t y  u ( x , t )  , R ó w n an ie  o b s e r w a 

c j i  s t a n u  ma p o s t a ć :

z ( x , t ) = u ( x , t )  ♦ A . ^ ( t , y ) ,  x e R"1 , t  t  R* ( 7 . 1 8 )

Z a ł ó ż m y  d l »  u ł a t w i e n i a  d a l s z y c h  r o z w a ż a ń  t a k i  s z c z e g ó l n y  p r z y p a d e k  l o s o 
wy ,  ż e  na u k ł a d  n i e  d z i a ł a  ż a d n e  z a k ł ó c e n i e  l o s o w e  f ( t , i j ) .  Wtedy

u ( x , t ) = y 1 ( x , t )  * O

S t ę d  w tym p r z y p a d k u

p -  z ( t -t> ■ & 7 ( t <f)

P o n i e w a ż  ^  V  j e s t  p r o c e s e m  s t o c h a s t y c z n y m  o  c h a r a k t e r z e  “b i a ł e g o
s z u m u " ,  n a j w y g o d n i e j ,  w c e l u  u p r o s z c z e n i a  o b l i c z e ń ,  a p r ok s y mo w a ć  po z a  

pomocę  p r o c e s u  s t o c h a s t y c z n e g o  s z e r o k o p a s m o w e g o .  Łat wo  z a u w a ż y ć ,  ż e  f u n k 
c j a  k o r e l a c j i
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s t a n o w i  g r a n i c z n a  p r z e j ś c i e  f u n k c j i  k o r e l a c j i :

K _ ( t  , < )  -  I ( 7 .  19

g dy  of —  ««>
S t a d  s z e r o k o p a s m o w e  p r o c e s y  s t o c h a s t y c z n e  p f u n k c j i  k o r e l a c j i  n o 
ga w g r a n i c z n y m  p r z e j ś c i u  s t a n o w i ć  a o r o k s y m a c i ę  " b i a ł e g o  szumu" W t v »  

o r z y p a d k u

"7( * *  l i m °f » ( y ) «”^*.  (7 .20 '

c z y l i  z b i ó r  j e g o  r e a l i z a c j i  s t a n o w i ć  b ę d ę  e k s p o n e n t y  w z g l ę d e m  c z a s u  t  

b a r d z c  d u ż y c h  w y k ł a d n i k a c h  Of . I t a k ę  t e ż  a p r o k s y m a c j ę  " b i a ł e g o  szumu" 

p r z y j m i e m y  w d a l s z y c h  n a s z y c h  r c z w a ż a n i a c h . Po p o d s t a w i e n i u  r e a l i z a c  1 
p r o c e s u  s t o c h a s t y c z n e g o  ^  ^ ( * -T) d a n e j  wzorem ( 7 . 2 0 )  do w y r a ż e ń  ( 4 . 8 3 '  

i  ( 4 . 8 4 )  ( p a t r z  § 4 . 3 )  i  w y k p n a n i u  p d p p w i e d n i c h  c a ł k o w a ń ,  o trzymamy o s t a 

t e c z n i e  n a s t ę p u j ę c e  ko ńc o we  w z o r y  na e s t y m a t ę :

*  r0*D(t-*)
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ą d z l e

P> » b -r ' m m ro o

nm " ¥<*m + 2n)

* K  ł  2"<*m> -  ((*m * - ’2] 1/2

A1 .  2 { 2 6 mftn + < * , 1 ? ,  * -  " , Ą j

m " 4"m + ( f m ł  %  ł  2n^

B1 .  2f 2% (2^  + tom - ł  ^ ( n - n . ) ) }

4nm + («m ł  <*m + 2n)?

A2 .  ł  [ :>(n- nJ  - ^ i ] [ Ą ,  ł  ( 2 n - nc ^ m ] l

" 4nm * + *  ♦ - )m m 'm

B2 _ Ą z v  * * 1  * 2d  }
m 4n_ + (€_ + oę_ +m m ' m

P r z y j m i j m y  n a s t ę p u j ą c e  w a r t o ś c i  c y f r o w e  p a r a n e t r ć w :

9 = 7 8 0 0  f ó H  
|_m J

i  • i  M

R ■= 0 .0 1  [ m]  

n .  0 . 5  [ i ]

q « 1 0 0 0  

r Q * 1 0 0 0 ,  1 5 0 0 .  2 0 0 0

I = | j £ R 2 

F = 3J R?
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Na r y s .  3 p r z e d s t a w i o n o  p r z e b i e g i  w c z a s i e  e s t y m e t y  d r g a ń  t e g o  o r ę t a  

o r z y  r ó ż n y c h  p o z i o m a c h  z a k ł ó c e ń  o b s e r w a c j i  r  , a s t a ł y m  p o z i o m i e  z a k ł ó 

c e ń  u k ł a d u .  E s t y m a t a  ma p o s t a ć  z a n i k a j ą c y c h  w r a z  z c zas em o s c y l a c j i  d ą ż ą 

c y c h  p r z y  t  — »o d o  z e r a .  A m p l i t u d a  t y c h  o s c y l a c j i  j e s t  t ym  w i ę k s z a ,  im 

m n i e j s z y  j e s t  p o z i o m  z s k ł ó c e ń  r  .

U z y s k a n e  w y n i k i  mogę b y ć  r ó w n i e ż  z i n t e r p r e t o w a n e  na g r u n c i e  t e o r i i  m i n i -

m a ks ow e j  estymacji o p i s a n e j  w § 6 .  P r z y j m u j ę c  w r ó w n a n i a c h  ( 6 . 7 ) ,  ( 6 . 8 )

k » 1 i z a p i s u j ę c  o b s z a r  wystęDowania z s k ł ó c e ń  l o s o w y c h  w p o s t a c i  n i e 

r ó w n o ś c i  c a ł k o w e j :

i
J £ f ( t ) q Q f ( t )  ( t ) r o i ^ ( t ) J d t  ^  f l .  ( 7 . 2 3 )

O

można z i n t e r p r e t o w a ć  u z y s k a n e  r o z w i ę z a n i e  uf ( x , t ) = y 1 ( x . t )  J a k o  ś r o d e k  

p e w n e j  e l i p s o i d y  o g r n n i c z a j ę c e j  z b i ó r  o p t y m a l n y c h  t r a j e k t o r i i  s t a n o w i ę -  

c y c h  e s t y m a t ę .

P r z e j d z i e m y  o b e c n i e  d o  a n a l i z y  e s f y m e c j i  d r g a ń  p r ę t ó w ,  w p r z y p a d k u  gdy  

z a k ł ó c e n i a  l o s o w e  n i e  m a j ę  c h a r a k t e r u  " b i a ł y c h  szumów"  i  z n a n e  sę i c h  

c h a r a k t e r y s t y k i  p r o b a b i l i s t y c z n e  ( f u n k c j e  k o r e l a c y j n e ) , Oako p r z y k ł a d  r o z 

ważymy  d r g a n i a  w z d ł u ż n e  p r ę t a  o s t a ł e j  g r u b o ś c i  o p i s a n e  r ó w n a n i e m

2 2 
! y  u ( x . t ) + 2n  ^  u ( x , t )  -  |  -§"2- u ( x , t ) = ( 7 . 2 4 )

©X

p r z y  w a r u n k a c h  b r z e g o w y c h  o p i s u j ę c y c h  s z t y w n e  u t w i e r d z e n i e  b r z e g ó w  p r ę t a

(7.25)
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i  z e r o w y c h  w a r u n ka c h  p o c z ą t k o w y c h

u ( x ,0) » ^  u(x ,O) = O Ot ( 7 . 2 6 )

g d z i e

F ( t . y ) f  ( t  , y )
? F '

( 7 . 2 7 )

Z a ł o ż y m y ,  ź e  na u k ł a d  d z i a ł a j ę  z a k ł ó c e n i a  l o s o w e  o c h a r a k t e r z e  p e r i o d y c z 
nym . p o s i a d a j ę c e  n a s t ę p u j ą c e  c h a r a k t e r y s t y k i  p r o b a b i l i s t y c z n e :

c [ f ( t , y ) ]  = 0 ,  E ^ t . y l ]  = 0

E £f*(t , y )  ? ( f  , <jlJ » KJ*(t-tf)  * 6 ? c o s j ł ( t - t )

EJ y t . y W < . ^ ]  = K^( t - t )  = g  ó^c os fr i t - i )

E[~(t ,f)] *= o

g d z i e  6 ^ ,  6 2 , (l> s ę  z n a n y m i  p a r a m e t r a m i  f u n k c j i  k o r e l a c y j n y c h ,  a małym 

p a r a m e t r e m .  A n a l i z ę  D r z e o r o w a d z i n y  p r z y  b a r d z o  d u ż y c h  c z a s a c h ,  gdy  t-_<*o 

i  s t e r o w a n i a  , y»2 w y s t ę p u j ę c e  w o pt ym al n ym  f i l t r z e  b ęd ę  m i a ł y  c h a r a k 

t e r  s t a c j o n a r n y  ( p a t r z  § 5 . 3 ,  r e l a c j e  ( 5 . 2 6 ) ,  ( 5 . 2 9 )  i  ( 5 . 3 0 ) ) .  Równani a  
f i l t r u  d l a  t e g o  p r z y p a d k u  b ę d ę  m i a ł y  p o s t a ć :

V1 ( x , t )  * y 2 ( x , t )  + fi y t ( x )  | z ( x  . t ) -  V1 ( x , t ) J

^  y2(x.t) -  ̂ yj(x,t) - 2ny>2 (x , t) +€̂ 2(x) £z(x.t) - y j (x , t )J
g d z i e

u ( x , t )  =  7 j ( x . t )

-  wr a z  z  warunkami  b r z e g o w y m i

( 7 . 2 8 )

x *0
= O

( 7 . 2 9 )
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-  i  z e r o w y m i  warunkami  o o c z ę t k o w y m i :

7 1 ( x , 0 )  -  y 2 ( x . O )  = O ( 7 . 3 0 )

N i e z n a n e  s t e r o w a n i a  < Ł ( x )  i  p „ ( x )  w y z n a c z a n e  s ę  p r z e z  r o z w i ę z a n i e  u -  

k ła dó w równań c a ł k o w y c h  ( 5 . 6 1 )  i  r ó ż n i c z k o w o - c e ł k o * « y c h  ( 5 . 6 2 )  Dodanych w 

G 5 . 3  o r z y  z a ł o ż e n i u ,  ż e  w y s t ę o u j ę c y  tom o o e r a t o r  L ma p o s t a ć :

* •>

a w a r u n k i  b r z e g o w e  s ę  t a k i e  same j a k  d l a  r ó w n a n i a  f i l t r u  ( w a r u n k i  o p i s u -  

j ę c e  s z t y w n e  u t w i e r d z e n i e  b r z e g ó w  p r ę t a ) .  Uk ła d  równań ( 5 . 6 1 )  i  ( 5 . 6 2 )  

r o z w i ę z a n y  z o s t a ł  m e t o d ę  R i t z a - G a l e r k i n a  i  m e t o d ę  p e r t u r b a c j i  w § 5 . 3 .
W tym p r z y p a d k u  a p r o k s y m u j ę c e  s t e r o w a n i a  i  o p e r a t o r y  k o w a r i a n c j i  k o m b i na 

c j e  l i n i o w e  ( 5 . 6 4 )  i  ( 5 . 6 5 ) ,  ( p a t r z  § 5 . 3 )  maję  p o s t a ć :

m3fx
i? l (x '1 =]>̂ mVF Sln

m =0

i z s i " f xm=0

■ £  - . f f  f i t  t 4
m =0

<̂-v - 2  ».f *■» -  =?
m =0

v  ■ S: '.f 'rif*1" f

( 7 . 3 1 )

P22^
m»0

( 7 . 3 2 )

n i e z n a n e  w s p ó ł c z y n n i k i  | Bm | '  {^mj  * | c m | m8^  P o s t a ć  r o z w i n i ę ć

a® + £ a^ + . .  ^

b = b°  + 6 b* + . . .m m  ni

c « c° + &c*ni m ni

( 7 . 3 3 )
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A = 2aJ2(2n+l) + 0n

8 B2 -  b A2 mm mm
A1B̂  m m A2 B1 m m

b a ^ -  s bJ/» mm m m r
K  ’ * y .  - a M  e ,mm mm /

(7.34)

I I
p =0 q =0

S mpq%^a q bS> 2 : 2psO q=0
S ot (A*Of mpq^p'  q^q Vq l q

■ 1 2
p *0  q»0

Smpql3p ^ q  ” fi o ■ Z S 8.
p=0 q =0

mpqV Aq&,

* 2 S s .pqA>(Ai ^  ł  aqV
p - 0  q=C

p=0 q=0

Dl a  m  ̂ p j  q ,  S 16
*pq " ^ 7 [ - - Ł -

lm + p +
< 1 1 

q ~  m - p  + q p + q -  m ’ m+qM
a d l a  m » p l u b  p = q ,  l u b  m = q

mpq
16

jĆl5 [m + p + q ]

P o d s t a w i a j ą c  w y l i c z o n e  na p o d s t a w i e  f o r m u ł  ( 7 . 3 4 )  w s p ó ł c z y n n i k i  

I j% |  d l a  wz o r ó w ( 5 . 79 ) i  ( 5 . 8 3 )  w § 5 . 3  o r a z  b i p r ę c  pod u w a g ę ,  ź eW
O g d y , i  j  m

i f ^ ( t . T ) g d y .  >Ł -  n

a ^ ( t  , jf)  « a ( ^ ) c o s ^ t

po w y k o n a n i u  o d p o w i e d n i c h  c a ł k o w a ń  we w z o r z e  ( 5 . 8 5 )  u zy s k a my  n a s t ę p u j ą c y  

k o ńc ow y  w z ó r  na e s t y m a t ę s
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7 x(*.t)
ffinO

2
mli/

ęrC08/it

-  /»2 > . . 1  . „S*

K-«V - *"VJW - "“'! r  ^
( 7 . 3 5 )

Z f o r m u ł y  ( 7 . 3 5 )  w i d a ć ,  ż e  e t t y M t t  J « * t  w tym p r z y p a d k u  f u n k c j ę  harmo-  

n l c z n ę ,  k t ó r e j  a m p l i t u d a  J e s t  u z a l e ż n i o n a  od p o z i o mu  z a k ł ó c e ń  d z i a ł a j ę -  
c y c h  na u k ł a d .

P r z y j m i j m y  n a s t ę p u j ę c e  w a r t o ś c i  c y f r o w e  p a r a m e t r ó w :

p =  7 8 0 0 S»]
i  * i OJ

R -  0,01 [*] 

n -  0.5 [§]

<*1

105 ™ 
m

I -J t  R* 

f i -  1 0 ,  1 5 ,  2 0

Ne r y a .  4 p r z e d s t a w i o n o  p r z e b i e g i  w c z a s i e  e s t y m e t y  d r g a ń  t e g o  p r ę t a ,  

p r z y  r ó ż n y c h  p o z i o m a c h  z a k ł ó c e ń  o b s e r w a c j i ,  a s t a ł y m  p o z i o m i e  z a k ł ó c e ń  

d z i o ł e j ę c y c h  na u k ł a d .  E s t y m a t s  me c h a r a k t e r  n i e  z a n l k a j ę c y c h  o s c y l a c j i ,  

k t ó r y c h  a m p l i t u d a  J e s t  tym w i ę k s z a ,  lm w i ę k s z y  j e s t  p o z i om  z a k ł ó c e ń  o b 
s e r w a c j i  i  lm w i ę k s z a  j e s t  I c h  c z ę s t o ś ć .

7 . 2 .  E s t y m a c j e  d r g a ń  p ł y t

E s t y m a c j ę  d r g a ń  o ł y t  w o b e c n o ś c i  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  można w y z n a c z y ć  w 

s p o s ó b  s-alogiczny j a k  d l a  p r z y p ad k u  drgań p r ę t ó w ,  r o z p a t r z o n e g o  w r o z 
d z i a l e  DODrzednim.

Z a k ł a d a j ą c ,  ż e  z a k ł ó c e n i e  maję  t a k i  sam c h a r a k t e r  Jak d l a  p rz y pa dk u  
d rg a ń  p r ę t ó w ,  e o ż n a  ł a t w o  z m o d y f i k o w a ć  pewne w z o r y  i  r e l e c j e  z n a n e  j u ż  w 

:: 7 - 1 * •  » ł u ż ę c e  do w y z n a c z e n i a  e s t y m e t y .  M o d y f i k a c j e  t e  p r z e d s t a w i m y  w
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n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e .  D r g a n i a  p o p r z e c z n e  p ł y t y  o s t a ł e j  g r u b o ś c i  o p i s u j e  

r ó w n a n i e  ( p a t r z  § 2 . 1 )

2
ę - h  u ( x , t )  + 2 ę h n  ^  u ( x , t )  + DAAu(x , t )  = f ( x , t , y ) ,  ( 7 . 3 6 )

g d z i e

x = ( x *  , x ^ ) e  fl, c  R.

Z a ł p ż y m y ,  ż e  w a r u n k i  b r z e g p w e  o p i s u j ę  sw o bo d ne  p o d p a r c i e  b r z e g ó w  p ł y t y ,  

c z y l i  :

2 2
u -  O,  . ^ a U + ^  U = 0 ,  ( 7 , 3 7 )

oa  »•? ©< a a

a w a r u n k i  p o c z ę t k o w e  s ę  z e r o w e :

u ( x , 0 )  * u ( x , 0 )  = O ( 7 . 3 8 )

P a r a m e t r y  r Q i  q Q z w i ę z a n e  z. I n t e n s y w n o ś ć i ę  z a k ł ó c e ń  p r z y j m i e m y ,  p o 

d o b n i e  Jak p o p r z e d n i o  J a k o  pewne  s t a ł e  d o d a t n i e .  K s z t a ł t  p ł y t y  d l a  u p r o 
s z c z e n i a  p r z y j m i e m y  j a k o  p r o s t o k ę t n y  o w y B i a r a c h  ( o , » )  x  ( 0 , b ) .



Ró wn an ia  o p l s u j ę c e  o p t y m a l n y  f i l t r  ma ję  w tyra p r z y p a d k u  p o s t a ć :  

j f c  Y1 ( x . t )  -  ? 2 ( x , t )  +

0 0 0 0 O

( x . t ) “ -  -  2 n ^ 2 ( x , t )  +

0 0 0 0 O L  J
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( 7 . 3 9 )

x = ( x 1 , x 2 ) e R2

p r z y  czym w a r u n k i  b r z e g o w e  p o z o s t a j ę  t a k i e  same Jak  d l a  r ó w n a n i a  s t a n u ,  

w a r u n k i  p o c z ę t k o w e  eę z e r o w e ,  a n i e l i n i o w e  r ó w n a n i a  r ó ż n l c z k o w o - c a ł k o w e  

t y p u  R i c c a t i ,  z  k t ó r y c h  w y z n a c z a  s i ę  n i e z n a n e  o p e r a t o r y  P.. t  ( x  , t ) maję  
p o s t a ć  :

©F P11 ( x  , t ) -  2 P 2 1 ( x , ^ , t )  -

rD--------------------------- d3i°5 i d32d32
0 0 0 0 0

" P22 “ 2nP21( x , ^ , t )  -

0 0 0 0 0

&  P22(|C’J - ' '  - -  f S ; £ v ‘21! x ' J ' , > * i  A P21^x . * ^ - * f>fJ22^* ‘3 •

0 0 0 0 0 9 h

( 7 . 4 0 )

Warunki  b r z e g o w e  i  p o c z ę t k o w e  d l a  r ównań r ó ż n i c z k o w o - c a ł k o w y c h  R i c c a t i  

( 7 . 4 0 )  s ę  a n a l o g i c z n e  Jak  d l a  r ównań  f i l t r u .  D l a  d u ż y c h  c z a s ó w  t ( t  — <*o) 
r ó w n a n i a  R i c c a t i  p r z e k s z t a ł c a j ?  s i ę  do p o s t a c i  s t a c j o n a r n e j :

a b a b n f „ l  „ 2  y l  f y l  * 2  ^  1 ig2

J J V  J 0 0 0 0

P2 2 ^ ‘V  * ^ ^ X , S PU (X' P  " 2" P21(X' ^

b a b „ / „ 1  2 y.1 v 2 i o  rtel V.2 - .1 «.2

0 0 0 0 0 

-  ^ AxP2 1 ( x - P  ♦ ^ P 2 1 ( x .X)J -  '»nP2 2 ( x , ^ )  -

j j J J P21( x l >x2 ' ? ł - f l )P21(^ - f  .  O
a _  b  3 b „ ^ „ 1  „ 2  1, 1 ^ 2 ^  ^ 1  y 2 v  1 ^ 2

-  •»*&?«*?«* i  ,

0  0  0  0  '  '  ( 7 . « )

R o z w i ę z a n i a  s t a c j o n a r n y c h  równań r ó ż n i c z k o w o - c a ł k o w y c h  R i c c a t i ,  p o d o b n i e  

J ak  § 7 . 1  maję  p o s t a ć  k o m b i n a c j i  l i n i o w y c h :

PU > - T .  . . . f  -  •>" -  #
l+m»2

p21( . ‘ .« ! .s ‘ .?2) .  ^  „ f  . i .  • « -  • * "  • »  4 ^
l+m«2

- 2 2 < > ‘ . "  - r - r »  ■ X )
l+m«2

( 7 . 4 2 )

p r z y  czym n i e z n a n e  w s p ó ł c z y n n i k i  | blmj 1 { ° l m )  wyzn8cza 8 l?
s t ę p u j ą c y c h  r e l a c j i :

z  n a -
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(7.44)

Wzory t e  o b o w i ą z u j ę  o c z y w i ś c i e ,  p o d o b n i e  J ak  w § 7 . 1  d l a  p r z y p a d k u ,  gdy  

p o z i o m  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h  o b s e r w a c j i  J e s t  w y s o k i  w s t o s u n k u  do z a k ł ó c e ń  
d z i a ł a j ą c y c h  na u k ł a d  i  w s p ó ł c z y n n i k  r Q p r z y j m u j e  d u ż e  w a r t o ś c i .  Formu

ł y  a p r o k s y m u j ą c e  o p t y m a l n ą  e e t y m e t ę  w y p r o w a d z on e  w g 7 .  1 (patrz wz ó r  ( 7 .2 1) ,  
( 7 . 2 2 ) )  p r z e k s z t a ł c ą  s i ę  w tym p r z y p a d k u  do p o s t a c i :

l +m«2

2
7Tb 'lm (nl B-qr)2 ♦ e \ m T ~ T

lm

“ " l m *  x e  c o s £ l n t

lm

(nim- oę)t r  _

(*> 3
(n^- c t )*  + e 2lm ("lm-*>Z ł  « L  .

- n .  t  
x e  e i n f i l B t s m  s i n  i f f i L

Vo(xX , x2 , t ) =

I
l +m«2

( 7 . 4 5 )

2 A?

o ( n l m - ^ t [
( n i m - ^ c o s e ^ f e ^ s i n e ^ t ] ( n l m - ^

Yab l m

- ( " l m - ^ Z + €?m K m - « ) 2  * « ! m .

""lm* 
x e lm c o . f i ,  t -lin

-  B lm
[ ( " ! „ -< * )  » m e l B t ♦ e l B c o » € Iwt ] __________ £ lm

2 TT

x .  lm » i n f i j ^ t  s i n  s i n ( 7 . 4 6 )
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g d z i e

°^lm = Blm r • film “ b lm rO o

n lm " ? (<*lm + 2 n)

* 1 .  ’  ? [ 4 ( w lm * ^lm ł  2"<*1 »> -  (« l m  ł  2">2] l/2

1  21 2 e i « P l m  ♦ ^ l m k m  + [ 2 ^ m  ł  w lm * n l « A n J, _ ■ .1, . ....     1-

A l " ’  ^  4 " L  * ( £ lm ł  * l m  * 2n)2

„ 1  2 l 2 oW 2 /> l .  + “ l m  * n lm fym^ ł  2 ( " - " l m »  [B =  -̂--------------------w---------------   *------------------------
4 n lm + <£ lm ł  < * l .  ł  2 ">

.  * [ 2 ( n ' n l m) -  « ! ■ ]  [ ^ m  ł  ( 2 n - n l m ^ l m ].2  _______
i* " 715 T T ł 7T34nln * (film + lm + 2n)‘

B2 2 ( 2<<lmn * ^ l m  * 2 <Hm }

^ " 4"L ł ««lm +<*lm ł 2")2

P r z y j m u j ą c  n a s t ę p u j ą c e  w a r t o ś c i  c y f r o w e  p a r a m e t r ó w :

9 -  7 8 0 0 M
h - 0 ,0 1  [m]  

£  = 2 . 10 5 ( " ^

n -  O• » H

q Q » 1000

r  -  1 0 0 0 ,  1 5 0 0 ,  2 0 0 0O

• = * [ " ]  

b « 1  [m]

c$q a 0,3
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R y s .  5

Na r y s .  5 p r z e d s t a w i o n o  p r z e b i e g i  w c z a s i e  e s t y m a t y  d r g a ń  p ł y t y  p r z y  r ó ż 

n y c h  p o z i o m a c h  z a k ł ó c e ń  o b s e r w a c j i  r Q i  s t a ł y m  p o z i o m i e  z a k ł ó c e ń  u k ł a 

d u .  U z y s k a n e  w y n i k i  n a l e ż y  J e d n a k  I n t e r p r e t o w a ć  w r ó ż n y  s p o s ó b  w z a l e ż 
n o ś c i  od t e g o  J a k i  m o de l  f i l t r u  z o s t a ł  z a s t o s o w a n y .  W p r z y p a d k u  f i l t r u  

k l a s y c z n e g o  ( z a k ł ó c e n i a  t y p u  " b i a ł y  sz um")  u z y s k a n a  t r a j e k t o r i a  J a s t  e s -  

t y m a t ę ,  n a t o m i a s t  w p r z y p a d k u  f i l t r u  m i n i m a k s o w e g o  t r a j e k t o r i e  t a  J e s t  

ś r o d k i e m  e l i p s o i d y  b ę d ę c e j  o p t y m a l n e  e s t y m a t ę .  Oo a p r o k s y m a c j i  r o z w i ą z a 

n i e  p r o b l e m u  o p t y m a l n e g o  f i l t r o w a n i a ,  w n i n i e j s z e j  p r a c y  s t o s o w a n o  me to dę  

R i t z a - G a l e r k i n a , w k t ó r e j  a p r o k s y m u j ę c e  f u n k c j e  baz owe  s t a n o w i ł y  f u n k c j e  

w ł a s n e  r o z p a t r y w a n e g o  z a g a d n i e n i a  g r a n i c z n e g o .  W r o z p a t r y w a n y m  p r z y k ł a 
d z i e .  gdy  p ł y t a  m i a ł a  k s z t a ł t  p r o s t o k ą t n y  i  w a r u n k i  b r z e g o w e  o p i s y w a ł y  

s w o b o d ne  p o d p a r c i e ,  f u n k c j e  t a k i e  ł a t w o  b y ł o  d o b r a ć .
W o r z y p a d k u  g dy  k s z t a ł t  p ł y t y  i  w a r u n k i  b r z e g o w e  s ę  z ł o ż o n e ,  d o b ó r  t a 

k i c h  f u n k c j i  może b yć  u t r u d n i o n y .  S t o s u j ę c  J e d n ak  t z w .  t e o r i ę  R - f u n k c J i  

ś c i  ś l e  z w i ę z a n y c h  i  f u n k c j a m i  l o g i c z n y m i  ( [ 3 1] ) , ( [ 3 2 ] )  można s k o n s t r u o 
wać f u n k c j e  w ł a s n e  d l a  p ł y t  o dowol nym k s z t a ł c i e  i  z ł o ż o n y c h  war u nk ac h  

b r z e g o w y c h .  S p o s ó b  k o n s t r u k c j i  t a k i c h  f u n k c j i  z o s t a ł  p r z e d s t a w i o n y  w d o 

d a t k u  1 ,  z a ł ę c z o n y m  na k oń cu  n i n i e j s z e j  p r e c y .  W y k o r z y s t u j ą c  t e o r i ę  p o d a -  

nę w §  5 w p o d o b ny  s p o s ó b  można t e z  w y p r o w a d z i ć  w z o r y  i  f o r m u ł y  na e s t y -  

m at ę  d r g a ń  p ł y t .  w p r z y p a d k u  g dy  d z i a ł a j ą c e  z a k ł ó c e n i a  l o s o w e  n i e  s ą  " b i a 
ł y m i  sz umami " i  z n a n e  s ą  i c h  c h a r a k t e r y s t y k i  p r o b a b i l i s t y c z n e .  Wzory t e  

n i e  b ęd ą  t u  r o z w a ż a n e ,  g d y ż  s ą  p o d o b n e  do  t y c h ,  j a k i e  w y p ro w a d zo n o  d l a  
p r z y p a d k u  d r g a ń  w z d ł u ż n y c h  p r ę t a  w § 7 . 1 .

8. PODSUMOWANIE 1 WNIOSKI KOŃCOWE

B a d a n i a  d r g a ń  k o n s t r u k c j i  i n t e r p r e t o w a n y c h  J a k o  u k ł a d y  d y n a m i c z n e  o 

s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h ,  w o b e c n o ś c i  z a k ł ó c e ń  l o s o w y c h ,  mają b e r d z o  i s t o t n e  

z n a c z e n i e  z pun kt u  z a s t o s o w a ń  w t e c h n i c e .  Mogę bowiem d o s t a r c z y ć  w i e l u  

c e n n y c h  i n f o r m a c j i  d o t y c z ą c y c h  i d e n t y f i k a c j i  r z e c z y w i s t y c h  z j a w i s k  z a c h o -  

d z ę c y c h  w k o n s t r u k c j a c h .  S t o s u j ą c  m et od y  o p t y m a l n e j  e s t y m a c j i  ( m e t o dy  o p 

t y m a l n e g o  f i l t r o w a n i a )  , można u w z g l ę d n i ć  l  o s z a c o w a ć  wpływ z j a w i s k  l o s o 
wych j a k  i  z a k ł ó c e ń  w c z a s i e  p o m o r ó w ,  p r z y  czym u w z g l ę d n i e n i e  t y c h  z j a 

w i s k  J e s t  n i e z b ę d n e  w  c e l u  o p t y m a l n e g o  z a p r o j e k t o w a n i a  t y c h  k o n s t r u k c j i .  

Metody  o p t y m a l n e j  e s t y m a c j i  w t a k i m  u j ę c i u  Jak w n i n i e j s z e j  p r e c y  n i e  by 

ł y  d o t y c h c z a s  z b y t  s z e r o k o  s t o s o w a n e  do  b a d a n i e  d r g a ń  u k ł a dó w  d y n a m i c z 

n yc h  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  ( [ * ] ) .
W p r e z e n t o w a n e j  p r a c y  z a s t o p o w a n o  t r z y  m o d e l e  o p t y m a l n y c h  f i l t r ó w  do  

b a d a n i a  d r g a ń  u k ł a d ó w  d y n a m i c z n y c h  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h ,  t a k i c h  j a k  p r ę 

t y  i  p ł y t y .  P i e r w s z y  mo de l  ( k l a s y c z n y )  s t a n o w i  f i l t r  r e k u r s y w n y  w s e n s i e  

Kalmana i  o b o w i ę z u j e  d l a  p r z y p a d k u ,  gdy  z e k ł ó c e n i a  l o s o w e  mają c h a 

r a k t e r  " b i a ł y c h  szumów".  D r u g i  m o d e l ,  k t ó r y  J e s t  o r y g i n e l n i e  o pr a c o w a n y  

D r z e z  a u t o r a ,  s t a n o w i  z m o d y f i k o w a n y  f i l t r  r e k u r s y w n y  o b o w l ę z u j ę c y  d l a  

p r z y p a d k u ,  g dy  z a k ł ó c e n i a  l o s o w e  n i e  s ę  " b i a ł y m i  szumami"  i  p o s i a d a j ę  z n a 

ne c h a r a k t e r y s t y k i  p r o b a b i l i s t y c z n e .  T r z e c i  mo de l  s t a n o w i  t z w ,  f i l t r  m i -  

n i m a k s o w y ,  k t ó r y  n i e  wymaga z n a j o m o ś c i  c h a r a k t e r y s t y k  p r o b a b i l i s t y c z n y c h  

z a k ł ó c e ń ,  a t y l k o  z n a j o m o ś c i  o b s z a r u  i c h  w y s t ę p o w a n i a .  Ot rz y ma na  e s t y m a t a  

j e s t  w t e d y  pewnym o b s z a r e m  majęcym k s z t a ł t  e l i p s o i d y .
Mode l  p i e r w s z y ,  a w i ę c  f i l t r  k l a s y c z n y  i  mo de l  m in l ma k so w y  s ę  do s i e 

b i e  b a r d z o  p o do b n e .  R o z w i ą z a n i a  równań o p i s u j ę c y c h  oba  f i l t r y  c h o ć  s ą  p o 
d o b n e ,  t o  maję  J e d n a k  b a r d z o  r ó ż n ą  i n t e r p r e t a c j ę  f i z y c z n ę  ( p a t r z  § 6 ) .

W n i n i e j s z e j  p r a c y  e s t y m a t ę  d l a  obu t y c h  m o d e l i  o t r z y m a n o  d l a  p r z y p ad k u  

s t a c j o n a r n o ś c i  n i e l i n i o w y c h  równań r ó ż n i c z k o w o - c e ł k o w y c h  t y p u  R i c c a t i ,  c o  

j e s t  s ł u s z n e  d l a  b a r d z o  d u ż y c h  c z a s ó w  t — o o  . P r z y  t y c h  s amych  z a ł o ż e 

n i a c h  o s t a c j o n a r n o ś c i  o p e r a t o r ó w  k o w a r i a n c j i  b ł ę d u  f i l t r o w a n i a  o t r z y m a n o  

t a k ł e  e s t y m a t ę  d l a  m od e lu  f i l t r u ,  w k tó ry m z a k ł ó c e n i a  l o s o w e  n i e  s ę  " b i a 

ł y m i  s z um a m i ” ( p a t r z  § 5 ) .
U z y s k a n e  r o z w i ę z a n i a  p o z w o l i ł y  s t w i e r d z i ć ,  ż e  s t e r o w a n i a  równani em f i l 

t r u  z w i ę z a n e  z  o p e r a t o r a m i  k o w a r i a n c j i  b ł ę d u  f i l t r o w a n i a  p o j a w i a j ę  s i ę  

n i e  t y l k o  w c z ł o n a c h  s t a n o w i ę c y c h  w y m u s z e n i e ,  e l e  t a k ż e  i  w c z ł o n a c h  r e -  

p r e z e n t u j ę c y c h  t ł u m i e n i e  ( r ó w n a n i a  ( 4 . 2 0 ) ,  ( 5 . 2 6 ) .

Tak w i ę c  i s t o t n y m  z a g a d n i e n i e m  J e s t  o p r a c o w a n i a  e f e k t y w n y c h  metod n u

m e r y c z n y c h  e s t y m a c j i  d r g a ń  l i n i o w y c h  u k ł a d ó w  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  w p r z y -



- 110 -

padku n i e s t a c j o n a r n y c h  o p e r a t o r ó w  k o w a r i a n c j i  b ł ę d u  f i l t r o w a n i a .  Inne d a l 
s z e  b a d a n i a  nad z a s t o s o w a n i e m  t e o r i i  o p t y m a l n e j  e s t y m a c j i  d r g a ń  u k ł a d ó w  

d y n a m i c z n y c h  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  w i ę ż ę  s i ę  z  r o z w o j e m n a s t ę p u j ą c y c h  k i e 
runków b a d a ń :

1 .  S f o r m u ł o w a n i a  m o d a l i  o p t y m a l n y c h  f i l t r ó w  d l a  b a d a n i a  d r g a ń  p a ra me 
t r y c z n y c h  l i n i o w y c h  u k ł a d ó w  d y n a m i c z n y c h  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h .

2 .  S f o r m u ł o w a n i a  r o d e l l  o p t y m a l n y c h  f i l t r ó w  d l a  b a d a n i a  d r g a ń  n i e l i 
n i o w y c h  u k ł a d ó w  d y n a m i c z n y c h  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h  z e  szczególnym u w z g l ę d 
n i e n i e m  d r g a ń  sćmrwzbu-Jnych ( f l u t t e r } .

3 .  S f o r m u ł o w a n i a  m o d e l i  o p t y m a l n y c h  f i l t r ó w  d l a  b a d a n i a  z a g a d n i e ń  f a 
l o w y c h  w o ś r o d k a c h  c i ą g ł y c h .

4 .  W y k o r z y s t a n i e  rcetod t e o r i i  o p t y m a l n e j  e s t y m a c j i  do o p t y m e l i z a c j i  o b 
s e r w a c j i  d r g a ń  u k ł e d c r .  d y n a m i c z n y c h  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h .

5 .  W y k o r z y s t a n i e  metod  t e o r i i  o p t y m a l n e j  e s t y m a c j i  do s t a b i l i z a c j i  d r g a ń  
s t o c h a s t y c z n y c h  u k ł a d ó w  d y n a m i c z n y c h  o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h .

DODATEK

Z a s t o s o w a n i e  met o d y  R - f u n k c j i  do  b a d a n i a  d r g a ń  u k ł a dó w  

o s t a ł y c h  r o z ł o ż o n y c h ,  o z a ł o ż o n y m  k s z t a ł c i e

E s t y m a c j a  d r g a ń  k o n s t r u k c j i  o z ł o ż o n y m  k s z t a ł c i e ,  a w s z c z e g ó l n o ś c i  

u k ł a d ó w  p ł y t o w y c h  p r z y  z a s t o s o w a n i u  r o z w i ą z a ń  u z y s k a n y c h  w n i n i e j s z e j  p r a 

c y  wymaga z n a j o m o ś c i  f u n k c j i  w ł a s n y c h  p r o b l e m u .  F u n k c j e  t e  możne o t r z y m a ć  

w y k o r z y s t u j ę c  t z w .  t e o r i ę  R - f u n k c j i .  F u n k c j e  t e  w p ro w a dz o n e  po r a z  p i e r 

w s z y  p r z e z  W.L.  Rwaczewa ( [ 3 l ]  , [ 3 2 ] )  s ą  ś c i ś l e  z w i ą z a n e  z  a l g e b r ę  f u n k 
c j i  l o g i c z n y c h .  W n i n i e j s z y m  d o d a t k u  p r z e d s t a w i m y  s p o s ó b  k o n s t r u k c j i  f u n 

k c j i  w ł a s n y c h  d l a  dwuwymiar owych o b s z a r ó w  m e to d ę  R - f u n k c j i .

D e f i n i c j a  2 1 : R - f u n k c j ę  y  -  f < X j , x 2 . . . x n ) nazywamy f u n k c j ę ,  k t ó r e j  

o d p o w i a d a  pewna f u n k c j a  b o o l e ' o w s k a  F ( x , , X ,

J e s t  r e l a c j a :
2'

nazywamy  

, . X n ) ,  t a k a ż e  s p e ł n i o n a

*n>] " Ft!F | S 2 ( x 1 ) ,  S2 (x2) >( x n )] ( D . l . l )

g d z i e

S 2 ( x )
0 ,  j e ś l i  x <  0

1 ,  j e ś l i  x > 0

S t o s u j ą c  R - f u n k c J e  można z a  pomocę p r o s t y c h  o p e r a c j i  u zy s k ać  r ó w n a n i e  ko n 

t u r u  o b s z a r u  o z ł o ż o n e j  g e o m e t r i i ,  k t ó r y c h  r ó w n a n i a  k o n t u r u  s ę  z n a n e .  Wy

n i k a  t o  z n a s t ę p u j ę c e g o  t w i e r d z e n i a :

TWIERDZENIE 5 ( [ 3 l j  , [ 3 2 ] )
O e ś l i  F ( X 1 , X2  Xn ) j e s t  pewnę f u n k c j ę  b o o l e o w s k ę ,  a f ( X j  , x 2 . . . x n )

-  o d p o w i e d n i a  R - f u n k c j a ,  a f u n k c j e  c i ę g ł e  , x 2 . . . .  . » n ) & 0  o k r e ś l a 

j ą  e l e m e n t a r n e  o b s z a r y  , 1 -  1 . 2 , . . . ,  z  k t ó r y c h  s k ł a d a  e i ę  r o z w a ż a n y

o b s z a r  z a m k n i ę t y  £L , o k r e ś l o n y  r ównani em p r z e ł ę c z ą j ę c y m :

: [s2 (Vl), > n 5] ( D . 1 . 2 )

t o  o b s z a r  t e n  moża b yć  o k r e ś l o n y  n i e r ó w n o ś c i ą

 ^  °- (0.1.3)
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W y k o r z y s t u j ą c  t o  t w i e r d z e n i e  n o ż n a  z a o i s a c  w p o s t a c i  r ó w n a n i a  b r z e g u  o b
s z a r u  A o d o w o l n e j  k o n f i g u r a c j i .  Ob s z a r  t e n  u z y s k u j e m y  p r z e z  o p e r a c j e  

m n o g o ś c i o w e  na w y j ś c i o w y c h  o b s z a r a c h  o p r o s t e j  g e o m e t r i i  i  z n a n y c h  r ówna

n i a c h  k o n t u r u .  C o e r a c j o m  m no g o ś c i o w y m  nad o b s z s r a m i  b ęd ą  o d p o w i a d a ć  o d p o 

w i e d n i e  o p e r a c j e  l o g i c z n e  R - f u n k c j i  o p i s u j ą c e j  k o n t u r  t e g o  o b s z a r u .  N a j 
c z ę ś c i e j  u ży w a n e  R - f u n k c j a  o d p o w i a d a j ą c a  różnym o p e r a c j o m  l o g i c z n y m  ma; 
p o s t a ć  :

v i  yV 2 * r - h f ^ i  ♦ - h l  - 2 ^ lS»2 )

*1 * T -łćT ^ l * ^2 ł M  + <?l - W t f z )

(o.1 . 4 )

* ' f i

-  1<<*< l

P r z y k ł a d :  Z a p i s a ć  r ó w n a n i a  b r z e g u  p r o s t o k ą t a  o b o k a ch  ( - e . a )  i  ( - b . b )

XZ

+b ? ■?
--------------------------------------------------<Pl  * (» - Xj) >  O

- °______0__  fo »i
ł>2 = ( b 2 -  x 2 ) 5s> 0

-b

R ó w n a n i e  k o n t u r u  ma p o s t a ć :

c o ( x l f x 2 ) = * <p2  - w f  ( 0 . 1  5 ’'

O t r z y ma n e  m e t o d ę  R - f u n k c j i  r ó w n a n i e  k o n t u r u  o > ( x 1 # x2 ) « O p o w i n n o  b yć  
z n o r m a l i z o w a n e  do I r z ę d u ,  c z y l i  s p e ł n i a ć  w a r u n k i :

° '  -  1 ( d . 1 . 6 )
lofl loa

Nowe,  z n o r n a  l i z o w a n e  r ó w n a c i e  k o n t u r u  można o t r z y m a ć  z e  wz o ru :

w ! = - p = :   » o ( 0 . 1 . 7 )

+ | g r a d a j [ Ł
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Do d s l s ^ y c h  r o z w a ż a ń  p o t r z e b n e  nam pewne o p e r a t o r y  b ę d ec e  p r z e d ł u ż e n i e m  

o p e r a t o r ó w  r ó ż n i c z k o w a n i a  w z g l ę d e m  n o r m a l n e j  “J i  s t y c z n e j  i  . a m i a n o w i 

c i e  :

3k( . )  = (,ę)&> 9 . d<x> a
0x1 0Xj k 0x2' 'd*-2

- c)C0 a . г
■®x2 ©x1 x̂7,

k
) (•)

k
) (•)

(O.1 .fi)

N i e c h  u ( x , t )  J e s t  r o z w i ą z a n i e m  d w u w y m i a r o w e g o  z a g a d n i e n i a  g r a n i c z n e g o  

( 4 . 1 - 4 . 3 ) .  W y k o r z y s t u j ą c  z n a j o m o ś ć  r ó w n a n i a  k o n t u r u  o)  ( x j , x g )  można wy

z n a c z y ć  f u n k c j e  bazowe w p e w n e j  p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a .  k t ó r e  z aw sze  będą

s p e ł n i a ć  w a r u n k i  b r z e g o w e  w o b s z a r z e  o z ł o ż o n e j  g e o m e t r i i .  Można t o  u c z y 

n i ć ,  r o z w i j a j ą c  p o s z u k i w a n e  r o z w i ę z e n l e  u w u o g ó l n i o n y  s z e r e g  T a y l o r a

d o o k o ł a  k o n t u r u  o b s z a r u  0 SI . S z e r e g  t e n  ma p o s t a ć :

u ( x , t )  = u 0 ( x , t ) ę- r  u * ( x . t ) a > k ( x )  x -  ( x 1 , x 2 ) e  f i  c  R!

k = !

( D . 1 . 9 )

g d z i e

u * ( x . t )  = u * ( x . t )

u * ( x , t )  .  u t * !  -  a ) Ę ,  y 2 - ( 1 } Ę £ - t )

J e s t  t z w .  n o r m a l i z a n t ą  r o z w i ą z a n i a  u w z g l ę d e m  r ó w n a n i e  k c n t u r u  ,

O g r a n i c z a j ą c  9 i ę  w r o z w i n i ę c i u  ( d . 1 , 9 )  dc  dwu I u d  n a jw y że j  t r z e c h  p i e r 

w s z y c h  w y r a z ó w  i  p o d s t a w i a j ą c  d o  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h   ̂ po pe wn ych  p r z e 

k s z t a ł c e n i a c h  można o t r z y m a ć  t z w .  s t r u k t u r ę  r o z w i ą z a n i a , k t ó r a  zawsz e s p e ł 

n i a  w a r u n k i  b r z e g o w e  i  n o ż e  b y ć  p r z e d ł u ż o n a  w g ł ą b  o b s z a r u  Si  w t e n  s p o 

s ó b ,  t e  s t a n i e  s i ę  r o z w i ą z a n i e m  r o z p a t r y w a n e g o  z a g a d n i e n i a  g r a n i c z n e g c  

( [ 3 1 ] ,  [ 3 2 ] ) .  Za pomocą s t r u k t u r y  r o z w i ą z a n i a  ( [ 3 l ]  , [ 3 2 ] )  można o t r z y m a ć  

f u n k c j e  bazowe s p e ł n i a j ą c e  z a d a n e  w a r u n k i  b r z e g o w e  w o b s z a r z e  o z ł o ż o n y m  

k s z t a ł c i e .  Na p r z y k ł a d  d l a  t y p o w y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  d r g a ń  p ł y t  będą 

one p o s t a c i  :

1 .  D l a  s z t y w n e g o  u t w i e r d z e n i a  c a ł e g o  b r z e g u :

Vlm ““ ^ m (O.1.10)
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2. Ola swobodnego podparcia całego brzegu

Vlm " u * lm  ~ f U ? t l . [ D2 w , , , oD2 “ ] - W V lm ( o .1.11)

3. Ola mieszanych warunków brzegowych opisujących brzeg częściowo szty
wno utwierdzony (równanie konturu Wj) a częściowo swobodny (równanie kon
turu c02)

w;

(D.1.12)

'lm ’ “ l  ^ li. “ w2A1> * 7 L T " ~T, [D3 (tJl ^l«. +5 W i  * iO2 )

,fi [Ul ( D»Al-  * Al m W  ł  Al« ° l^ l ) ]  ł

♦ (2' V  + * £ * 1 . 4 * ] ] ]

A1" '  ł

przy czym <̂ im (x1 .x2  ̂ * t l(x1^ T*(x2^' TL ’ Tm " wielomiany Czebyszewa.
Funkcje bazowe możne przekształcić w ortonormelne funkcje wła« 

gadnlenla granicznego (4.1-4.3). W tym,celu metodę Ritza-Galerkina należy 
wyznaczyć c i ę g  wartości własnych ^  1« j  ' ° P B r a t o r a  L > rozwięzujęc wyznacz-

jsne za

nik

d6t < L V lm- Vk J >  - A  < V lB. Vkj:> (0.1.13)

Następnie nelaży tak przekształcić w sposób liniowy funkcje bazowe j vim [ 
aby były ortogonalne wg iloczynu skalarnego : ' '

{Vl» - Vkj) <  LV,l m ' Vk J > -  * l „ < V lm’ Vk1>  (0.1.14)lm "  lm ' vkJ

tzn. aby były funkcjami własnymi.
NNowe unormowane funkcje własne Vjm powinny spełniać równania

LV. - JV, V, lm lm lm

Niech ortogonalne funkcje własna maję postać:

i .  ■ X  c i j vkjk+J »0

(D.1.15)

( D . 1 . 1 6 )

1 15  -

Stałe clm wyznaczyć można metodę Ritza-Galerkina, rozwięzujęc układy
k Jrównań

£  Ckj < L V kj- Vp q >  * A lm S  Ck " < VkJ- Vp q >  
k + j-0 k + J-0

czyli wyliczajęc wektory własne } układu Ritza-Galerkina (D.1.17)
dla każdej wartości własnej { & im j Nowe, ortogonalne funkcje własne V^m 
należy unormować, czyli

_ lm

‘  S  --------------------------tJ------------------- V*> (° ‘  le>
k + J-0 lmclm v ■>

2 ^  kj pq kj ' Pd 
k+J =0 p+q=0

Sę to funkcje własne spełnlajęce zadane warunki brzegowe dla obszaru o 
złożonym kształcie.



Aspekt eksperymentalny metod teorii estymacji.
Identyfikacja zakłóceń losowych (C2J)

Przy stosowaniu modelu optymalnego filtru przedstawionego w § 5  ko
nieczna Jest znajomość charakterystyk probabilistycznych zakłóceń loso
wych, a konkretnie funkcji korelacyjnych tych zakłóceń. Identyfikacja pa
rametrów funkcji korelacyjnych związanych z tymi zakłóceniami Jest bardzo 
istotnym problemem. Aby dokonać takiej Identyfikacji, należy przeanalizo
wać pewne ich własności, która mogę wywierać wpływ na proces Ich analizy 
oraz interpretację wyników. Do najważniejszych csch charakterystycznych 
sę zaliczana:
a) stacjonarność,
b) występowanie składowych okresowych,
c) normalność rozkładu.

Badanie staćjonernoścl zakłócsń można przeprowadzić za pomoc* testu 
nieparametrycznego (testu zgodności). Występowanie składowych okresowych 
można interpretować badajęc czy występuję oscylacje wykresu funkcji kore
lacji. Natomiast normalność procesów stochastycznych reprezentujęcych za
kłócenie można weryfikować przez porównanie gęstości prawdopodobieństwa

2tych procesów z gęstości« rozkładu normalnego, np. za pomocę testu X  . A- 
nallzę zakłócsń losowych najłatwiej przeprowadzić za pomocę elektronicz
nej techniki obliczeniowej, wykorzystujęc do tsgo calu maszyny cyfrowe, 
analogowe lub hybrydowe. Pozwalaj# one na podstawie dyskretnych wartości 
próbek szybko obliczać wartości średnich 1 funkcji korelacyjnych. Przy 
obliczaniu funkcji korelacyjnych można stosować dwie metody:

1. Konwencjonalne'- estymujęcę funkcję korelacji za pomocę bezpośred
nich obliczeń średniej Iloczynów w zbiorze próbek wartości sygnału.

2. Pośrednie - polegsjęcę na obliczeniu gęatoścl widmowej za pomoce 
bezpośredniej szybkiej transformacji Fouriera, a następnie obliczenie od
wrotnej transformaty Fouriera wykorzystuję ścisły zwlęzek pomiędzy gęs- 
tościę wldmowę a funkcję korelacyjne.

Otrzymane dyskretne wartości funkcji korelaęyjnej w następnym etapie 
aproksymuje się funkcjami cległyml.

W formułach opisujęcych te funkcje występuję pewne stsłe parametry, 
które dobierane eę w taki sposób, aby dyskretne wertoścl eksperymentalne 
były możliwie dokłednie aproksymowane przez aproksymujęcę funkcję korela
cyjne formułę analityczne. Aproksymację tekę można przeprowadzić np. me
todę najmniejszych kwadratów.^

DODATEK 2

i
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METODY TEORII OPTYMALNEJ ESTYMACJI 
W ZAGADNIENIACH DRGAŃ UKŁADÓW DYNAMICZNYCH O STAŁYCH ROZŁOŻONYCH

S t r e s z c z e n i a

W pracy przedstawiono zastosowania metod optymalnej estymacji do bada
nie drgań układów dynamicznych o stałych rozłożonych w obecności zakłóceń 
losowych działających tak na układ jak i w przyrządach pomiarowych. Za
stosowano w tym celu trzy modele optymalnych filtrów do badania drgań 
układów dynamicznych o stałych rozłożonych takich jak pręty i płyty. Pier
wszy model (klasyczny) stanowi filtr rekursywny w sensie Kalmena i obo
wiązuje dla przypadku gdy zakłócenia losowe maję charakter "białych szu
mów". Drugi model, który Jest oryginalnie opracowany przez autora stanowi 
zmodyfikowany filtr rekursywny obowiązujący dla przypadku, gdy zakłócenia 
losowe nie sę "białymi szumami" i posiadaj« znana charakterystyki proba
bilistyczne. Trzeci model stanowi tzw. filtr minimaksowy, który nie wyma
ga znajomości charakterystyk probabilistycznych zakłóceń, e tylko znajo
mości obszaru ich występowania, który na ogół jest elipsoidę.

Rozważano podstawowe problemy występujęce przy stosowaniu tych modsli 
z naświetleniem ich wad i zalet. Podano przykłady estymecji drgań w przy
padku szeregu szczególnych przypadków Jak drgania prętów i płyt.

МЕТОДЫ ТЕОРИИ ОПТИМАЛЬНО,! ОЦЕНКИ В ПРОБЛЕМАХ 
О КОЛЕБАНИЯХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕК С ПАРАМЕТРАМИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Р е з ю м е

Настоящая р:;.6ста указывает область применения методов оптимальной оценки 
для исследования колебаний динамических систем с параметрами распределения 
при наличии случайных помех, действующих как на системы так и в измеритель
ных приборах. Для этой цели были применены три модели оптимальных фильтров 
для исследования колебаний динамических систем с параметрами р а с п р е д е л е н и я ,  

таких как стержни и плиты. Первая модель (классическая) является по Кальма
ну рекурсивным фильтром и действует тогда, когда случайные помехи принимают 
вид "белых шумов". Вторая модель - которая впервые была разработана автором 
- это модифицированный рекурсивный фильтр, действующий тогда, когда случай
ные помехи не являются "белыми шумами" и обладают известными в е р о я т н о с и н ы -  

ми характеристиками (свойствами теории вероятности). Третья модель - это, 
так называемый, минимаксный фильтр, который не требует знания вероятностна 
свойств помех, требует лишь знания области их присутствия, которая чаще все
го является эллипсоидом.

Были рассмотрены основные проблемы выступающие в случае применения этих 
моделей с одновременным указанием их недостатков и преимуществ. Даны приме
ры оценки колебаний для рада особых случаев, например колебания стержней и 
плит.



METHODS OD OPTIMAL ESTIMATION THEORY IN PROBLEMS 
OF DYNAMIC SYSTEMS VIBRATIONS WITH DISTRIBUTED PARAMETERS

S u m m a r y

The dissertation presents the application of optimal estimation me
thods in investigating of dynamic systems vibrations with parameters dis
tributed in the presence of random interference acting on both the system 
and measuring instruments. Three methods of optimal filters were used to 
investigate dynamic systems vibrations with distributed parameters such as 
rods and plates. The first model (the classical one) is a recursive fil
ter in the sense of Kalman and Is obligatory for the case when random in
terference has the charakter of "white noise". The second model, which is 
originally worked out by the author, is a modified recursive filter which 
is obligatory for the case when random interference is not "white noise" 
and when it has known probabilistic characteristic curve. The third model 
is the so-called mlnl-max filter which does not demand the knowledge of 
characteristic curve of probabilistic Interference but only the knowledge 
of area of their occurence, which is generally an ellipsoid.

Fundamental problems which occurred while applying these aodels were 
considered explicating the models' shortcomings and advantages. Example 
of vibrations estlmetlon in many particular cases such ss rods and pla
tes were presented.



w y d a w n i c t w a  n a u k o w e  i  d y d a k t y c z n e  p o l i t e c h n i k i  ś l ą s k i e j
M O Ż N A  N A B Y Ć  W  N A ST Ę P U JĄ C Y C H  P L A C Ó W K A C H :

44-100 G liw ice  — K sięg a rn ia  n r  096, ul. K on sty tu c ji 14 b 
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41-300 D ąb ro w a  G órn icza  — K sięg a rn ia  n r  081, ul. Z BoW iD -u 2
47-400 R acibórz  — K sięg a rn ia  n r  148, ul. O drzańska. 1
44-200 R y bn ik  — K sięg a rn ia  n r  162, R ynek  1
41-200 Sosnow iec — K sięg a rn ia  n r  181, u l. Z w ycięstw a 7
41-800 Z ab rze  — K sięgann ia  n r  230, ul. W olności 288

00-901 W arszaw a —  O środek  R ozpow szechn ian ia  W ydaw nictw  N aukow ych  PA N  — 
P a łac  K u ltu ry  i N auki

W szystk ie  w y d aw n ic tw a  naukow e i dy d ak ty can e  zam aw iać  m ożna poprzez S k ładn icę  
K s ięg a rsk ą  w  W arszaw ie, ul. M azow iecka 9.

B I B L I O T E K A  G Ł O W N A  
P olitechn ik i


